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ABSTRAK

KONSTRUKSI HOMOMORFISMA (R[S], R’[S])-MODUL SEMIGRUP

Oleh

TATANG BAHTIAR

Diberikan sebarang grup komutatif M sebagai (R, R")-bimodul. Jika pada ring R
dan R’ tidak mempunyai elemen central idempoten maka grup komutatif M
disebut sebagai (R, R")-modul. Beberapa penelitian telah menghasilkan konstruksi
homomorfisma (R, R")-modul, jenis-jenis homomorfisma (R, R")-modul, sifat-
sifat homomorfisma (R, R')-modul, dan teorema dasar isomorfisma (R,R’)-
modul. Jika diberikan ring semigrup R[S], maka dapat dikonstruksi berkaitan
dengan modul semigrup M[S] sebagai R[S]-modul. Modul semigrup M[S] belum
pernah dikaji oleh peneliti sebelumnya. Oleh karena itu dengan metode studi
literatur penelitian terkait modul semigrup akan didiskusikan dalam penelitian ini.
Penelitian ini bertujuan mengkonstruksi modul semigrup M[S] sebagai R[S]-
modul. Hasil konstruksinya kemudian diabstraksi pada kajian multilinear aljabar
yakni modul semigrup M[S] sebagai (R[S], R'[S])-modul. Inti dari penelitian ini
terletak pada penyajian konstruksi homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup,
jenis-jenis  homomorfisma  (R[S], R'[S])-modul  semigrup,  sifat-sifat
homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup, dan ditutup dengan teorema dasar
isomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup

Kata kunci: ring semigrup, modul semigrup, homomorfisma modul semigrup.



ABSTRACT

HOMOMORPHISM CONTRUCTION (R[S], R’[S])-MODULE SEMIGRUP

By

TATANG BAHTIAR

Given any commutative group M as (R, R")-bimodule. If the ring R and R’ do not
have a central idempotent element then the commutative group M is called the
(R, R"-module. Several studies have introduced the definition and properties of
(R, R”)-module homomorphism and the basic theorem of isomorphism (R, R’)-
module. Given a ring of the R[S] semigroup, it can be constructed with respect to
the M[S] semigroup module as an R[S]-module. The M[S] semigroup module has
never been studied by previous researchers. Therefore, the research literature
study method related to the semigroup module will be discussed in this study.
This study aims to construct the M[S] semigroup module as an R[S]-module. The
results of the construction are then abstracted in a multilinear algebraic study,
namely the M[S] semigroup module as (R[S], R'[S])-module. In this research, we
construct for the homomorphisms (R[S], R'[S])-semigroup module. Then, we give
some types of homomorphisms (R[S], R'[S])-semigroup module and introduce
the properties of the basic isomorphism theorem (R[S], R'[S])-semigroup module.

Keywords: semigroup ring, semigroup module, homomorphism semigroup module.
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l. PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Pada aljabar linear telah dikenalkan ruang vektor atas lapangan yang memotivasi
terbentuknya struktur aljabar baru yaitu modul M atas ring R (dinotasikan R-modul)
yang merupakan perumuman dari ruang vektor atas lapangan. Sementara itu, pada
pembahasan teori ring diketahui bahwa setiap elemen ring terhadap operasi
perkaliannya tidak selalu memenuhi sifat komutatif. Oleh karena itu, pengertian R-
modul dibedakan menjadi R-modul kiri dan R-modul kanan. Sebagaimana halnya
pembahasan struktur aljabar abstrak pada grup maupun ring, terdapat suatu fungsi
yang menghubungkan antar masing—masing struktur aljabar yang sama untuk
mengawetkan operasi biner didalam strukturnya dan dikenal sebagai
homomorfisma grup atau ring. Pada modul atas ring R juga dapat dibentuk suatu
homomorfisma R-modul. Mengingat R-modul merupakan perumuman dari ruang
vektor atas lapangan maka secara alamiah homomorfisma pada R-modul akan
berkaitan dengan pengertian transformasi linear pada ruang vektor.

Selanjutnya, jika diberikan suatu ring R dan ring R’ sebarang, maka dapat dibentuk
suatu R-modul kiri dan R’-modul kanan yang kemudian dapat diperumum menjadi

struktur (R, R")-bimodul. Suatu grup komutatif M merupakan (R, R")-bimodul jika



M merupakan R-modul kiri sekaligus R’-modul kanan, serta memenuhi sifat
kompatibilitas yaitu untuk setiap r € R, m € M, danr’ € R" memenuhi sifat
r(mr") = (rm)r’'(Adkins, 1992). Seiring dengan berkembangannya konsep
aljabar, suatu (R, R")-bimodul kemudian diperumum menjadi (R, R")-modul yang
dalam pengertiannya tidak mengharuskan keberlakuan sifat kompatibilitas
sebagaimana halnya pengertian pada (R, R')-bimodul (Khumprapussorn dkk.,

2012).

Dalam penelitiannya, Yuwaningsih (2019) mengenalkan definisi dan beberapa sifat
dasar homomorfisma pada fungsi yang memetakan antara grup komutatif M dan M’
yang masing-masing merupakan (R,R’)-modul. Selain itu, beliau juga telah
mengkonstruksi teorema fundamental dari isomorfisma (R, R")-modul. Pada tahun
2020, Yuwaningsih (2020) melanjutkan penelitiannya dengan mengkonstruksi hasil

tambah langsung suatu (R, R")-modul dan proyeksi dari (R, R")-modul.

Pada bagian lain, tahun 1984 di dalam tulisannya Gilmer, R. telah mendefinisikan
ring semigrup S atas R yang dinotasikan dengan R[S], serta menjelaskan beberapa
sifat dasarnya. Menurutnya, setiap ring polinomial R[X] merupakan ring semigrup
R[S]. Atas dasar definisi ring semigrup R[S] yang diberikan oleh Gilmer, (1984)
yang merupakan perumuman dari ring polinomial R[X], serta definisi (R,R')-
modul yang diberikan Khumprapussorn dkk. (2012). Hal ini memberikan motivasi
bagi penulis untuk mengkaji struktur aljabar yang baru yakni dengan
mengkonstruksi definisi modul semigrup M|[S] yang dinotasikan R[S]-modul

semigrup  serta  (R[S],R'[S])-modul  semigrup. Selain itu, dengan



mempertimbangkan hasil dari penelitian Yuwaningsih (2019) mengenai
homomorfisma (R, R")-modul, maka beberapa sifat dasar dari (R[S], R'[S])-modul
semigrup dan homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup akan dibahas lebih

lanjut pada penelitian ini.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah yang diuraikan penulis maka rumusan masalah
sebagai berikut:

1.  mengkonstruksi R[S]-modul semigrup;

2. mengkonstruksi (R[S], R'[ST)-modul semigrup;

3. mengkonstruksi homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup;

4.  menentukan jenis-jenis homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup.

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan, maka tujuan dari penelitian ini
adalah untuk menentukan definisi R[S]-modul semigrup, (R[S], R'[ST)-modul
semigrup dan homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup serta menentukan

jenis-jenis homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup.

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah dapat digunakan untuk penelitian lanjutan

mengenai beberapa sifat dasar lain yang berlaku pada R[S]-modul semigrup, dan



(R[S], R'[ST)-modul semigrup seperti hasil tambah langsung pada (R[S], R'[S])-
modul semigrup, himpunan homomorfisma modul semigrup maupun syarat perlu

dan cukup barisan eksak modul semigrup.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dibahas tentang struktur aljabar meliputi definisi, beberapa
contoh pendukung maupun teorema. Struktur aljabar yang akan dibahas dibagi
menjadi beberapa bagian antara lain teori yang berkaitan dengan ring R, semigrup
S, ring semigrup R[S], R-modul M, (R, R")-bimodul dan (R,R")-modul. Semua
struktur aljabar tersebut akan digunakan untuk mengkonstruksi (R[S],R'[S])-
modul dan homomorfisma (R[S], R'[S])-modul dan menentukan sifat-sifat dasar

(R[S], R'[S])-modul.

21 Ring

Sebelum membahas konstruksi definisi modul semigrup, terlebih dahulu disajikan

kembali mengenai definisi ring beserta contoh contohnya.

Definisi 2.1.1 Diberikan sebarang himpunan tak kosong R, dan pada R
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didefinisikan dua operasi biner yang dinotasikan dengan “+ “ dan “-* yang
selanjutnya masing masing disebut operasi penjumlahan dan perkalian. Himpunan

R disebut ring terhadap operasi penjumlahan "+ " dan perkalian jika:

(1) terhadap operasi penjumlahan "+" : (R, +) merupakan grup komutatif;



(i)  terhadap operasi perkalian : (R,") bersifat asosiatif yaitu untuk setiap
a,b,c € Rmemenuhi a-(b-c)=(a-b)- c;
(it))  memenuhi hukum distributif kiri dan kanan terhadap operasi

penjumlahan "+ " dan perkalian yaitu untuk setiap a,b,c €R
memenuhia-(b+c)=a-b+a-catau(a+b)-c=a-c+b-c;

Struktur aljabar dari suatu ring dapat ditulis (R,+,"). Ring (R, +,") disebut ring

komutatif (commutative ring) jika memenuhi sifat:

(iv)  komutatif terhadap operasi perkalian - yaitu untuk semua a, b € R berlaku
a-b=>b-a.

Ring (R,+, -) disebut ring dengan identitas (ring with identity) jika R memuat

elemen I sehingga untuk setiap a € R berlakua - Iy = Ip-a =a

(Hungerford, 1980).

Berikut ini diberikan beberapa contoh himpunan yang merupakan ring terhadap

operasi penjumlahan dan perkalian.

Contoh 2.1.2 Himpunan semua bilangan bulat Z, himpunan semua bilangan
rasional Q dan himpunan semua bilangan real R merupakan ring terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian. Untuk setiap elemen didalam juga memenuhi sifat
komutatif terhadap operasi perkaliannya sehingga himpunan Z, Q,dan R

merupakan ring komutatif.

Contoh 2.1.3 Himpunan Z,, yaitu himpunan bilangan bulat modulo n merupakan

ring terhadap operasi pernjumlahan dan perkalian (Malik dkk., 1997).



Contoh 2.1.4 Jika diberikan himpunan semua fungsi dari R ke R atau F(R, R) =
{f:R - R|f fungsi} dengan operasi penjumlahan dan perkalian didefinisikan
sebagai : (f + g)(x) = f(x) + g(x)dan (f - g)(x) = f(x) - g(x) untuk setiap
f,g € F(R,R) dan x € R, maka dapat ditunjukkan bahwa dengan menggunakan
sifat-sifat fungsi dalam kalkulus (F(R,R),+, ) merupakan ring. Pada Contoh
2.1.2, himpunan semua bilangan real R dapat membentuk struktur ring sehingga
dapat dilakukan abstraksi lebih luas yakni pada struktur himpunan semua
polinomial atas sebarang ring. Berikut ini disajikan definisi ring polinomial R[X]

yang merupakan himpunan semua polinomial atas ring R.

2.2 Ring Polinomial

Telah diketahui bahwa polinomial yang selama ini banyak dipahami sebagai
polinomial dengan koefisien bilangan real sering disebut sebagai polinomial atas
bilangan real. Pada aljabar sebenarnya struktur polinomial telah diabstraksi menjadi
polinomial atas sebarang ring R. Di bawah ini disajikan definisi polinomial atas

sebarang ring R sebagai berikut:

Definisi 2.2.1 Diberikan suatu ring R dan misalkan R[X] adalah himpunan semua
barisan tak berhingga (aq,a;,a,,as5,...) atau ditulis dengan R[X] =
{(ap,as,a5,a3,..)|a; €R,i =NU{0}} maka ada suatu bilangan n >0
(bergantung pada barisan (a,, a,, a,, as, ... )) sedemikian sehingga untuk semua
k = n, a; = 0 atau dapat ditulis sebagai (a,, a;, a,, as, ..., a,, 0,0,0, ...,0 ). Elemen

—elemen dari R[X] disebut sebagai polinomial atas ring R (Malik dkk., 1997).



Barisan tak hingga (aq,aq,a,,as,..,a,,..) pada Definisi 2.2.1 dapat juga
dipandang sebagai suatu fungsi f: Z*° — R dengan Z=° = {N u {0}} dan f(n) # 0
untuk sebanyak berhingga bilangan bulat tak negatif n. Dengan demikian,
himpunan semua polinomial atas ring R dapat ditulis sebagai R[X] = {f:Z>° —
R|f fungsi dan f(n) # 0 sebanyak berhingga untuk bilangan tak negatif n }.
Operasi penjumlahan dan perkalian pada R[X] didefinisikan sebagai berikut:
Untuk setiap (ay, a4, as, ... ), (by, by, by, b3, ...) € R[X] berlaku:

a. (ag,aq,ay, ...)+ (by, by, by, bs,...) = (ag + bg,a; + by,a, + by, ...)

b. (ay aq,ay,...) (b, by, by, bs,...) = (o, €q,Cq enn)

dengan ¢, = Y% ,a;by_; , k € 72°.

Berdasarkan definisi penjumlahan dan perkalian tersebut dapat ditunjukkan bahwa
himpunan R[X] memenuhi aksioma dalam ring sehingga R[X] disebut sebagai ring
polinomial atas ring R. Adapun definisi lengkap ring polinomial R[X] disajikan

sebagai berikut.

Definisi 2.2.2 Diberikan sebarang ring komutatif dengan identitas (R,+,") dan

dibentuk R[X] = {(ao, a1, a; a3, .. )|a; €ER,i =NU{0}}. (R[X]+,) disebut

sebagai ring polinomial atas R jika memenuhi:

(i) terhadap operasi (R[X], +) merupakan grup komutatif dengan elemen netral
(0,0,0,--);

(i) (R[X], -) tertutup dan memenubhi sifat assosiatif;

(iii) (R[X],+, -) memenuhi hukum distributif Kiri dan kanan terhadap operasi

penjumlahan " + " dan perkalian " - ".



Jika diperhatikan fungsi
m:R - R[X]
a+— (a,0,0,0,...)

maka fungsi m merupakan homomorfisma ring yang bersifat injektif. Dengan
demikian, R dapat disisipkan pada ring R[X] dan hal ini berakibat R dapat dianggap
sebagai subring dari R[X]. Oleh karena itu, elemen a dan elemen (a,0,0,0,...)
merupakan elemen yang sama di R[X]. Elemen-elemen pada R[X] biasanya lebih
familiar dinotasikan sebagai berikut:

(a,0,0,0,...) dinotasikan aX®

(0,a,0,0, ...) dinotasikan aXx?

(0,0,a,0, ...) dinotasikan aX?

dengan menggunakan definisi operasi penjumlahan pada polinomial atas ring R,
untuk sebarang polinomial (a,, a4, a,, as, ... ) € R[X] dapat ditulis sebagai:
(ag,aq,ay,...,a,,0,0,:-) = (ay,0,0,..) + (0,a,4,0,...) + -
+(0,0,0,+:+,a,,0,0,:-+)

=ay+ a X+ aX? + -+ a,X"

=" a. Xt
Oleh karena itu, diperoleh himpunan polinomial R[X] = {¥La; X" [n € Z*%,a; €
R}. Simbol X pada elemen R[X] disebut indeterminate atas R dan elemen-elemen
ag, a4, Qay, ..., a, disebut koefisien polinomial atas R. Mengingat polinomial
> ,a; Xt merupakan fungsi f:Z2° — R akibatnya polinomial Y™ ,a;X' dapat

dinotasikan dengan f(X). Notasi f(X) yang dimaksud disini bukanlah notasi



10

fungsi dari R ke R, melainkan notasi polinomial dari f:Z*° - R dengan

indeterminate X dan X bukanlah elemen dari R.

Contoh 2.2.3 Diberikan himpunan Z[X] polinomial atas ring Z. Akan ditunjukkan
bahwa Z[X] merupakan ring polinomial atas ring Z yakni dengan menunjukkan
(Z[X], +) merupakan grup komutatif. Jika diberikan sebarang
71(X), 2, (X), z3(X) € Z[X], dengan z;(X) = X", a; X", z,(X) = X1, BiX* dan
z3(X) = XP_, v X" untuk a;, B;,y; € Z dan m, n,p € Z*° maka diperoleh:

a)  Sifat ketertutupan terhadap operasi penjumlahan

max{m,n}

z,(X) + z,(X) = <§: aixi> + <§n: ﬁixi> = z (a; + B)X?
l i=0 i=0

i=0
karena (a; + B;) € Z, akibatnya Y™ ,(a; + B)X' € Z[X], berarti sifat
ketertutupan pada operasi penjumlahan di bersifat Z[X] terpenuhi.
b)  Sifat assosiatif terhadap operasi penjumlahan

(2200 + 2,(0) + 23(0) = ((i @ Xi) + (i 8 Xi>> N (zp: y Xi)

i=0 i=0

max{m,n} 14
Z (a; + BOX" | + ( YiXi>
i=0 i=0

L

max{m,n,p}

= Z ((ai + B) +7:)X"
i=0

max{m,n,p}

= > (@t BrX

i=0

max{m,n}

= Z (a; + (B + 7)) X"
i=0
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= (i “iXi> + <ma§’p}(ﬁi + Vi)Xi>
i=0

i=0

(B (o) (&)

=z, (X)+ (ZZ(X) + z3(X)).
Dari pernyataan tersebut, diperoleh sifat assosiatif terhadap penjumlahan di
Z[X] terpenuhi,
c) Terdapat elemen 0(X) € Z[X] yaitu 0(X) =Y",0X' dengan 0 € Z
sehingga untuk setiap z; (X) € Z memenuhi:
i) 200 +000 = (Tow:X') + (2o 0X')
max{m,n}

- Z (a; + 0)X'

m

=Za:l-Xi

i=0

= z;(X)

(i) 000 +2,(X) = (T 0X7) + (I i X?)

max{m,n}

- Z (0 + a)X:

i=0

m

=Zal-Xi

i=0
= z;(X).

Dari (i) dan (ii) diperoleh hasil 0(X) merupakan elemen identitas di Z[X].
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Untuk setiap z,(X) € Z[X] terdapat elemen invers —z;(X) € Z[X] yaitu
—z;(X) = XM, (—a) X' dengan —a; € Z sehingga untuk setiap z;(X) € Z
memenuhi z; (X) + (—z,(X)) = (—z,(X)) + z,(X) = 0(X) yaitu:

i) z0+ (X)) =CryaX) + (En(—a)X?)

(i) (—z0)+z00) =l (—a)X?) + (X, a:iX?)

=) () + @)X
i=0

Dari (i) dan (ii) diperoleh —z;(X) merupakan elemen invers dari
z,(X) identitas di Z[X].

Untuk setiap elemen di Z[X] memenuhi sifat komutatif terhadap operasi
penjumlahan, yaitu:

z1(X)+z,(X) = (i aiXi) + (i ﬁiXi>
i=0

i=0

max{m,n}

= > (@)X
i=0
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max{m,n}

= z (B; + a)X?
i=0

=z, (X) + z,(X).
Dari a), b), ), d) dan e) diperoleh hasil bahwa (Z[X], +) merupakan grup komutatif.
Langkah berikutnya adalah menunjukkan bahwa (Z[X], -) tertutup terhadap
operasi perkalian dan memenubhi sifat assosiatif.
f)  Sifat ketertutupan terhadap operasi perkalian

i i=0

i=0
= z (2 Ay ﬁl)Xi
i=0 \i=k+!
= Y0 w X' € Z[X].
g)  Untuk setiap elemen di Z[X] memenubhi sifat assosiatif di Z[X]
m n p
(200 - 2,(0) - 2,00 = <<Z aixi) - <z ﬁiXi>> - (Z yl-xi>
i=0 i=0 i=0
= (R Cickrr e B)XY) - (X viX?)

mzn:p< z (“kﬁl))&;)Xi

i=0 i=k+l+q

= mZn p( Z “kﬁl)’q)xi

i=0 i=k+l+q
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i=0 i=k+l+q

(S (5( 2 24))
(o)) ()

=z;(X) (Z3(X) : Zz(X))-

:m n p( Z ak(ﬁqu)>Xi

Untuk setiap elemen di Z[X] memenuhi sifat distributif kiri dan kanan

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian di Z[X], yaitu:

() 2 (0) - (22(X) + 2,(0)) = (Eo X)) - ((Zio BiX?) + (Lo v:XY))

) (S (3
max{n p}
( (Bi +v)X ‘)

m+max{n,p}

Z

i=k+l

ap (B + Vz))Xi

m+max{n,p}

(arp + akYz)) Xt

i=0

m+max{n,p}
aBy |+ Z apy; | | X
i=0 i=k+1 i=k+1
m+n m+p
= B | X+ 2 apy; | X'
i=0 \i=k+l i=0 \i=k+l

i=k+l
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(e )

i=0

(B )

=2z1(X) 2, (X) + 2, (X) - z3(X)

(i) (20 +2,00) - 23X = (ZE0 ey + )XY - (B yi)

max{m,n}+p
= z < z (ay + ﬁk)h)xi

i=0 i=k+!

max{m,n}+p
= z < z (ary, + ﬁle))Xi

i=0 i=k+!

max{m,n}+
= z p <z ale)"‘(Z ﬂkl’l) X!

i=0 i=k+l i=k+l

. rf( D ak)/l)Xi +Zp< > ﬁkn>xi

i=0 \i=k+l i=0 \i=k+l

(B o)

= 21(X) - z3(X) + 2, (X) - z3(X).

Dengan demikian, diperoleh bahwa himpunan Z[X] memenuhi semua aksioma ring

sehingga Z[X] merupakan ring polinomial atas ring Z.
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Berikut ini disajikan sifat-sifat dari ring polinomial atas ring R yang meliputi sifat
dalam kejadian khusus, yakni saat ring R merupakan ring komutatif dengan elemen

satuan maupun daerah integral.

Teorema 2.2.4 Diberikan sebarang ring R.

(i) Jika R adalah ring komutatif dengan elemen satuan 1 maka R[X] juga
merupakan ring komutatif dengan elemen satuan 1.

(if) Jika R adalah daerah integral maka R[X] juga merupakan daerah integral

(Wahyuni dkk., 2016).

Selanjutnya, disajikan pengertian ring semigrup atas R sebagai struktur aljabar yang
akan digunakan untuk mengkonstruksi modul semigrup atas ring semigrup R[S].
Namun sebelum membahas definisi ring semigrup R[S], berikut ini diberikan
pengertian grupoid, semigrup dan monoid yang merupakan struktur aljabar dasar
yang terdiri atas himpunan tak kosong disertai operasi biner didalamnya dan

memenuhi aksioma-aksioma tertentu.

2.3  Ring Semigrup

Pada dasarnya, ring semigrup R[S] merupakan perumuman dari ring polinomial
R[X] hanya struktur yang digunakan dalam mengkonstruksi definisinya adalah atas
sebarang semigrup bukan bilangan real. Semigrup sendiri memiliki pengertian yang
lebih luas dari grup. Berikut ini disajikan definisi unsur-unsur yang membangun

pengertian semigrup S dan ring semigrup R[S].

Definisi 2.3.1 Sebuah himpunan tak kosong G, dengan operasi biner x, himpunan

G disebut grupoid jika untuk setiap a, b € G berlaku a * b € G (Hungerford, 1980).
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Dari Definisi 2.3.1, jika himpunan tak kosong G dengan operasi * memenuhi sifat
asosiatif maka himpunan tak kosong G dikatakan semigrup sebagaimana definisi

berikut:

Definisi 2.3.2 Sebuah himpunan tak kosong G, dengan operasi biner x, himpunan
G disebut semigrup jika memenuhi aksioma:

(1) untuk setiap a, b € G, berlaku a * b € G;

(i)  untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku asosiatif atau (a * b) * c = a * (b * ¢)

(Hungerford, 1980).

Untuk semigrup khusus yang memiliki elemen identitas, semigrup tersebut

dinamakan monoid sebagaimana definisi berikut:

Definisi 2.3.3 Sebuah himpunan tak kosong G, dengan operasi biner *, himpunan

G disebut monoid jika memenuhi aksioma:

(1) untuk setiap a, b € G, berlaku a * b € G;

(i) untuk setiap a, b, ¢ € G, berlaku asosiatif atau (a * b) xc = a * (b * ¢)

(iii))  memiliki elemen identitas e € G yakni untuk setiap a € G berlaku a * e =
exa=a

(Hungerford, 1980).

Selanjutnya, disajikan suatu himpunan R[S] yang merupakan himpunan suatu
fungsi f yang memetakan dari himpunan tak kosong S dalam hal ini semigrup ke

sebarang ring R. Himpunan fungsi f ini merupakan perluasan dari definisi
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himpunan polinomial atas ring R atau R[X]. Perbedaan antara R[S] dan
R[X] terdapat pada daerah asal keduanya, dimana pada ring polinomial R[X]
mempunyai daerah asal berupa bilangan tak negatif n sedangkan pada ring
semigrup R[S] daerah asalnya semigrup S. Berikut disajikan komponen-komponen

yang diperlukan dalam membentuk ring semigrup.

Definisi 2.3.4 Diberikan sebarang ring (R,+,), semigrup (S,*), dan fungsi
f:S = R. Support f atau supp(f) didefinisikan sebagai {s € S|f(s) # 0} dan

untuk setiap f, g yang merupakan fungsi dari S ke R memiliki sifat:

1. supp(f + g) < supp(f) U supp(g)
2. supp(—f) = supp(f)

3. supp(fg) € supp(f) + supp(g)

(\Varadarajan, 2001).

Selanjutnya, disajikan definisi ring semigrup definisi ring semigrup R[S] sebagai

berikut.

Definisi 2.3.5 Diberikan sebarang ring (R, +,"), semigrup (S,*). Jika dibentuk
fungsi f:S - R dan R[S] ={f:S — R|supp(f) berhingga} dengan operasi
penjumlahan dan perkalian dalam R[S] didefinisikan sebagai berikut:

a. (f+9)(s) =1(s)+g(s)

b. (f9)(s) = Zpau=s f () - g(W)

untuk setiap t,u € S dan f, g € R[S] maka R[S] disebut sebagai ring semigrup

(Gilmer, 1984).
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Selain dinotasikan seperti pada Definisi 2.3.5, ring semigrup juga dapat dinotasikan
dengan formula yang sama seperti pada ring polinomial, yaitu R[S] =
{YsessX® | s € R, s € §}. Menurut Gilmer, Simbol X mempunyai analogi yang
sama pengertiannya seperti pada ring polinomial yaitu sebagai indeterminate atas

R. Berikut ini disajikan beberapa contoh dari ring semigrup:

Contoh 2.3.6 Setiap ring polinomial atas R atau R[X] merupakan ring semigrup

R[S] (Gilmer, 1984).

Contoh 2.3.7 Diberikan ring (IR, +,") dan semigrup (Zs, +). Jika dibentuk fungsi
f:Zs; —» R dengan definisi f(s) = r, untuk s € Z3, dan r; € R maka himpunan
semua fungsi R[Z3] = {f: Z3 — R|supp(f) dan berhingga} merupakan ring
semigrup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian.
Kemudian, perhatikan fungsi berikut:
m: R - R[X]
1o — (19,0,0,0,0, ...), ; — (0,11,0,0,0,...),, — (0,0,7,,0,0, ...)
fungsi = merupakan homomorfisma ring yang bersifat injektif. Dengan demikian,
R dapat disisipkan pada ring R[X] dan hal ini berakibat R dapat dianggap sebagai
subring dari R[X]. Oleh karena itu, elemen 1,7, dan elemen
(19,0,0,0, ...), (0,74, 0,0,0, ... ) dan (0,0,7,, 0,0, ... ) merupakan elemen yang sama
di R[X]. Sama halnya dengan ring polinomial, elemen-elemen pada R[X] dapat
dinotasikan sebagai berikut:
(19,0,0,0,0, ...) dinotasikan r,X°

(0,74,0,0,0, ...) dinotasikan r; X!
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(0,0,15,0,0, ...) dinotasikan r, X 2.
Simbol X pada notasi yang diuraikan tersebut mempunyai pengertian yang analog
pada ring polynomial yaitu sebagai indeterminate atas R. Dengan menggunakan
definisi  operasi penjumlahan pada ring semigrup, untuk sebarang
(r9,11,72,0,0, ... ) € R[X] dapat ditulis sebagai:
(re,7,12,0,0,...) = (1,,0,0,..) +(0,1,0,...) + (0,0,7,,0,:-+)

=1y + X' + 1, X2

= Y2 niXt
Dengan demikian, himpunan R[Z5] pada Contoh 2.3.7 dapat dinyatakan sebagai
R[Z3] = {f: Z3 - R|supp(f) dan berhingga} = {32, ;X' |r; € R,i € Z3}.

Pada bagian selanjutnya akan dibahas struktur aljabar lain yang merupakan

perumuman dari struktur aljabar ruang vektor yaitu modul atas ring R.
2.4 Modul M atas Ring R

Untuk pembentukan modul M atas ring R dilatar belakangi oleh adanya suatu
himpunan tak kosong M yang bukan merupakan lapangan namun pada elemen-
elemen didalam himpunan M dan R terhadap operasi perkalian skalarnya

memenuhi semua aksioma-aksioma yang berlaku pada ruang vektor. Sebagai

X1

contoh, jika diberikan himpunan ]R3={[x2] |x1,x2,x3€]R%} dan himpunan
X3

a1 A12 g3
M3(R) = {|421 a2z A23|la;; € R,V; ;= 1,2,3}, maka dapat ditunjukkan R* =
a3; dzz d4szs

X1
TN

X3

merupakan grup komutatif, dan jelas bahwa (M3(R), +, -)
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membentuk suatu ring tetapi bukan merupakan lapangan. Jika didefinisikan operasi
perkalian skalar
o: M3(R) x R® > R3,

dengan definisi A o v € R3, untuk setiap A € M5(R) dan v € R3. Diperoleh
bahwa R3 terhadap M5 (R) memenuhi aksioma-aksioma sebagaimana yang berlaku
pada ruang vektor. Mengingat M;(R) bukan merupakan lapangan akibatnya R3
tidak dapat membentuk ruang vektor terhadap M;(R). Oleh karena adanya
fenomena demikian, perlu dibuat perumuman atas struktur aljabar yang baru.
Struktur aljabar tersebut kemudian dinamakan modul M atas sebarang ring R atau
dinotasikan sebagai R-modul. Jika sebarang ring R yang diberikan bukanlah ring
komutatif maka pengertian R-modul terbagi menjadi R-modul Kiri dan R-modul

kanan sebagaimana definisi berikut:

Definisi 2.4.1 Diberikan grup komutatif (M, +) dan sebarang ring (R, +, *). Grup
komutatif M disebut sebagai R-modul Kiri bersama operasi o : R X M — M dengan
definisi o (r;, m;) = r; o m, jika untuk setiap r;,r, € R dan m,, m, € M berlaku:
Q) e (m+my) =rieom+rem

(i) (m+r)oeom=rom +rom

(i) (1) omy =100y o my)

(iv) Iz o m; = my untuk setiap m; € M.

(Wahyuni dkk., 2016).

Untuk definisi dari modul kanan atas ring R disajikan sebagai berikut:
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Definisi 2.4.2 Diberikan grup komutatif (M, +) dan sebarang ring (R, +,"). Grup
komutatif M disebut sebagai R-modul kanan bersama operasi c: R XM - M
dengan definisi o (r;,m;) = r; o m, jika untuk setiap r,,, € R dan my,m, € M
berlaku:

Q) rio (my+my) =m0 my+rom

() ((m+r)oeom=rom +rom

(i) (1) o my =130 (1 o my)

(iv) Iz o my = my untuk setiap my; € M

(Wahyuni dkk., 2016).

Perbedaan dari Definisi 2.4.1 dan Definisi 2.4.2 terletak pada aksioma ke-(iii). Hal
ini dikarenakan ring R yang dipilih tidak selalu memenubhi sifat komutatif. Berikut

ini diberikan contoh himpunan yang merupakan R-modul kiri dan R-modul kanan.

Contoh 2.4.3 Diberikan sebarang grup komutatif (M, +) dan himpunan bilangan

bulat Z sebagai ring. Jika didefinisikan perkalian skalar o : Z x M — M sebagai

berikut:
m+m+--+m ,untuk n > 0
n suku
nom&<0 ,untuk n = 0
(-m)+ (—m) + -+ (—m) ,untuk n < 0
k n suku

untuk setiap m € M dan n € Z, serta Contoh 2.1.2 yang menyatakan bahwa

himpunan Z merupakan ring komutatif terhadap operasi perkalian skalar " - ",
maka dapat ditunjukkan bahwa (M, +) terhadap operasi perkalian skalar " o "
memenuhi aksioma Z-modul kiri dan Z-modul kanan. Untuk setiap n,,n, € Z dan

my, m, € M, berlaku:
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(i) nyo(my+my)=n0omy+rom,

(i) (ng+ny) e m=n,0om+n,om

(iii) (ny-nz)e my=ny -nyzomy =nyo(nyo my)

(iv) terdapatelemen 1 € Z sehingga 1o m,; = m, untuk setiap m; € M.
Karena memenuhi ke—4 aksioma modul kiri maka diperoleh sebarang grup
komutatif M merupakan Z-modul kiri. Selain itu, dipenuhi pula aksioma yaitu:

(V) (ny'mp)e my=ng-nyomy =ny ngomy =nyo(nyomy).

Dengan demikian, diperoleh bahwa sebarang grup komutatif M merupakan

Z —modul kanan.

Contoh 2.4.4 Diberikan (Z, +) grup komutatif, dan (Zs, +,") sebagai ring. Akan
ditunjukkan bahwa himpunan Z merupakan Z;-modul. Diberikan sebarang a, b €
Z dan sq, s, € Z5 berlaku:

(i) s;o(a+b)=s,0a+s,0°b

(i) (sy+sy)eca=s0oa+s,0a

(iii) (sy sy)ea=s1-S, ca=s,0(s,0a)

(iv) terdapatelemen 1 € Z5 sehingga 1o a = a untuk setiap a € Z.

Selain itu, berlaku juga:

(V) (s1-sp)ea=sy-s;0a=s,"s10a=s;0(s;0a).

Jadi, diperoleh himpunan Z merupakan Zs;-modul.

Contoh 2.4.5 Diberikan himpunan bilangan bulat Z dan himpunan semua
polinomial atas Z atau Z[X]. Diketahui bahwa (Z, +) dan (Z[X], +) masing-masing

merupakan grup komutatif. Dengan memanfaatkan Contoh 2.4.3 yang menyatakan
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bahwa untuk sebarang grup komutatif terhadap operasi penjumlahan merupakan

Z-modul, diperoleh kesimpulan bahwa Z dan Z[X] merupakan Z-modul.

Pada bagian selanjutnya, akan disajikan definisi modul khusus yakni modul

polinomial M[X] atas ring polinomial R[X].

Definisi 2.4.6 Diberikan himpunan tak kosong M yang merupakan R-modul dan
dibentuk M[X] sebagai himpunan yang beranggotakan semua polinomial atas R
yaitu:
n
M[X] = {Z a;X'in e NU{0},a; € M,i =0,1,2, n}
i=0
dengan operasi penjumlahan didefinisikan sebagai penjumlahan titik dan titik,

sedangkan terhadap operasi perkaliannya mempunyai struktur sebagai berikut:

k z k+z
(z AiXi> ' z CIJX] = Z CMX'LL
=0 j=0 §©=0
dengan ¢, = ¥, ;-, ;@ untuk setiap A; € R,a; € M. Himpunan semua

polinomial M[X] bersama dengan operasi penjumlahan dan operasi perkalian
dengan struktur tersebut dikatakan sebagai R[X]-modul polinomial (Varadarajan,

1982).

Berikut ini disajikan contoh dari modul polinomial M[X].

Contoh 2.4.7 Diberikan (Z,+) grup komutatif, dan himpunan (Zs, +,") sebagai
ring. Pada Contoh 2.4.4 diketahui bahwa himpunan Z merupakan Zs-modul

sehingga dapat diabstraksi Z[X] sebagai himpunan semua polinomial atas Z dan
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Z5[X] sebagai himpunan semua polinomial atas Z5. Jika diberikan himpunan Z[X]
yang terhadap operasi penjumlahan didefinisikan sebagai penjumlahan titik dengan
titik, dan terhadap operasi perkaliannya didefinisikan sebagai perkalian konvolusi
dengan struktur:

m n m+n

(z riXi> - z aX | = Z Z ra; | X*

i=0 j=0 p=0 \i+j=p
untuk setiap 7; € Z3, dan a; € Z, maka diperoleh himpunan Z[X] merupakan
Zs[X]-modul polinomial.
Selanjutnya, akan diberikan definisi suatu fungsi yang merupakan homomorfisma

R-modul.

Definisi 2.4.8 Diberikan modul A dan modul B atas ring R serta fungsi 6: A — B.
Fungsi @ disebut homomorfisma R-modul jika untuk setiap a;,a, € Adanr € R
memenuhi:

() 0(ay+4az) = 6(a,)+50(ay)

(i) 6(r-aa1)=r-p06(ar)

(Wahyuni dkk., 2016).

Berikut disajikan contoh fungsi yang merupakan homomorfisma modul atas

sebarang ring R.

Contoh 2.4.9 Diberikan Z dan Z[X] sebagai Z-modul. Fungsi 6: Z — Z[X] dengan

definisi 8(a) = aX3 + a, untuk a € Z merupakan homomorfisma Z-modul. Akan
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ditunjukkan bahwa 6:Z — Z[X] dengan definisi 8(a) = aX® + a, untuk r,u,v €
Z memenuhi:
(i) O(u+v)=W+v)X3+ u+v)
=WX®+vX3)+u+v
=uX3+u+vX3+v
= wX3+uw)+ WX3+v)
=0(u)+06()
(i) O6(r-uw) =@C-wWX3+r-u
=7r-(uXx3+u)
=r-0(u).

Fungsi 6 memenuhi (i) dan (ii), sehingga diperoleh pernyataan
0:7Z - Z[X] dengan definisi 6(a) = aX®+a merupakan homomorfisma

Z-modul.

Pada bagian selanjutnya akan disajikan struktur lain dari modul yang merupakan

perumuman dari R-modul yakni (R, R")-bimodul dan (R, R")-modul.

2.5 (R, R")-Bimodul dan (R, R")-Modul

Apabila diberikan sebarang ring R dan R’, keduanya boleh berbeda, maka dapat
dibentuk struktur aljabar yang memenuhi aksioma R-modul kiri dan R’-modul
kanan secara bersamaan. Struktur aljabar ini merupakan struktur multilinear aljabar
yang mengalami perumuman dengan melibatkan 2 sebarang ring dan dikenal
sebagai struktur (R,R')-bimodul. Suatu grup komutatif M merupakan
(R, R")-bimodul jika M merupakan R-modul kiri, R’-modul kanan, serta memenubhi

sifat kompatibilitas. Berikut ini disajikan definisi lengkap dari bimodul.
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Definisi 2.5.1 Jika diberikan ring sebarang R dan R’, serta grup komutatif (M, +).
Himpunan M dikatakan (R, R")-bimodul jika M memenuhi aksioma R-modul Kiri,
R’-modul kanan dan memenuhi syarat kompatibilitas yaitu untuk setiap
r € R,m € M,danr’ € R’, berlaku r(mr") = (rm)r’(Adkins, 1992).

Untuk memudahkan pemahaman Definisi 2.5.1, berikut disajikan contoh

(R, R")-bimodul.

Contoh 2.5.2 Diberikan himpunan semua bilangan bulat Z. Berdasarkan teori grup
diketahui (Z, +) merupakan grup komutatif. Selain itu, menurut Contoh 2.1.2
dinyatakan bahwa Z merupakan ring komutatif terhadap operasi penjumlahan dan
perrkalian skalar. Menurut Contoh 2.4.3 himpunan Z memenuhi aksioma Z-modul
kiri sekaligus Z-modul kanan. Jika diberikan sebarang a,b,c € Z berlaku
a-(b-c)=a-(bc) =abc=(ab)-c=(a-b)-c maka Z memenuhi syarat
kompatibilitas sehingga diperoleh kesimpulan himpunan 7Z merupakan

(Z, 7.)-bimodul.

Pada bagian berikutnya, akan disajikan suatu himpunan yang merupakan grup
komutatif terhadap operasi penjumlahan dan memenuhi aksioma R-modul Kiri,
R'-modul kanan tetapi sifat kompatibilitasnya tidak terpenuhi. Grup komutatif
dengan sifat demikian masih tergolong istimewa sehingga grup komutatif tersebut
dapat disebut sebagai (R, R")-modul. Berikut ini disajikan secara spesifik definisi

(R, R’)-modul disertai contoh-contohnya.
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Definisi 2.5.3 Diberikan ring (R, +,) dan (R’, +, ), serta grup komutatif (M, +).
Grup komutatif M disebut sebagai (R, R")-modul jika terdapat operasi perkalian
(O *):RXMXR -> M
(O (r, my, 1) > 1O my x 1y

untuk setiapr; r, € R,mqy, m, € M,r;’, 15" € R', dan memenuhi aksioma:

a) O (my+my)*«r =rdmy*r] +r, O my*r|
b) (+r)omyxr =rodmyxr + o my *xr

c) noOmyx(r' +nr)=rom «r +r,om *n,’
d) T (Omyxr) ey = (1) Omyx (o 1y).

(Khumprapussorn, 2012).

Contoh 2.5.4 Diberikan himpunan semua bilangan bulat Z dan himpunan
polinomial Z[X] atas Z. Akan ditunjukkan bahwa Z dan Z[X] merupakan
(Z,7.)-modul terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Diberikan sebarang
a,b,c,d,e, f €, berlaku:

a aoMb+c)xd=abd+acd=a<obxd+a<cx*d

b) (a@a+b)Ocxd=acd+bcd=a<cxd+b<Ocxd

c) aobx(e+f)=abe+abf=a"bxe+adbx*f

d a-(bOcxd)ee=a(bcd)e =abcde =(a-b) Ocx*(dee).

Jadi, diperoleh himpunan Z merupakan (Z,Z)-modul. Selanjutnya, jika

diberikan a, b, c,d € Z dan p(X), q(X) € Z[X] maka berlaku:
3 a<o (PG +qX)*d=a(pX)+q())d
= a(p(X))d + a(q(X))d

=a<>(p(X))*d+a<>(q(X))*d
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b) (pX)+qX)Caxb =(pX))ab+ (q(X))ab
= (pX))Ca*b+(qX)) Gaxb
) a<obx(pX)+qX))=ab(p(X))+ ab(q(X))
=aob*(p(X))+a<b*(qX)
d a GBopX)+d)ee =a(b(p(X))d)e
= ab(p(X))de
= (a-b) & pX) *(d«e).

Dengan demikian, diperoleh himpunan Z[X] merupakan (Z, Z)-modul.

Contoh 2.5.5 Diberikan himpunan semua bilangan bulat Z, himpunan semua
bilangan rasional @, himpunan semua bilangan real R. Akan ditunjukkan bahwa
himpunan R merupakan (Z, Q)-modul terhadap operasi penjumlahan dan perkalian
skalar. Dari Contoh 2.1.2 telah diketahui bahwa (R, +) merupakan grup komutatif,
sedangkan Z dan Q merupakan ring. Himpunan R merupakan Z-modul Kiri dan
@-modul kanan, sehingga untuk menunjukkan R merupakan (Z, Q)-modul cukup
ditunjukkan bahwa untuk setiap z;,z, € Z, q4,q, € Q dan r;, 7, € R memenuhi
empat aksioma (R, R")-modul yaitu:
a) 7210 (r+ 1) *qr =711 g1 + 7113 q4

=201 % 1+ 2,01 % qq
b) (z1+22) O *qu = 211Gy + 214

=101 *xq1 + 201 %y
c) 7,01 % (qq + q2) = 211Gy + 7111,

=201 %q1 + 2,01 % q;

d) Z1 - (2,0 11 % q1) * q2 = 2:(2,1191)q;
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= Z1Z371419>
= (212,)11(q192)
= (21"2;) O 1y % (q1° q2).

Jadi, diperoleh himpunan R merupakan (Z, Q)-modul.

Contoh 2.5.6 Diberikan R dan R’ sebarang ring matriks berukuran 2 x 2 atas ring

R maka R = {[g g] |a,b € R} dan R' = {[Z 8] la,b € R}. Jika diberikan
himpunan matriks diagonal berukuran 2 x 2 yaitu M; = {[Z (C)] |a,b,c € ]R}.

Dapat ditunjukkan bahwa M; merupakan grup komutatif terhadap penjumlahan,
dan memenuhi empat aksioma pada Definisi 2.5.3 sehingga himpunan M; adalah
(R,R")-modul. Namun demikian, M; merupakan R’-modul kanan tetapi bukan
R-modul kiri. Hal ini mengakibatkan bahwa M; bukan merupakan (R, R")-bimodul

(Khumprapussorn, 2012).

Berdasarkan Contoh 2.5.6 diperoleh bahwa jika suatu grup komutatif M merupakan
(R,R")-bimodul maka M juga merupakan (R,R')-modul tetapi tidak berlaku
sebaliknya. Selanjutnya, disajikan mengenai himpunan bagian dari suatu
(R,R")-modul yang juga membentuk (R,R')-modul terhadap operasi perkalian
skalar yang sama dengan operasi perkalian skalar di (R, R")-modul, yang kemudian

disebut sebagai (R, R")-submodul.

Definisi 2.5.7 Diberikan M sebarang (R, R")-modul, dan N adalah suatu himpunan

tak kosong N € M. Himpunan N dikatakan (R, R")-submodul dari M jika terhadap



31

operasi penjumlahan N merupakan subgrup dari M dan untuk setiapr € R,r" € R’

dann € N berlaku r & n *r" € N (Khumprapussorn, 2012).

Untuk mempermudah definisi submodul berikut disajikan sifat-sifat yang berlaku
pada (R, R")-submodul.

Proposisi 2.5.8 Diberikan (R, R")-modul M dan himpunan tak kosong N < M.
Himpunan N merupakan submodul dari (R,R")-modul M jika dan hanya jika
memenuhi sifat:

. a — b € N,untuk setiapa,b € N.

ii. ras € N,untuksetiapr € R,a € N,dans € S.

(Yuwaningsih dkk., 2020).

Contoh 2.5.9 Diberikan himpunan Z sebagai (2Z, 2Z)-modul, dapat ditunjukkan
bahwa himpunan 2Z merupakan (2Z,2Z)-submodul dari Z. Pada teori grup,
diketahui 27Z < Z dan (2Z,+) merupakan subgrup dari (Z,+). Jika diambil
sebarang n;,n,, n; € Z dan 2n4,2n,,2n; € 27, maka diperoleh

2n,; < 2ng * 2n, = 2(4nyngn,) = 2m € 2Z, dengan m = 4nynsn,

Jadi, 2Z merupakan (2Z, 2Z)-submodul dari Z.

2.6 Homomorfisma (R, R")-modul

Telah diketahui bahwa pada pembahasan R-modul terdapat fungsi yang memetakan
dari suatu modul ke modul yang lain. Demikian juga pada (R, R")-modul terdapat
fungsi yang memetakan dari suatu (R,R")-modul M ke (R,R")-modul M’. Jika

fungsi tersebut mengawetkan setiap operasi penjumlahan + pada M pada operasi
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penjumlahan +' pada M’ serta mengawetkan operasi perkalian skalar - pada M pada
operasi skalar -’ pada M’ maka fungsi tersebut dinamakan homomorfisma
(R, R")-modul. Berikut ini disajikan definisi homomorfisma (R, R")-modul sebagai

berikut:

Definisi 2.6.1 Diberikan M dan M’ sebarang (R,R')-modul. Sebuah fungsi
7:M — M’ dikatakan homomorfisma (R,R’)-modul jika untuk setiap r € R,
my, m, € M,dan r' € R, memenuhi:

a) t(my; + my) = 1(my) +' t(my)

b) t(romgxr) =r o 7(my) «' r'

(Yuwaningsih dkk., 2019).

Pada Contoh 2.5.4 telah diketahui bahwa Z dan Z[x] merupakan modul atas (Z, Z),
sehingga antara keduanya dapat dibentuk suatu fungsi yang merupakan

homomorfisma seperti pada contoh berikut ini:

Contoh 2.6.2 Diberikan Z dan Z[X] sebagai (Z,Z)-modul. Fungsi 7:Z — Z[X]
dengan definisi 7(n) =nX3, untuk n €Z merupakan homomorfisma
(Z,7Z)-modul. Kemudian, akan ditunjukkan bahwa 7:Z — Z[x] dengan definisi
7(n) = nx3, untuk ny,n,, n; € Z memenuhi:
(i) (g +ny) = (ny +ny)X3

= (N, X3 + ny,X3)

=n X3 +n,Xx3

=1(ny) + t(n,)

(ii) (g & ny *x ng) =y On, * n3)X3
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=n, On, X3 * ny

=n,< 1(ny) *ns.
Oleh karena fungsi T memenuhi (i) dan (ii), diperoleh 7:Z — Z[X] dengan
7(n) = nX3, merupakan fungsi yang memenuhi aksioma yang berlaku pada
homomorfisma (Z, Z)-modul.
Seperti halnya sifat-sifat yang dimiliki pada R-modul berikut disajikan sifat terkait

homomorfisma (R, R")-modul.

Proposisi 2.6.3 Jika 7: M - M' merupakan homomorfisma (R, R")-modul maka:

a) 7 mengawetkan elemen netral, yakni 7(0,,) = 0y,;
b) T mengawetkan elemen invers dari setiap elemen m € M, yakni t(—m) =
—7(m);

c) Jika H merupakan (R, R")-submodul dari M maka t(H) = {t(h)|h € H}
merupakan (R, R")-submodul dari M’;
d) Jika H' merupakan (R, R")-submodul dari M' maka
Y (H)={h € H|t(h) € H'}
merupakan (R, R")-submodul di M

(Yuwaningsih dkk., 2019).

Pada fungsi 7:M — M’ yang merupakan homomorfisma (R, R")-modul, selain
memetakan elemen 0,, pada M ke 0,,, pada M’, ternyata ada juga elemen lain di
M yang dipetakan ke 0,,, sehingga apabila dibentuk himpunan elemen-elemen di
M yang dipetakan ke 0,,,, akan membentuk definisi baru yang memiliki struktur

yang kemudian dikenal sebagai ker(7).
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Definisi 2.6.4 Diberikan 7: M — M’ merupakan homomorfisma (R, R")-modul M.
Kernel dari 7 atau ker(7) didefinisikan sebagai:
ker(t) = {m € M|t(m) = 0y}

(Yuwaningsih dkk., 2019).

Selain itu, jika diberikan homomorfisma 7: M - M’ maka setiap elemen di M
dipetakan tepat satu ke M’, sehingga dapat dibentuk himpunan hasil peta dari  yaitu

Im(7). Berikut disajikan definisi dari Im(z).

Definisi 2.6.5 Diberikan 7: M — M’ merupakan homomorfisma (R, R")-modul M.
Image dari T atau Im(7) didefinisikan sebagai:
Im(t) ={m' e M'|a3m € M,t(m) = M'}

(Yuwaningsih dkk., 2019).

Dengan memanfaatkan Contoh 2.6.2 yang menyatakan bahwa fungsi yang
memetakan dari Z ke Z[X] dengan t(n) = nX?3 merupakan homomorfisma
(Z,Z)-modul, untuk n € Z, diperoleh
ker(t) = {0}
dan
Im(7) = {nX3 € Z[X]|n € Z}.
Dari Definisi 2.6.4 dan Definisi 2.6.5 dapat ditunjukkan bahwa ker(z) dan Im(7)

merupakan submodul sebagaimana disajikan dalam proposisi sebagai berikut:

Proposisi 2.6.6 Jika 7: M — M’ merupakan homomorfisma (R, R")-modul M maka

(1) Kernel dari 7 atau ker(7) merupakan (R, R")-submodul dari M.
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(2 Image dari T atau Im(7) merupakan (R, R")-submodul dari M'.

(Yuwaningsih dkk., 2019)

Berikut disajikan beberapa jenis homomorfisma (R, R")-modul berdasarkan pada

sifat-sifat injektif, surjektif dan bijektif yang berlaku pada fungsi 7: M —» M'.

Definisi 2.6.7 Diberikan 7: M — M’ merupakan homomorfisma (R, R")-modul M

1) Fungsi t disebut monomorfisma (R, R")-modul M jika t injektif.
(2) Fungsi 7 disebut epimorfisma (R, R")-modul M jika t surjektif.
(3) Fungsi 7 disebut isomorfisma (R, R")-modul M jika 7 bijektif.

(Yuwaningsih dkk., 2019).

Berikut ini disajikan contoh suatu fungsi yang memenuhi Definisi 2.6.7 yaitu fungsi

yang memenubhi sifat injektif, surjektif dan bijektif.

Contoh 2.6.8 Diberikan Z sebagai (27, 2Z)-modul dan fungsi 7: Z — Z dengan
definisi 7(n) = —n, untuk setiap n € Z. Akan ditunjukkan bahwa fungsi 7: Z - Z
merupakan homomorfisma (27Z,27Z)-modul dan memenuhi ketiga jenis
homomorfisma lainnya. Diberikan n,,n, € Z dan a, b € 2Z, berlaku:

a) 1ny+ny)=—-(M+ny)=-n+(—ny) =1t(ny) +1(ny)

b) t@adn,*b)=—(@on,*xb)=a<" —(ny)* b=a<" 7(ny) *'b.
Dari  a) dan b) diperoleh bahwa fungsi 7 merupakan homomorfisma

(2Z, 27Z)-modul.
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c) Jika diambil t(n,),7(n,) € Z dengan asumsi t(n,) = 7(n,) yang artinya
—n, = —n, atau dengan kata lain n;, = n, maka diperoleh pernyataan bahwa
T memenuhi sifat injektif atau T merupakan monomorfisma (27, 2Z)-modul.
d)  Untuk setiap n, € Z, terdapat —n, € Z, sehingga dapat dinyatakan
n, = —(—ny) = —1(—ny).
Pernyataan ini membuktikan bahwa fungsi T memenubhi sifat surjektif atau t
merupakan epimorfisma (27, 2Z)-modul.
Dari hasil ¢) dan d) diperoleh kesimpulan bahwa T merupakan homomorfisma yang
injektif dan surjektif atau dengan kata lain 7 merupakan isomorfisma
(2Z, 27Z)-modul.
Pada struktur R-modul jika : M - M’ merupakan homomorfisma R-modul maka
terdapat hubungan antara Im(t), ker(z) dan modul faktor M/ker(z). Hal ini
analog pada (R, R")-modul. Berikut disajikan hubungan Im(7), ker(z) dan modul

faktor M /ker(t) dalam beberapa teorema berikut:

Teorema 2.6.9 Diberikan modul M dan M’ atas ring (R,R’). Jika :M - M’

merupakan homomorfisma maka M /ker(t) = Im(7) (Yuwaningsih dkk., 2019).

Teorema tersebut dapat digunakan untuk menunjukkan sifat berikut:

Teorema 2.6.10 Diberikan modul M dan M’ atas ring (R,R"). Jika N dan P
merupakan (R, R")-submodul dari M maka berlaku:
(N+P)/P=N/(NnP)

(Yuwaningsih dkk., 2019).

Selain itu, Teorema 2.6.9 juga dapat digunakan untuk menunjukkan sifat berikut:
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Teorema 2.6.11 Diberikan modul M dan M’ atas ring (R,R"). Jika N dan P
merupakan (R, R")-submodul dari M dengan P € N maka berlaku:
(M/P)/ (N/P) = M/N

(Yuwaningsih dkk., 2019).
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I11.  METODE PENELITIAN

3.1  Tempat dan Waktu Penelitian

Lokasi penelitian adalah di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan limu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung dan waktu penelitian di mulai Maret
2022,

3.2 Alat dan Bahan

Bahan untuk menulis adalah buku-buku referensi dan jurnal-jurnal ilmiah yang

menunjang.

3.3  Langkah - Langkah Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dengan langkah-langkah

sebagai berikut:

1. Studi literatur (buku-buku, jurnal ilmiah dan artikel) yang berhubungan
dengan penelitian ini.

2. Mempelajari definisi dan teorema-teorema yang berkaitan pada masalah
penelitian.

Secara umum tahapan yang digunakan peneliti untuk mencapai tujuan penelitian

diuraikan dengan langkah-langkah berikut:

1. mempelajari struktur ring semigrup R[S];
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2. mempelajari struktur (R, R")-bimodul dan (R, R")-modul;

3. mempelajari struktur dan jenis-jenis homomorfisma pada (R, R’)-modul;
4, mengkonstuksi R[S]-modul semigrup;

5. mengkonstruksi (R[S], R'[S])-modul semigrup;

6. mengkonstruksi homomorfisma pada (R[S], R'[S])-modul semigrup;

7. menentukan jenis-jenis homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup.

Tahapan-tahapan penelitian diberikan diagram berikutalur penelitian:

Mempelajari
Konzep Ring
(Hungerford,

Mempelajari konsep
Ring Polinomial
(Malilke, DS, 1997)

1982) :

Mempelajari Modul

Mempelajari Grup R
olinomial M[J

lkomutatif M

Sebagai R-Modul
{Wahyuni, 2016)

zebagai R[X]-Modul
(Varadarajan, 1982)




76

V. SIMPULAN DAN SARAN

51 Simpulan

Dalam penelitian ini telah dibentuk himpunan
MI[S] = {u: S > M|supp(u) berhingga}
dengan M sebagai R-modul dan S sebagai semigrup. Jika diberikan ring semigrup
R[S] bersama operasi o:R[S] X M[S] - M[S] vyang terhadap operasi
penjumlahannya didefinisikan sebagai penjumlahan titik dengan titik, sedangkan
terhadap operasi perkaliannya mempunyai struktur tertentu dan bersifat konvolusi
maka M[S] merupakan modul semigrup. Himpunan (M|[S], +) dalam penelitian ini
merupakan grup komutatif. Selanjutnya, diberikan sebarang ring semigrup
R[S], R'[S], grup komutatif M[S] dengan M sebagai (R, R")-modul dan dibentuk
(o, #):R[S] X N[S] X R'[S] —» N[S]

maka M|[S] dapat diperluas strukturnya menjadi (R[S], R'[S])-modul semigrup.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa M[S] memenuhi aksioma modul. Selain itu,
penelitian ini juga menyelidiki syarat perlu dan cukup agar fungsi ¢: M[S] - M'[S]
dapat memenuhi sifat-sifat homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup.
Akhirnya, diperoleh konstruksi homomorfisma pada (R[S], R'[S])-modul semigrup
sekaligus jenis-jenis homomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup, yang meliputi

monomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup, epimorfisma (R[S], R'[S])-modul
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semigrup dan isomorfisma (R[S], R'[S])-modul semigrup. Adapun pada bagian
akhir penyelidikan pada penelitian ini ditutup oleh beberapa proposisi
homomorfisma dan dikonstruksi berdasarkan teorema fundamental isomorfisma
(R[S], R'[ST)-modul semigrup. Dalam proposisi tersebut terdapat hubungan antara

Im(¢), ker(¢) dan modul faktor semigrup M[S]/N|[S].

5.2 Saran

Untuk penelitian lebih lanjut, konstruksi modul semigrup M[S] atas ring semigrup
(R[S], R'[S]) masih memungkinkan untuk diperluas kajiannya pada syarat perlu
dan cukup barisan eksak pada M[S] sebagai (R[S], R'[S])-modul semigrup. Selain
itu kajiannya dapat diperluas pada konsep modul bebas semigrup dan modul

proyektif semingrup atas (R[S], R'[S]).
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