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ABSTRACT 

 

 

THE NUMBER OF DISCONNECTED GRAPHS LABELED VERTICES OF 

ORDER SIX WITHOUT LOOPS AND CONTAINING  EVEN NUMBER OF 

PAIR OF VERTICES CONNECTED BY PARALEL EDGES 

 

By 

 

ISTIQOMAH 

 

A graph G is said to be a connected graph if for every two distinct vertices on 

the graph there is a path connecting them. Otherwise, G is disconnected. An 

edge that has the same start and end  vertex is called a loop, while a parallel 

edges is two or more edges that connect the same pair of vertices. If n vertices 
and m edges are given and each vertex is labeled, many graphs will be formed. 

In this research, the formula to determine the number of disconnected vertex 

labeled graph order six without loop and containing an even number of pair of 

vertices connected by paralel edges will be discussed. 
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ABSTRAK 

 

 

BANYAKNYA GRAF TAK TERHUBUNG BERLABEL TITIK BERORDE ENAM 

TANPA LOOP DAN MEMUAT SEJUMLAH GENAP PASANGAN TITIK  

YANG DIHUBUNGKAN OLEH GARIS PARALEL 

 

Oleh 

ISTIQOMAH 

 

Suatu graf G dikatakan graf terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda 

pada graf tersebut terdapat lintasan yang menghubungkannya. Jika tidak ada 

lintasan yang menghubungkan, maka G dikatakan graf tak terhubung. Suatu garis 

yang titik awal dan titik akhirnya sama disebut loop, sedangkan garis paralel 

adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan pasangan titik yang sama. Jika 

diberikan n titik dan m garis serta setiap titik diberi label maka akan banyak graf 

yang terbentuk. Pada penelitian ini akan didiskusikan rumus untuk menentukan 

banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde enam tanpa loop dan memuat 

sejumlah genap pasangan titik yang dihubungkan oleh garis paralel. 

 

Kata kunci: graf, graf tak terhubung, loop, garis paralel 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah  

 

Secara umum teori graf merupakan suatu diagram yang memuat informasi 

tertentu yang bertujuan untuk membantu objek-objek tertentu agar lebih mudah 

dipahami, misalnya pada beberapa permasalahan di lingkungan sekitar kita yang 

dapat diselesaikan dengan menggunakan teori graf antara lain; silsilah keluarga, 

struktur organisasi, pemodelan distribusi pemasaran, rangkaian listrik, rangkaian 

aliran air pam dan lain- lain. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-

objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut, yaitu dengan 

menyatakan objek tersebut sebagai titik  dan hubungan antara objek sebagai 

garis. 

 

Konsep teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonard Euler pada tahun  

1736, ketika menyelesaikan permasalahan jembatan Konigsberg, Kaliningrad, 

Rusia. Di kota tersebut terdapat sungai Pregal yang membelah kota menjadi 

empat daratan yang terpisah. Daratan tersebut dihubungkan oleh tujuh jembatan. 

Warga kota tersebut ingin melewati setiap jembatan tepat satu kali dan kembali 

lagi ke tempat awal. Euler menyatakan dengan permodelan tertentu bahwa hal 

tersebut tidak mungkin terjadi. Hal tersebut dapat terjadi jika banyaknya 

jembatan berjumlah genap. Bentuk permodelan tersebut yang kemudian menjadi 

latar belakang munculnya konsep teori graf yang ada saat ini.  

 

Pada tahun 2016 Wamiliana dkk. melakukan penelitian untuk menentukan 

banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde lima tanpa garis paralel. 
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Selanjutnya, Amanto dkk. pada tahun 2017 memberikan rumus untuk 

menentukan banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde maksimal 

empat. Pada tahun 2018, Amanto dkk. memberikan rumus untuk menghitung 

graf tak terhubung berlabel titik berorde lima dengan maksimum enam sisi 3-

paralel tanpa loop. Wamiliana dkk. pada tahun 2019 memberikan rumus untuk 

menghitung banyaknya graf berlabel titik berorde lima dengan maksimal lima 

garis paralel tanpa loop. Pada penelitian ini, penulis tertarik untuk melanjutkan 

penelitian menentukan banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde enam 

tanpa loop dan memuat sejumlah genap pasangan titik yang dihubungkan oleh 

garis paralel. 

 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan banyaknya graf tak terhubung 

berlabel titik berorde enam tanpa loop dan memuat garis paralel yang 

menghubungkan pasangan titik berbeda sejumlah genap. 

 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian  

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah: 

1. menambah pengetahuan tentang teori graf terutama graf tak terhubung 

dengan garis paralel; 

2. sebagai rujukan bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya yang 

berkaitan dengan graf tak terhubung. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

Pada bab ini akan diberikan beberapa konsep dasar teori graf, teknik pencacahan 

serta barisan aritmatika orde tinggi yang berkaitan dengan penelitian yang akan 

dilakukan. 

 

2.1 Konsep Dasar Teori Graf 

 

Istilah-istilah dan definisi yang digunakan pada subbab ini merujuk dari Deo 

(1989). Graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸) didefinisikan sebagai pasangan terurut suatu  

himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) =  {𝑣1, 𝑣2, … } merupakan himpunan 

titik, 𝑉(𝐺) ≠  ∅  dan   𝐸(𝐺) =  {𝑒1, 𝑒2, … }  merupakan himpunan garis  dari   

pasangan tak terurut titik-titik di 𝑉(𝐺).  

v1 v2

v3

v4v5

e1

e2

e6

e3

e4
e5

e7

 

Gambar 2. 1 Graf dengan 5 titik dan 7 sisi 

 

Suatu garis yang titik awal dan titik akhirnya sama disebut loop, sedangkan garis 

paralel adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan titik- titik yang sama. 

Graf sederhana adalah graf yang tidak memuat loop atau garis paralel, 

sedangkan jika memuat loop atau garis paralel, maka disebut graf tak sederhana. 
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v1

v2

v4

v5

v3

e2

e3
e4

e5

e1

 

(a)                                              (b) 

Gambar 2. 2 (a) Graf dengan paralel (b) Graf dengan loop 

 

Pada Gambar 2.2 dapat dilihat bahwa pada Gambar 2.2 (a) merupakan contoh 

graf dengan garis paralel 𝑒1dan 𝑒2 , sedangkan pada gambar 2.2 (b) merupakan 

graf  dengan  loop 𝑒5. 

 

Misalkan 𝑣𝑗  merupakan titik ujung sisi 𝑒𝑗  pada suatu graf G, 𝑣𝑗 dan 𝑒𝑗 dikatakan 

menempel satu sama lain. Dua garis tak paralel dikatakan bertetangga jika 

keduanya menempel pada suatu titik yang sama. Dua titik dikatakan bertetangga 

jika terdapat garis yang menghubungkan keduanya. 

                       

v1

v2 v3

a

b

        

v1 v2

v3v4

e2

e6

e3

e4

e5 e7

         

Gambar 2. 3 (a) Graf sederhana (b) Graf tidak sederhana 

 

Pada Gambar 2.3 (a) garis a menempel pada titik 𝑣1 dan titik 𝑣2, dan garis b 

menempel pada titik 𝑣2  dan 𝑣3. Titik 𝑣1  bertetangga dengan titik 𝑣2, titik 𝑣2  

bertetangga dengan 𝑣1   dan 𝑣3, serta titik 𝑣3  bertetangga dengan 𝑣2.  
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Walk adalah barisan berhingga dari suatu titik dan garis yang dimulai dan 

diakhiri dengan titik, sedemikian sehingga setiap garis menempel pada titik 

sebelum dan sesudahnya. Walk yang melewati titik yang berbeda-beda disebut 

sebagai path (lintasan). Path  yang berawal dan berakhir pada titik yang sama 

disebut cycle.  

 

Derajat dari suatu titik 𝑣 pada graf G dinotasikan deg(v), adalah banyaknya garis 

yang menempel pada titik 𝑣 dengan loop terhitung dua. Untuk contoh dapat 

dilihat pada Gambar 2.4  bahwa deg(𝑣1) = 2, deg(𝑣2) = 2, dan deg(𝑣3) = 3. 

 

v1

v2

v3

v4

v5

 

Gambar 2.4 𝑣4 merupakan titik terasing dan 𝑣5 merupakan daun 

 

Titik terasing merupakan titik yang memiliki derajat nol, sedangkan daun adalah 

titik yang memiliki derajat satu. 

 

Dua graf dikatakan isomorfik jika keduanya memiliki ciri-ciri yang sama pada 

istilah dalam teori graf. Dua graf G dan G’ dikatakan isomorfik jika ada 

korespondensi 1-1 antara garis pada kedua graf tersebut dan antara titik 

keduanya sehingga jika garis e bersisian dengan titik u dan v pada G maka garis 

e’ pada G’ juga bersisian dengan titik u’ dan v’. Dua graf isomorfik harus 

memiliki : 

1. Banyaknya titik yang sama. 

2. Banyaknya garis yang sama. 

3. Titik-titik yang berkorespondensi mempunyai derajat yang sama 

Perlu diperhatikan bahwa dua graf yang mempunyai sifat 1 sampai dengan 3, 

belum tentu kedua graf tersebut isomorfik. 
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v1 v2 v3

v4 v5 v6

      

v1 v2

v3

v4v5

v6

 

Gambar 2. 5 Contoh graf yang saling isomorfik 

 

Suatu graf dikatakan graf terhubung jika untuk setiap dua titik yang berbeda 

pada graf tersebut terdapat lintasan yang menghubungkannya. Jika tidak ada 

lintasan yang menghubungkan, maka G dikatakan graf tak terhubung. 

 

                   
v2

v3

v1

   
v2

v3

v1

 

Graf terhubung                     Graf tak terhubung 

Gambar 2. 6 Contoh graf terhubung dan graf tak terhubung 

 

 

2.2 Konsep Dasar Teknik Pencacahan 

 

Permutasi r objek dari n objek adalah suatu urutan r objek yang diambil dari n 

objek yang berbeda yang dapat dibentuk. Secara umum, permutasi r objek dari n 

buah objek dapat dihitung dengan persamaan : 

𝑃(𝑛, 𝑟) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
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Jika r = n, maka persamaan menjadi : 

𝑃(𝑛, 𝑟) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
=

𝑛!

(𝑛 − 𝑛)!
=

𝑛!

0!
= 𝑛! 

𝑃(𝑛, 𝑛) sering disebut permutasi n objek karena permutasi tersebut menyusun 

keseluruhan objek yang ada (Siang, 2002) 

 

Misalkan himpunan 𝑆 memiliki |𝑆| = 𝑛 elemen. Banyaknya himpunan bagian  

terdiri dari 𝑟 (𝑟 ≤  𝑛) disebut kombinasi n objek yang diambil sebanyak r objek 

sekaligus. Simbolnya adalah (
𝑛
𝑟
) atau 𝐶(𝑛, 𝑟) atau1𝑛𝐶𝑟 Banyaknya kombinasi 

yang dimaksud dapat dinyatakan dalam persamaan : 

 (
𝑛
𝑟
) =

𝑛!

𝑟! (𝑛 − 𝑟)!
 

Dalam himpunan bagian yang dipilih, urutan kemunculan anggotanya tidaklah 

diperhatikan. Hal yang diperhatikan adalah objek yang muncul (Siang, 2002). 

 

Cramer’s Rule memberikan rumus untuk solusi dari sistem linear tertentu 

dengan 𝑛 persamaan 𝑛 faktor yang tidak diketahui (Anton dan Rorres, 2005). 

Jika 𝐴𝑥 = 𝑏 adalah suatu sistem dari 𝑛 persamaan linear dengan 𝑛 faktor yang 

tidak diketahui sedemikian rupa sehingga det(𝐴) ≠ 0, maka sistem ini memiliki 

solusi yang unik. Solusinya adalah 

 

𝑋1 =
det(𝐴1)

det(𝐴)
, 𝑋2 =

det(𝐴2)

det(𝐴)
 , …… , 𝑋𝑛 =

det(𝐴𝑛)

det(𝐴)
 

 

 𝐴𝑗 adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri pada kolom ke-𝑗 

dari 𝐴 dengan entri-entri pada matriks 𝑏 =  [

𝑏1

𝑏2

…
𝑏3

⁠], dengan 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 
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2.3 Barisan Aritmatika Orde Tinggi 

 

Berdasarkan Imail (2014) menyatakan bahwa, barisan aritmatika adalah suatu 

barisan dengan selisih antara dua suku yang berurutan selalu tetap. Secara umum 

barisan bilangan dapat dinyatakan sebagai (𝑎𝑛) =  𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛 dan 

𝑎𝑛 merupakan suku ke-n. 

 

Beda adalah selisih dari suku sesudah dan suku  sebelumnya, seperti 𝑎3 − 𝑎2,

𝑎2 − 𝑎1 dan seterusnya 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1. 

 

Barisan aritmatika tingkat ke-n adalah sebuah barisan yang memiliki selisih 

yang sama untuk setiap suku berurutannya setelah n tingkatan. Bentuk umum 

suatu barisan aritmatika tingkat dua 

 

𝑎𝑛 = 𝑐1 + 𝑐2𝑛 + 𝑐3𝑛
2  

 

Rumus suku ke-n dari suatu barisan aritmatika tingkat dua ditentukan oleh 𝑐1, 𝑐2, 

𝑐3 melalui substitusi suku pertama, kedua, dan ketiga ke pola umum (𝑎𝑛). 

Bentuk umum suatu barisan aritmetika tingkat tiga 

 

𝑎𝑛 = 𝑐1 + 𝑐2𝑛 + 𝑐3𝑛
2 + 𝑐4𝑛

3 

 

Rumus suku ke-n dari suatu barisan aritmatika tingkat tiga ditentukan oleh 𝑐1, 

𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 melalui substitusi suku pertama, kedua, ketiga, dan keempat ke pola 

umum (𝑎𝑛). Sehingga bentuk umum untuk barisan aritmatika suku ke-n yaitu 

𝑎𝑛 = 𝑐1 + 𝑐2𝑛 + 𝑐3𝑛
2 + 𝑐4𝑛

3 + ⋯+ 𝑐𝑚𝑛𝑟 

dengan, 

𝑎𝑛= banyaknya suku ke-n 

𝑐𝑚= suku ke-m, untuk m = 1,2,3 … 

 

 

 



9  

 

 

 

III. METODE PENELITIAN 

 

 

 

3.1 Penelitian yang Telah Dilakukan Berkaitan dengan Perhitungan Graf 

a) Penelitian dari Agnarsson dan Raymon (2007) 

Diberikan  𝑚, 𝑛 0 ≤ 𝑚 ≥ (
𝑛
2
) ,𝑚, 𝑛 ∈ ℕ 

1. Graf 𝑔𝑛 merupakan graf sederhana dengan n titik. Banyaknya graf 

𝑔𝑛  adalah 𝑔𝑛 = 22
𝑛 

2. Graf 𝑔𝑛(𝑚) merupakan graf sederhana dengan n titik dan m garis.  

Banyaknya graf 𝑔𝑛(𝑚) adalah 𝑔𝑛(𝑚) = ((
𝑛
2
)

𝑚
) 

 

b) Penelitian yang dilakukan oleh Wamiliana dkk. (2016) terkait 

graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan 𝑛 = 5 

dan 𝑚 ≥ 1 dapat dirumuskan secara umum, yaitu: 

𝑁(𝐺5.𝑚
′ ) = 𝑁(𝐺5.𝑚

′ ) + ∑ 𝑁(

6

𝑔=1

𝐺5.𝑚
′ ) 

      = (
𝑚 + 4

𝑚
) + 𝑁(𝐺5.𝑚,1

′ ) + 𝑁(𝐺5.𝑚,2
′ )+ 𝑁(𝐺5.𝑚,3

′ ) +

𝑁(𝐺5.𝑚,4
′ ) + 𝑁(𝐺5.𝑚,5

′ ) + 𝑁(𝐺5.𝑚,6
′ ) 

 = (
𝑚 + 4

𝑚
) + 10 (

𝑚 + 3
𝑚

) + 45 (
𝑚 + 2

𝑚
) + 120 (

𝑚 + 1
𝑚

) +

85 (
𝑚
𝑚

) + 30 (
𝑚 − 1

𝑚
) + 5(

𝑚 − 2
𝑚

) 

dengan: 

𝑁(𝐺5.𝑚
′ ) = Jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk 

𝑛 = 5 dan 𝑚 = 1. 
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c) Penelitian yang dilakukan oleh Wamiliana dkk. (2019) memberikan 

rumus untuk menghitung banyaknya graf berlabel titik berorde lima 

denganmaksimal lima garis paralel dan tanpa loop. 

 
 

3.2 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian dilaksanakan pada tahun ajaran 2021/2022 di Jurusan Matematika 

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung.  

 

 

3.3 Metode Penelitian 

 

Adapun langkah – langkah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut: 

1. Mengumpulkan bahan literatur serta studi pustaka yang berhubungan 

dengan graf. 

2. Menggambar graf tak terhubung berlabel titik berorde enam tanpa loop dan 

memuat garis paralel yang menghubungkan pasangan titik berbeda sejumlah 

genap dengan n adalah banyaknya titik dan m adalah banyaknya garis. 

3. Mengelompokkan graf tak terhubung untuk n titik dan m garis yang sama 

berdasarkan 𝑡. 

4. Menghitung jumlah graf tak terhubung untuk setiap n titik dan m garis. 

5. Menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya graf yang dapat dibentuk 

dari n titik dan m garis. 

6. Menentukan rumus secara umum untuk menghitung jumlah graf tak 

terhubung berlabel titik berorde enam tanpa loop dan memuat garis paralel 

yang menghubungkan pasangan titik berbeda sejumlah genap dengan n 

adalah banyaknya titik dan m adalah banyaknya garis untuk n titik dan m 

garis. 

7. Membuktikan rumus yang terbentuk. 

8. Menarik kesimpulan. 
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V.   KESIMPULAN 

 

 

 

5.1. Kesimpulan   

 

Berdasarkan hasil observasi dari graf tak terhubung berlabel titik berorde enam 

tanpa loop dan memuat banyaknya garis paralel yang berbeda adalah genap, 

maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 2, dan  𝑚 ≥ 3 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,2
𝑑 )

𝑃𝑒
 = 105 × 𝐶1

(𝑚−3 )
 

 

2. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 3 , dan  𝑚 ≥ 4 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,3
𝑑 )

𝑃𝑒
 = 1365 × 𝐶1

(𝑚−4 )
 

 

3. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 4, dan  𝑚 ≥ 5 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,4
𝑑 )

𝑃𝑒
 =  1365 × 𝐶3

(𝑚−5 )
+ 36 

 

4. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 5, dan  𝑚 ≥ 6 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,5
𝑑 )

𝑃𝑒
=  509 × 𝐶2

(𝑚−6)
+ 63 𝐶1

(6𝑚−1)
− 5 

 

5. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 6, dan  𝑚 ≥ 7 diperoleh rumus:  

𝑁(𝐺6,𝑚,6
𝑑 )

𝑃𝑒
 

 

= 1285 × (𝐶5
(𝑚−3)

−4𝐶4
(𝑚−4)

+ 21𝐶3
(𝑚−5)

− 34𝐶2
(𝑚−6)

+ 31𝐶1
(𝑚−7)

) 

6. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 7, dan  𝑚 ≥ 8 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,7
𝑑 )

𝑃𝑒
 = 3885 × (𝐶5

(𝑚−3)
−5𝐶4

(𝑚−4)
+ 15𝐶3

(𝑚−5)
− 25𝐶2

(𝑚−6)
 + 23𝐶1

(𝑚−7)
− 9)  
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7. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 8, dan  𝑚 ≥ 9 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,8
′ ) 

 
= 210 × ( 281𝐶7

(𝑚−2)
−2487𝐶6

(𝑚−3)
+ 9769𝐶5

(𝑚−4)
  

   −22255𝐶4
(𝑚−5)

+ 32305𝐶3
(𝑚−6)

− 30751𝐶2
(𝑚−7)

 

 

 

 

 +18865𝐶1
(𝑚−8)

− 6847 

8. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 9, dan  𝑚 ≥ 10 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,9
′ ) 

 
=   540 × (𝐶7

(𝑚−3)
−7𝐶6

(𝑚−4)
+

91

3
 𝐶5

(𝑚−5)
−

245

3
𝐶4

(𝑚−6)
  

 
+

4361

30
𝐶3

(𝑚−7)
−

1981

15
𝐶3

(𝑚−7)
+

37687

180
𝐶1

(𝑚−9)
−

20431

60
 

 +256) 
 

9. Untuk 𝑛 = 6;  𝑡 = 10, dan  𝑚 ≥ 11 diperoleh rumus: 

𝑁(𝐺6,𝑚,10
′ ) =   6 × (𝐶8

(𝑚−3)
+36𝐶7

(𝑚−4)
− 279𝐶6

(𝑚−5)
+ 1071𝐶5

(𝑚−6)
 

                −2499𝐶4
(𝑚−7)

+ 3759𝐶3
(𝑚−8)

− 3591𝐶2
(𝑚−9)

 

                 +2004𝐶1
(𝑚−10)

− 501)  

dengan: 

(𝐺𝑛,𝑚,𝑡
𝑑 )

𝑃𝑒
           = Graf tak terhubung orde n berlabel titik dengan m garis 

dan t adalah banyaknya garis yang menghubungkan 

pasangan titik yang berbeda. 

 

𝑁(𝐺𝑛,𝑚,𝑡
𝑑 )

𝑃𝑒
       = Banyaknya 𝐺𝑛,𝑚,𝑡

′  tanpa loop dan memuat sejumlah 

genap pasangan titik yang dihubungkan oleh garis 

paralel.
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