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ABSTRACT 

STRESS ANALYSIS ON FUNCTIONALLY GRADED MATERIAL (FGM) 

CYLINDER TUBE 

 

By 

ADAM WISNU MURTI 

 Obtaining a material with good mechanical properties in various aspects is 

difficult, but it can be obtained by engineering the composition of the material. 

Functionally graded material (FGM) is a special composite material that generally 

consists of two or more materials and its microstructure changes from one 

continuous material to another with a certain gradient. This study contains a revisit 

of the reference equation used and an update of the equation to calculate the 

distribution of radial and hoop stress on cylindrical FGM. This study uses the power 

function in determining the character of the material inhomogeneity and applies 

internal pressure that meets axisymmetric conditions. Previous researchers have 

formulated an analytical equation for the radial distribution and hoop stress that is 

valid for the value of the inhomogeneity constant (β) = 1. In this study, the 

development of a valid similar analytical equation was carried out for the more 

general value of (-2,-1,0, 1,2). The equations proposed in this study were further 

validated by numerical simulation (FEM) and experimental studies by previous 

researchers. Meanwhile, good agreement have been obtained on the proposed 

analytical equation which has an error value of less than 2.77% when compared to 

numerical simulation (FEM). A comparison of the proposed analytical equation 

with the results of experimental studies by previous researchers found a very close 

trend, so it can be concluded that the proposed analytical equation in this study can 

be trusted for its validity and can be used in real conditions. 
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ABSTRAK 

ANALISIS TEGANGAN PADA TABUNG SILINDER FUNCTIONALLY 

GRADED MATERIAL (FGM)  

 

Oleh 

ADAM WISNU MURTI 

 Mendapatkan material dengan sifat mekanik yang baik dalam berbagai 

aspek merupakan sesuatu yang sulit, namun bisa didapatkan dengan rekayasa 

komposisi materialnya. Functionally graded material (FGM) adalah material 

komposit khusus yang umumnya terdiri dari dua atau lebih material dan struktur 

mikronya berubah dari satu bahan kontinyu ke bahan lainnya dengan gradien 

tertentu. Penelitian ini berisi peninjauan kembali pada persamaan referensi yang 

digunakan serta pembaruan persamaan untuk menghitung distribusi radial dan 

hoop stress pada cylindrical FGM. Penelitian ini menggunakan fungsi pangkat 

dalam menentukan karakter ketidakhomogenan material dan menerapkan kondisi 

pembebanan internal pressure yang memenuhi axisymmetric. Peneliti terdahulu 

telah merumuskan persamaan analitik untuk distribusi radial dan hoop stress yang 

valid untuk nilai konstanta ketidakhomogenan (β) = 1. Pada penelitian ini, 

pengembangan persamaan analitik sejenis yang valid dilakukan untuk nilai β yang 

lebih umum (-2,-1,0,1,2). Persamaan yang diusulkan pada penelitian ini selanjutnya 

divalidasi dengan simulasi numerik (FEM) dan studi eksperimen oleh peneliti 

sebelumnya. Adapun, hasil yang baik telah didapatkan pada usulan persamaan 

analitik yang memiliki nilai error lebih kecil dari 2,77% jika dibandingkan dengan 

simulasi numerik (FEM). Komparasi usulan persamaan analitik dengan hasil studi 

eksperimen peneliti sebelumnya didapatkan tren yang sangat mendekati, sehingga 

dapat disimpulkan usulan persamaan analitik pada penelitian ini dapat dipercaya 

keabsahannya dan dapat digunakan pada kondisi nyata. 

 

Kata Kunci: FGM, Cylindrical, Axisymmetric, Radial stress, Hoop stress 
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I. PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

 

 Kebutuhan akan material komposit semakin meningkat seiring dengan 

kemajuannya dalam memenuhi kebutuhan, khususnya pada bidang industri. Hal 

tersebut karena material komposit memiliki keunggulan dalam berbagai hal, salah 

satunya dari sifat mekanik yang dimiliki material tersebut. Dalam penggunaanya, 

menentukan material yang sempurna dalam berbagai aspek sangat tidak mungkin 

didapatkan. Sebagai contoh, saat membutuhkan material yang kuat, tahan korosi, 

dan juga tahan panas sulit didapatkan secara sempurna dari sebuah material 

homogen. Sifat-sifat tersebut dapat diperoleh dengan lebih baik jika memadukan 

berbagai material sehingga menjadi sebuah material tidak homogen yang memiliki 

kelebihan dalam tujuan tertentu, salah satunya adalah functionally graded material 

(FGM).  

 

 Functionally graded material (FGM) adalah material komposit khusus yang 

umumnya terdiri dari dua atau lebih material dan struktur mikronya berubah dari 

satu bahan kontinyu ke bahan lainnya dengan gradien tertentu. Jadi, sifat FGM yang 

termasuk young’s modulus, shear modulus, dan density berubah dalam rentang 

ukuran tertentu (Zhong and Yu, 2007 dan Li, 2008). Konsep FGM pertama kali 

muncul pada tahun 1984 dari sekelompok ilmuan Jepang selama mengerjakan 

proyek ruang angkasa di Japan National Aerospace Laboratorium (Niino et. al., 
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1984), dan disempurnakan konsepnya terus menerus (Yamanouchi et. al., 1990 dan 

Koizumu, 1993). Banyak kelebihan dari penggunaan FGM seperti mengurangi 

intensity factor, in-plane dan lateral stress, dan meningkatkan distribusi residual 

stress, serta meningkatkan thermal performance (Chu and Dui, 2018). Fenomena 

FGM dapat ditemui di sekitar kita (alam), contohnya seperti bambu dan juga tulang 

manusia seperti pada Gambar 1. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 1. FGM yang ada di alam, (a) bambu, (b) tulang 

 

  Telah banyak penelitian dalam menentukan solusi analitik terhadap respon 

mekanik struktur FGM. Dalam penelitian teoritik sering diasumsikan bahwa 

modulus Young’s berubah dengan koordinat spasial dalam bentuk beberapa fungsi 

khusus. Banyak penelitian juga yang telah mempelajari solusi analitik untuk 

struktur FGM dengan mengubah sifat material di sepanjang arah ketebalan, 

contohnya pada penelitian Pradhan dan Chakraverty (2013) yang mempelajari 

terkait getaran bebas pada FGM beam dengan kondisi batas yang beragam. 

Penelitian oleh Kang dan Li (2010) yang menganalisis deformasi pada nonlinear 

cantilever FGM beam dan menurunkan pernyataan eksplisit dari defleksi dan rotasi 

untuk FGM beam yang mengalami end-bending moment dan pengaruh distribusi 

gradien modulus Young’s dan juga parameter nonliniear pada defleksi FGM beam. 

Dengan menggunakan metode superposisi menurunkan solusi analitik dari 

orthotropic FGM beam (Jiang & Ding, 2005). 

(a) (b) 
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 Namun FGM lebih sering dan cocok digunakan pada geometri cylindrical, 

seperti diaplikasikan pada pressure vessel dan juga pipa khusus. Penelitian FGM 

pada geometri cylindrical ini juga telah dilakukan oleh beberapa peneliti, seperti 

pada penelitian Jabbari et al. (2007) yang mempelajari solusi dari steady two-

dimensional axisymmetric mechanical and thermal stress pada FGM hollow 

cylinder. Li et al. (2009) juga mempelajari metode tentang persamaan integral baru 

yang sederhana dan efektif pada axisymmetric FGM dengan perubahan arbitrary 

gradient sehingga menjadi penyelesaian persamaan integral. Namun, sedikit 

penelitian yang telah dilakukan terkait stress pada cylindrical FGM. Tutuncu dan 

Ozturk (2001) mempelajari spherical dan cylindrical FGM dengan perubahan 

modulus Young yang memenuhi fungsi pangkat sepanjang ketebalan dan 

mendapatkan solusi analitik (exact solution) untuk radial dan hoop stress. 

 

 Penelitian terkait solusi eksak pada cylindrical FGM masih terbatas dan 

memiliki potensi untuk dikembangkan lebih lanjut. Pada penelitian tersebut

( )r oE E r  digunakan fungsi pangkat dalam mengkarakteristik ketidakhomogenan 

modulus Young FGM. nilai   pada fungsi pangkat tersebut adalah konstanta 

ketidakhomogenan. Penelitian ini bertujuan menggembangkan persamaan analitk 

untuk distribusi radial dan hoop stress pada bagian cylindrical. Pengembangan 

pada penelitian ini adalah merevisi persamaan yang digunakan oleh penelitian 

Tutuncu dan Oztruk (2001). Hal tersebut dilakukan karena terdapat indikasi 

kesalahan pada penelitian Tutuncu dan Oztruk (2001). Indikasi kesalahan tersebut 

terdapat pada persamaan distribusi hoop stress yang tidak akurat. Pembuktian 

indikasi tersebut yang akan dibahas pada penelitian ini. 
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 Penelitian ini menggunakan simulasi numerik (FEM) dengan software 

ANSYS APDL. Penggunaan simulasi numerik ini mengasumsikan FGM memiliki 

kondisi batas yang dapat dianalisis secara axisymmetric. Pada kondisi 

axisymmetric, FGM dapat dianalisis dengan memodelkan geometri cylindrical (3D) 

yang dipotong sejajar sumbu. Analisis FGM juga harus memiliki pembebanan 

seragam, sehingga  menjadi bentuk geomteri datar (2D). Geomteri datar tersebut 

dapat dianalisis secara plane-strain ataupun plane-stress. Penggunaan FEM sebagai 

media validasi dan komparasi terhadap solusi eksak yang dipakai. FEM juga 

digunakan untuk analisis sebagai solusi yang mudah dalam menganalisis FGM 

yang memiliki geometri kompleks. Maksud sederhana dari pernyataan solusi yang 

mudah adalah kondisi dimana ketidakmungkinan untuk menghitung secara solusi 

eksak (analitik). Selain itu, komparasi dengan hasil eksperimen dilakukan untuk 

mengetahui hubungan pengembangan persamaan ini dengan kondisi nyata (aktual) 

dan juga apakah persamaan tersebut dapat diaplikasikan. 

 

1.2.  Rumusan Masalah 

 

 Solusi eksak untuk distribusi radial dan hoop stress FGM cylindrical pada 

penelitian Tutuncu dan Oztruk (2001) terindikasi memiliki hasil yang kurang tepat. 

Jika indikasi kesalahan tersebut terbukti pada solusi eksak untuk distribusi radial 

dan hoop stress FGM cylindrical, tidak ada persamaan eksak yang dapat 

mengetahui distribusi radial dan hoop stress FGM cylindrical tersebut sampai 

sekarang. Solusi eksak untuk menghitung hal tersebut sangat dibutuhkan dan dirasa 

masih dapat dikembangkan dan dapat dipakai secara fleksibel. Hal tersebut yang 

menjadi dasar pemikiran untuk dilakukannya penelitian ini. 
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 Penelitian ini bertujuan untuk mengusulkan pembaruan solusi eksak yang 

tepat untuk menentukan distribusi radial dan hoop stress FGM cylindrical. Sebagai 

pembuktian, hasil pembaruan persamaan tersebut dikomparasi dengan simulasi 

numerik dan eksperimen. Simulasi numerik dilakukan sebagai salah satu opsi 

alternatif dalam menentukan distribusi radial dan hoop stress FGM cylindrical. 

Sedangkan, komparasi dengan eksperimen bertujuan untuk mengetahui apakah 

exact solution distribusi radial dan hoop stress pada bagian cylindrical ini dapat 

diaplikasikan pada kondisi nyata (aktual). 

 

1.3. Batasan Masalah 

 

 Untuk memperoleh solusi dari penelitian ini, dibutuhkan batasan masalah 

dan asumsi sebagai berikut: 

1. Dalam menganalisis stress pada cylindrical FGM dengan beban internal 

pressure, axial stress tidak dianalisis. Hal tersebut karena pada dasarnya axial 

stress tidak bervariasi sepanjang ketebalan. 

2. Tidak terdapat pembebanan bending dan fenomena buckling pada analisis 

penelitian ini serta asumsi long cylindrical beam yang digunakan sehingga 

kondisi free terjadi pada kedua ujung cylindrical beam. 

3. Simulasi numerik (FEM) menggunakan analisis plane strain 2D karena asumsi 

axisymmetric pada kondisi batas yang terjadi pada FGM cylinder sehingga 

lebih mudah dan cepat dalam melakukan simulasi. 

4. Kondisi thermal yang terjadi pada cylindrical FGM diabaikan, sehingga 

diasumsikan tidak terjadi efek thermal stress pada penelitian ini yang 

menyebabkan distorsi. 
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1.4. Tujuan Penelitian 

 

Tujuan penelitian ini dilakukan adalah sebagai berikut: 

1. Mengkaji radial dan hoop strees cylindrical FGM secara analitik dan efek 

penggunaan nilai   pada FGM. 

2. Menganalisis simulasi numerik (FEM) sebagai alternatif dalam menentukan 

distribusi radial dan hoop stress cylindrical FGM. 

3. Menganalisis komparasi distribusi radial dan hoop stress antara hasil 

perhitungan analitik dan simulasi numerik pada bagian cylindrical FGM.  

 

1.5. Sistematika Penulisan 

 

 Penyusunan thesis ini terdiri atas 5 Bab. Bab I Pendahuluan yang berisikan 

penjelasan tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan, batasan masalah serta 

sistematika penulisan thesis. Bab II merupkan Tinjauan Pustaka, yang berisikan 

tentang teori-teori dasar yang berhubungan dengan topik thesis, serta mendukung 

pembahasan pada Bab IV. Bab III adalah Metode Penelitian yang berisikan tentang 

bagaimana proses perhitungan radial dan hoop stress pada FGM cylindrical baik 

analitik maupun numerik, dan metode yang digunakan. Hasil dan Pembahasan 

disajikan pada Bab IV yang berisikan tentang hasil serta pembahasan radial dan 

hoop stress FGM cylindrical yang didapatkan, dan juga pengaruh dari nilai 

konstanta ketidakhomogenan. Pada bagian akhir terdapat Simpulan dan Saran yang 

berisikan simpulan dan hasil pembahasan yang didapatkan serta saran yang dapat 

diberikan oleh penulis untuk penelitian lebih lanjut. Selanjutnya Daftar Pustaka, 

dimana pada bagian ini berisikan tentang sumber-sumber kepustakaan yang 
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digunakan, dan terakhir terdapat Lampiran berisikan tentang data-data yang 

mendukung dalam penulisan laporan akhir ini. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1. Material Konvensional 

 

 Ada banyak jenis bahan dengan sifat yang sangat berbeda. Ketersediaan 

banyak bahan memberi seorang insinyur keuntungan untuk memilih bahan yang 

paling cocok untuk setiap komponen yang dirancang. Akibatnya, sangat penting 

untuk memahami sifat mekanik bahan dan fenomena fisik yang menyebabkannya. 

Struktur atom bahan menentukan sifat mekaniknya. Untuk menyelidiki lebih jauh 

ke dalam sifat-sifat ini, sangat penting untuk memiliki pengetahuan tentang struktur 

material. 

 

2.1.1. Logam 

 

 Logam adalah bahan kelas khusus dengan berbagai aplikasi penting. Logam 

terkenal karena banyak sifat yang menguntungkan, tidak terbatas pada 

konduktivitas termal dan listrik yang tinggi, tetapi juga keuletan (yaitu 

kemampuan untuk menjalani necking tanpa putus). Keuletan logam ditambah 

dengan kekuatan khusus yang didapatkan melalui paduan membuat material 

logam menarik untuk digunakan dalam berbagai aplikasi teknik. Logam 

memiliki kecenderungan tinggi untuk oksidasi. Oleh karena itu, logam diubah 

menjadi logam paduan karena banyak elemen yang larut di dalamnya dalam 

keadaan padat. Misalnya, paduan besi dan karbon menghasilkan baja. Hal ini 

memungkinkan untuk mayoritas elemen logam dapat menghasilkan berbagai 
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macam paduan. Banyak logam di antaranya yang memiliki nilai teknis, 

macam-macam paduan logam adalah sebagai berikut: paduan berbahan dasar 

besi (baja dan besi cor), aluminium, tembaga (perunggu dan kuningan), nikel, 

titanium, dan magnesium (Joachim et.al. 2007). Atom dalam logam diatur 

sedemikian rupa sehingga elektronnya tersebar di dalam struktur. Sebagian 

besar atom di dalam logam tersusun dalam cara yang padat dan teratur. Hal ini 

membuat logam membentuk kristal yang tertata rapi pada strukturnya. 

 

2.1.2. Keramik 

 

 Keramik diklasifikasikan sebagai semua bahan non-logam dan non-organik 

(Hornbogen, 1994). Perbedaan fisik antara logam dan keramik adalah pada 

jenis ikatannya, keramik memiliki jenis ikatan yang mengakibatkan kulit 

terluar terisi penuh dan tidak mengandung ikatan logam. Keramik kadang-

kadang memiliki satu elemen dalam bentuk yang berbeda (misalnya seperti 

berlian atau grafit) dan mungkin juga dalam senyawa elemen yang berbeda. 

Salah satu jenis keramik yang populer adalah keramik silikat. Keramik silikat 

mengandung silikon oksida. Contoh dari keramik oksida adalah aluminium 

oksida Al2O3, zirkonium oksida ZrO2, dan magnesium oksida MgO. Untuk 

keramik tanpa oksida contohnya antara lain: silikon nitrida Si3N4 dan silikon 

karbida SiC. Keramik terikat secara kimia dalam berbagai bentuk, bisa dengan 

ikatan ionik, kovalen, Van der Waals, hidrogen dan dipol. Secara umum, 

struktur kristal keramik lebih kompleks bila dibandingkan dengan logam. 

Misalnya, keramik dasar seperti berlian tidak membentuk struktur kubik atau 

heksagonal seperti logam ketika mengkristal. Struktur kisi-kisi berlian bersifat 
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kubus, namun tidak membentuk kisi-kisi Bravais karena setiap tempat atom 

memiliki keunikannya tersendiri. Jenis kisi-kisi ini dikenal sebagai kisi-kisi 

dengan basis. Contoh penting dari kisi-kisi tersebut antara lain struktur 

heksagonal closepacked (Joachim et.al. 2007). 

 

 Seringkali, keramik tidak digunakan dalam bentuk kristal, melainkan 

sebagian besar digunakan dalam keadaan amorphous. Ketika digunakan dalam 

keadaan ini, keramik dikenal sebagai kaca. Dalam kebanyakan kasus, kaca 

bersifat transparan karena tidak memiliki batas butir yang diperlukan untuk 

pembiasan cahaya. Sebagian besar bahan ini berbahan dasar silikon oksida 

SiO2. SiO2 digunakan sebagian besar untuk kaca jendela. Enamel juga material 

glassy lain yang patut diperhatikan. Enamel digunakan untuk melapisi logam, 

hal tersebut karena memiliki sifat kekuatan impact yang tinggi dan merupakan 

bahan dengan ketahanan korosi yang baik. Keramik memiliki kekuatan tinggi 

dan kekakuan elastis ketika mengalami beban tekan karena memiliki ketahanan 

yang cukup besar terhadap banyak bahan kimia dan juga menunjukkan 

stabilitasnya pada suhu tinggi (berlaku hanya untuk keramik kristal). 

Kebanyakan glasses (amorphous ceramics) tidak memiliki titik leleh yang 

tinggi. Hal tersebut menyebabkan material menjadi kurang mengeras pada 

suhu tinggi, suhu di mana amorphous ceramics cukup melunak di bawah titik 

leleh keramik kristal. Selain semua kelebihan dari sifat keramik seperti yang 

dinyatakan di atas, keramik juga memiliki kelemahan. Kerapuhannya 

merupakan tantangan tersendiri selama proses manufaktur. Keramik biasanya 

gagal karena patah getas, oleh karena itu retakan awal yang ada pada material 

merupakan faktor kunci dalam penentuan kekuatannya. 
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 Keramik tidak berubah bentuk secara plastis. Kegagalan sebagian besar 

terjadi melalui cleavage fracture, melalui celah yang ada yang terus tumbuh 

dan merambat. Pemadatan keramik menghasilkan pori-pori yang bertindak 

seperti retakan dan dengan demikian menyebabkan kegagalan melalui 

perambatan retak.  

 

 Keramik tidak mampu menghilangkan efek perambatan retak karena 

kurangnya deformasi plastis. Hal ini membuat ketangguhan patah keramik 

menjadi rendah dibandingkan dengan logam, keramik biasanya mengandung 

retakan dengan ukuran dan orientasi yang berbeda. Kekuatan keramik 

ditentukan oleh retakan yang memiliki kekuatan kegagalan terendah dan 

ketangguhan retaknya terutama ditentukan oleh kekuatan ikatan kimianya. 

 

2.1.3. Polimer 

 

 Polimer mengandung makromolekul, polimer sebagian besar terikat 

bersama dengan ikatan kovalen, melalui rantai molekul besar. Tidak seperti 

logam dan keramik yang terbuat dari atom, polimer terbuat dari komponen 

linier yang membuat strukturnya lebih rumit daripada jenis bahan lainnya 

(Joachim et.al. 2007).  

 

 Molekul rantai yang terkandung dalam polimer biasanya merupakan 

senyawa organik. Jumlah monomer dalam rantai molekul biasanya berorde 103 

sampai 105 yang menyebabkan panjang total molekul hingga ber mikrometer. 

Jumlah rata-rata monomer dalam rantai molekul polimer disebut derajat 

polimerisasi. Setiap molekul yang dapat terhubung dalam reaksi berantai 
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seperti itu dapat digunakan untuk menghasilkan polimer. Sepanjang garis ini 

terdapat berbagai macam polimer dengan sifat sintetis dan fisik yang berubah 

secara tegas dan di antara rantai molekul tidak ada ikatan kimia yang kuat, 

tergantung pada struktur molekul, ikatan dipol, hidrogen, atau Van der Waals 

pada suhu polimer yang dibentuk. Polimer dapat dibentuk dengan polimerisasi 

adisi dan polimerisasi kondensasi (Jastrzebski, 1976). 

 

 Sifat mekanik polimer pada prinsipnya ditentukan oleh portabilitas molekul 

rantai. Portabilitas bergantung pada struktur kimia polimer. Misalnya, sebuah 

polimer yang berisi rantai karbon (ikatan tunggal) dapat dibentuk pada setiap 

atom karbon karena ikatan tunggal antara dua atom karbon dapat berotasi 

dengan bebas. Atau, ikatan rangkap bersifat kaku karena mobilitas atau 

portabilitas juga dipengaruhi oleh adanya gugus samping. Etilen adalah contoh 

khas monomer yang dapat membentuk polimer. Polimer yang dihasilkan terdiri 

dari rantai dengan atom karbon back bone. Secara simbolis, etilen ditulis 

sebagai [𝐶2H4]n, dengan indeks 'n' yang menunjukkan jumlah unit berulang dari 

derajat polimerisasi. Seperti yang sudah dijelaskan di atas, rantai lurus adalah 

unit pembentuk polimer. Padahal, sangat memungkinkan untuk 

menghubungkan rantai secara kovalen, membentuk sistem molekuler. 

 

2.1.4. Fibre Reinforced Composites 

 

 Ada bahan yang berbeda (komposit) yang dapat digabungkan untuk 

mendapatkan sifat yang bagus dari setiap bahan yang digunakan. Hasil 

campuran ini mungkin memikat dalam penguatan molekul atau partikel logam 

dan dispersion-strengthened pada keramik. Komposit cukup sulit untuk 
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didefinisikan secara tepat dan dianggap sebagai bahan yang mencakup dua fase 

yang berbeda secara fisik. Komposit yang digunakan saat ini dicirikan oleh 

sifat-sifat berikut: 

 Penguatan fase kedua melekat dalam matriks kontinyu 

 Penguatan fase kedua dan matriks awalnya merupakan bahan yang terpisah 

dan digabungkan selama pemrosesan–proses internal seperti pengendapan 

yang tidak menghasilkan fase kedua. 

 Partikel fase kedua memiliki ukuran setidaknya beberapa mikrometer. 

 Efek penguatan fase kedua setidaknya sebagian disebabkan oleh transfer 

beban. 

 Fraksi volume penguatan fase kedua setidaknya sekitar 10%. (Joachim et.al. 

2007). 

 

 Fibre reinforced composites, atau komposit serat adalah partikel fase kedua 

serat panjang yang dikelilingi oleh matriks komponen lain. Salah satu 

modelnya adalah glass-fibre fortified polymer (GFRP) di mana jaringan 

polimer diperkuat dengan memasukkan serat-serat kaca seperti yang pertama 

kali diungkapkan. Target pembentukan komposit adalah untuk 

menggabungkan sifat-sifat unsur yang diinginkan.  

 

 Pada polimer yang diperkuat serat kaca, serat kaca meningkatkan kekakuan 

dan kekuatan, dan kisi-kisi yang mengelilinginya membuat material semakin 

dapat ditekuk dan melindungi serat dari beban terkonsentrasi. Ada banyak 

kemungkinan kombinasi karena bahan yang berbeda yang digabungkan dalam 

komposit seperti: komposit matriks logam, keramik, atau polimer yang 
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diperkuat dengan berbagai jenis partikel atau serat. Komposit dapat 

diklasifikasikan menurut geometri partikel penguatnya (fibres, fabrics, dan 

lain-lain) atau dengan bahan matriks yang digunakan. Sebagai contoh 

penggunaan FRP adalah penggunaan fasilitas perpipaan pada offshore di Teluk 

Guinea seperti pada Gambar 2.1. 

 

 

Gambar 2.1. Penerapan Fiber Reinforced Plastic (FRP) pada Fasilitas 

offshore di Teluk Guinea (Amos, 2020) 

 

2.2. Penelitian Functionally Graded Material (FGM) Terdahulu 

 

 Beberapa peneliti telah melakukan penelitian tentang Functionally Graded 

Material (FGM). Berikut ini rangkuman penelitian terkait FGM yang telah 

dilakukan yang dapat dilihat pada Tabel 2.1 dan 2.2. Pada tabel tersebut, rangkuman 

penelitian hanya terfokus pada topik stress dan simulasi numerik (FEM) yang 

dilakuakn pada material FGM. 
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Tabel 2.1. Ringkasan penelitian tentang functionally graded materials 

Researcher Load Case 
Type of 

Specimen 

Mode 

Analisis 
Deskripsi 

Gu dan Asaro, 

(1997) 

Stress 

intensity 

factor 

FGM strip 

dan 

isotropic 

Orthotropy 

rescaling 

analytical 

solution 

Mempelajari hubungan antara 

driving force, energy release 

rate, ketangguhan material dan 

arah crack propagation 

Reddy, (2000) 
Shear 

deformation 

Functionally 

graded 

rectangular 

plate 

Third-order 

shear 

deformation 

plate theory 

Menganalisis perilaku statis 

functionally graded 

rectangular plates 

Nakamura, T. 

et. al., (2000) 

Beban 

indentasi 

Functionally 

graded 

rectangular 

plate 

Inverse 

analysis dan 

kalman filter 

technique 

Menentukan properties dari 

graded materials dengan 

inverse analysis dan 

instrumented indentation 

Cheng dan 

Batra, (2000) 

Three-

dimensional 

thermos- 

elastic 

deformations 

Functionally 

graded 

elliptic 

Asymptotic 

expansion 

Menemukan distribusi 

through-thickness perpindahan 

dalam bidang dan tegangan 

geser transversal tidak sesuai 

dengan teori klasik 

Jackson, T.R. 

et. al., (2000) 
 FGM Object 

Metode 

representasi 

Studi ini menetapkan 

pemisahan yang jelas antara 

desain objek FGM, prosesnya, 

dan fabrikasinya 

Reddy dan 

Cheng, (2001) 

Three-

dimensional 

thermos- 

elastic 

deformations 

Functionally 

graded 

rectangular 

plate 

Asymptotic 

expansion 

Menganalisis 

thermomechanical 

deformations simply supported 
sebagai hasil benchmark untuk 

menilai teori pelat dua dimensi  

Tutuncu dan 

Oztruk, 

(2001) 

Asymmetric 

loading 

FGM 

Pressure 

vessel 

Analitycal 

power series 

First exact solution radial dan 

hoop stress FGM pressure 

vessel 

Kim, J.H. dan 

Paulino, G.H., 

(2002) 

Fracture 

analysis 
FGM 

Numerical 

Techniques 

Menginvestigasi efek dari 

kondisi batas, sifat material 

dan crack tip mesh generation 

Vel dan Batra, 

(2002, 2003a,  

2003b) 

steady-state 

dan quasi-

static 

transient 

thermos-

elastic 

Functionally 

graded thick 

plate 

Power series 

Respons steady-state dan 

transient thermos-elastic dari 

functionally graded plates 

Swaminathan, 

K. et. al, 

(2014) 

Static and 

Dynamic 

Functionally 

graded 

material 

Analytical 

dan 

numerical  

metode 

Penelitian ini menyajikan 

tinjauan komprehensif dari 

berbagai metode yang 

digunakan untuk mempelajari 

perilaku statis, dinamis, dan 

stabilitas Functionally Graded 

Material (FGM) plates 
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Qian dan 

Batra, (2004) 

Steady-state 

dan quasi-

static 

transient 

thermos-

elastic 

Functionally 

graded thick 

plate 

Metode 

meshless 

local Petrov-

Galerkin 

Respon steady-state dan 

transient thermos-elastic dari 

functionally graded plates 

Setoodeh, A. 

R. dan 

Afrahim, S. 

(2014) 

 
Functionally 

Graded Pipe 

Euler- 

Bernoulli 

model, 

metode Von  

Karman dan 

Galerkin 

Menyajikan solusi analitik 

untuk perilaku getaran 

nonlinier yang bergantung 

pada ukuran dari pipa mikro 

yang mengalirkan cairan yang 

terbuat dari functionally 

graded materials 

Dağ et. al., 

(2004) 

Bending dan 

stress 

intensity  

factor 

graded 

orthotropic 

coating 

Analytical 

dan Finite 

element 

method 

mempelajari efek gradasi 

material pada parameter 

fracture mechanics untuk 

retakan yang terletak di 

sepanjang interface 

Matsunaga, 

H., (2008) 

Thermo-

mechanical 

load 

Plates 

(2D) higher- 

order 

deformation  

Analisis tegangan functionally 

graded plates yang dikenai 

beban termal dan mekanis. 

Composite structures 

Tung, H. V., 

dan Duc, N. D 

(2010) 

Compressive, 

thermal dan 

combined 

loads. 

Functionally 

graded 

plates 

Galerkin 

procedure 

Pendekatan analitis untuk 

menyelidiki stabilitas 

functionally graded plates 

under in-plane compressive, 

thermal dan combined loads 

Alibeigloo, 

A., (2010) 

Thermo-

mechanical 

load 

Functionally 

graded (FG) 

rectangular 

plates 

Fourier 

series dan 

metode 

state-space 

Respons Functionally graded 

(FG) rectangular plates 

dengan simply supported edges 

yang dikenai beban thermo 

mechanical menggunakan 

three-dimensional 

thermoelastic analysis. 

Golmakani, 

M. E. dan 

Kadkhodayan, 

M., (2011) 

Thermo-

mechanical 

load 

Functionally 

graded 

plates 

(FSDT) dan 

von Karman 

equations 

Analisis large deflection 

functionally graded plates 

dideformasi geser yang dikenai 

thermomechanical loads dan 

berbagai kondisi batas 

Singha, M. K. 

et. al., (2011) 

Transverse 

load 

Functionally 

graded plate 

FE 

procedure 

dan 

Newton–

Raphson 

iteration 

Perilaku nonlinier functionally 

graded material (FGM) plates 

under transverse distributed 

load yang diinvestigasi 

menggunakan high precision 

plate bending finite element 

Mechab, I. et. 

al, (2013) 
 

Functionally 

graded plate 

Four-

variable 

refined plate 

theory 

Solusi analitik dari analisis 

statis dan dinamis functionally 

graded plates menggunakan 

Four-variable refined plate 

theory 
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Fallah, F. dan 

Nosier, A., 

(2012) 

Asymmetric 

transverse 

loading dan 

konduksi 

panas 

Functionally 

graded (FG) 

circular  

plates 

Perturbation 

technique 

dan deret 

Fourier 

Perilaku nonlinier functionally 

graded circular plates dengan 

berbagai boundary supports 

under asymmetric thermo-

mechanical loading. 

Composite structures 

Abotula, S. et. 

al., (2012) 

Thermo-

mechanical 

loading 

FGM 
Asymptotic 

analysis 

Mixed-mode dynamic crack 

growth pada functionally 

graded materials (FGMs) 

under thermo-mechanical 

loading 

Zhang, D. G., 

(2013) 

Thermal, 

Bucking and 

Bending 

FGM Plates 

physical 

neutral surf 

dan high-

order shear 

deformation 

theory 

Pemodelan dan Analisis FGM 

rectangular plates berdasarkan 

physical neutral surface and 

high order shear deformation 

theory 

Salehi, M. et. 

al., (2013) 

Rotating 

bending 

fatigue 

Functionally 

graded steel  

(FGS) 

Vickers 

micro-

hardness test 

dan scanning 

electron 

microscopy 

(SEM) 

Perilaku fatigue functionally 

graded steel yang dihasilkan 

oleh electro-slag re-melting. 

Tran, L.V. et. 

al., (2013) 

Static, 

dynamic dan 

buckling 

Rectangular 

dan circular 

plate (FGM) 

Iso-

geometric 

approach 

(IGA) dan 

higher order 

deformation 

plate theory 

(HSDT) 

Iso-geometric approach (IGA) 

dan higher order deformation 

plate theory (HSDT) untuk 

mempelajari perilaku 

functionally graded material 

(FGM) plates. 

Bateni, M. et. 

al., (2013) 

thermal dan 

mechanical 

loading 

conditions 

Functionally 

graded 

rectangular 

plate 

Metode 

multi-term 

Galerkin  

dan four-

variable 

refined plate 

theory 

Studi komprehensif tentang 

stabilitas pelat FGM 

Shariyat, M., 

dan Jafari, R., 

(2013) 

Velocity 

impact 

analysis 

Functionally 

graded 

plates 

 

Meneliti tentang analisis 

tumbukan kecepatan rendah 

nonlinier dari two 

directionally-graded circular 

plates under radial preloads 

Lee, W. H., 

et. al., (2014) 

Bending 

analysis 

Functionally 

graded 

material 

(FGM) 

plates 

refined 

higher order 

shear dan 

normal 

deformation 

theory 

Refined higher order shear dan 

normal deformation theory 

untuk E-, P-, dan S-FGM 

plates pada pondasi elastis 

Pasternak 
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Wang, Z. M. 

dan Liu, Y. 

Z., (2016) 

Transverse 

vibration 

Functionally 

graded pipes 

Hamilton’s 

principle 

Berkaitan dengan getaran 

transversal dari fluida 

pengangkut pipa yang terbuat 

dari functionally graded 

material 

Bhardwaj, B. 

et. al., (2015) 

Transverse 

dan moment 

Functionally 

graded 

material 

(FGM) 

plates 

extended iso 

-geometric 

analysis 

(XIGA) 

Simulasi numerik functionally 

graded cracked plates 

menggunakan NURBS 

berbasis XIGA dengan beban 

dan kondisi batas yang berbeda 

Thai, H. T. 

dan Kim, S. 

E., (2015) 

Mechanical 

dan thermal 

Functionally 

graded 

plates and 

shells 

Theoretical 

models 

Tinjauan teori untuk 

pemodelan dan analisis 

functionally graded plates and 

shells 

Pan, H., Song, 

T. dan Wang, 

Z., (2015) 

 

Functionally 

graded 

material 

(FGM) 

plates 

Numerical 

techniques 

Menganalisis pengaruh non-

homogenitas konstanta dan 

parameter geometrik pada 

stress intensity factors (SIFs) 

Cheng, Z. et. 

al., (2015) 

Mixed-mode 

loading 

Functionally 

Graded 

Plate 

Peridynamic 

model 

Peri-dynamic model untuk 

dynamic fracture di 

functionally graded materials 

Sator, L. et. 

al., (2016) 

Transversal 

dynamic 

loading. 

Thick/thin 

functionally  

graded plate 

Kirchhoff–

Love theory 

1st dan 3rd 

order shear 

deformations 

plate theories 

Analisis transien homogen 

seperti FGM (functionally 

graded material) pada pelat 

tipis atau tebal yang dikenai 

transversal dynamic loading 

Yang, T. et. 

al., (2016) 

Thermal 

environment 

functionally 

graded  

materials 

(FGM) 

plates 

Analytical 

Technique 

Investigasi analitis 

karakteristik getaran dan 

radiasi suara dari functionally 

graded materials (FGM) plates 

yang dikenai thermal 

environment 

 

Tabel 2.2. Ringkasan penelitian yang menggunakan finite element analysis 

Researcher Load Case 
Type of 

Specimen 

Mode 

Analisis 
Deskripsi 

Yıldırım, et. al., 

(2005) 

Mechanical 

dan transient  

thermal 

loads 

 

Finite 

element 

method 

Membandingkan SIF dari 

FGM dan lapisan keramik 

homogen 

Banks, S.L. et 

al., (2005) 

Linear 

elastic 

fracture 

Anisotropic 

dan 

monoclinic   

material 

Finite 

element 

method 

Faktor intensitas tegangan 

diturunkan untuk berbagai 

masalah dengan 

menggunakan metode 

Displacement Extrapolation, 

M-Integral dan J-Integral 
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Afshar, R. et al., 

(2011) 
Mechanical 

Glass-like 

(viscoelastic)  

functionally 

graded 

cylinder 

Finite 

element 

method 

Menyelidiki perilaku glass-

like functionally graded 

infinite hollow cylinder 

dengan beban hidrostatik 

menggunakan finite element 

method 

Hosseini, S. S. 

et. al., (2013) 

Mechanical 

dan steady 

state  

thermal 

loading 

Isotropic dan 

orthotropic 

functionally 

graded 

materials 

(FGMs) 

Extended 

finite 

element 

method 

(XFEM) 

Thermo-mechanical XFEM 

crack propagation analysis 

dari functionally graded 

materials 

Malekzadeh, P. 

dan 

Monajjemzadeh, 

S.M., (2015) 

Thermal 

loading 

Functionally 

graded plate 

FEM 

dengan 

skema 

Newmark’s 

time 

integration 

Menyelidiki respons dinamis 

functionally graded (FG) 

plates di thermal environment 

under a moving load 

Malekzadeh, P. 

dan Shojaee, S. 

A., (2013) 

Thermal 

loading 

Functionally 

graded plate 

Three-

dimensional 

(FEM) 

Menyelidiki respons dinamis 

functionally graded (FG) 

plates under a moving heat 

source 

Jung, W. Y. dan 

Han, S. C., 

(2014) 

Vibration 

analysis 

FGM dan 

laminated 

composite 

structures 

FEM, 

berdasarkan 

teroi first 

order shear 

deformation 

Transient analisis FGM dan 

laminated composite 

structures menggunakan 

refined 8-node ANS shell 

element 

Asemi et.al. 

(2013). 

Three 

dimensional 

static 

analyses 

Functionally 

graded plate 

Finite 

element 

method 

Mempelajari efek dari power 

law exponents pada perilaku 

statis fully clamped 2D-FGM 

plate 

Valizadeh, N. 

et. al., (2013) 

Static 

bending, 

linear free 

flexural 

vibration 

dan 

supersonic 

flutter 

Functionally 

graded 

material 

(FGM) 

plates 

Berbasis 

iso-

geometric 

FEM 

Analisis finite element 

berbasis NURBS dari 

functionally graded plates: 

static bending, vibration, 

buckling and flutter 

Uysal, M. 

(2013) 

Mechanical 

dan thermal 

loads 

Metal-

ceramics 

FGM Plates 

FEA 

Abaqus 

Analisis pelat datar FGM flat 

plates and shell panels, dan 

aplikasinya untuk r structural 

problems 

Bhattacharya, S. 

et. al., (2013) 

Cyclic 

Thermal 

Loading 

Functionally 

graded 

plates 

XFEM 

Umur kelelahan aluminum 

alloy, FGM dan equivalent 

composite plates 

menggunakan Paris Law 

dengan adanya diskontinuitas 

ganda, dan dibandingkan satu 

sama lain 
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Nguyen-Xuan, 

H. et. al., (2014) 

Static, free 

vibration 

dan buckling 

analysis 

Functionally 

graded 

plates 

(IGA) 

dengan 

refined 

plate theory 

(RPT) 

Iso-geometric finite element 

analysis (IGA) dengan 

refined plate theory (RPT) 

untuk analisis statik, free 

vibration dan buckling 

analysis dari functionally 

graded material (FGM) 

plates 

 

2.3. Functionally Graded Material (FGM) 

 

 Sifat-sifat yang unggul dari material advance composite, seperti high 

strength dan high stiffness, telah menyebabkan penggunaannya secara luas dengan 

high performance pada pesawat terbang, pesawat ruang angkasa, suku cadang 

mobil, dan struktur ruang angkasa. Dalam struktur laminated composite material 

secara konvensional, homogeneous elastic laminae di bounding bersamaan untuk 

mendapatkan sifat mekanik yang ditingkatkan. Komponen dari bahan komposit 

dapat dipilih dan digabungkan sehingga menghasilkan bahan yang berguna yang 

memiliki sifat yang diinginkan, seperti kekuatan, kekakuan, ketahanan korosi, 

fatigue life yang lebih baik,  bobot yang rendah, tahan akan panas, dan lain-lain. 

Komponen anisotropik struktur komposit laminated sering menghasilkan 

konsentrasi tegangan di dekat discontinuities material dan geometri (Elishakoff et 

al., 2015) seperti pada Gambar 2.2 yang dapat menyebabkan kerusakan dalam 

bentuk delaminasi, retak matriks, dan pemisahan adhesive bond.  

 

 Functionally graded material (FGM) adalah material komposit yang 

memiliki variasi sifat material yang kontinyu dari satu permukaan ke permukaan 

lainnya dan dengan demikian mengurangi konsentrasi tegangan yang ditemukan 

pada komposit laminated. Gradasi dalam sifat material mengurangi thermal 
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stress,residual stress dan stress intensity factor. Variasi gradual menghasilkan 

bahan yang sangat efisien yang disesuaikan dengan kebutuhan struktur, oleh karena 

itu disebut FGM (Elishakoff et al., 2015).  

 

 

 

Gambar 2.2. Tegangan dan regangan pada plat laminated 

 

 FGM biasanya dibuat dari komponen isotropik seperti logam dan keramik, 

karena material tersebut digunakan juga sebagai struktur hambatan termal pada 

kondisi lingkungan dengan gradien termal yang ekstrim (misalnya perangkat 

termoelektrik untuk konversi energi, industri semikonduktor). Dalam aplikasi 

seperti itu, keramik memberikan ketahanan panas dan korosi; sementara itu logam 

memberikan kekuatan dan ketangguhan (Elishakoff et al., 2015). 

 

2.4. Metode Fabrikasi FGM 

 

 Perpaduan dalam FGM telah berhasil didemonstrasikan melalui berbagai 

metode, termasuk thermal spray, metalurgi serbuk, physical and chemical vapor 

deposition, self-propagating high-temperature synthesis (SHS) atau combustion 

synthesis. Metode high-temperature synthesis sangat cocok untuk fabrikasi FGM, 

karena kecepatan reaksi pembakaran. Metode ini terdiri dari reaksi sintesis 

pembakaran secara simultan dan pemadatan bubuk bahan yang murni di bawah 

tekanan hidrostatik untuk membuat FGM padat dalam proses tunggal (Zhang et al., 

2000). Struktur FGM juga dapat dibuat dengan teknik pengecoran sentrifugal 
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berkecepatan tinggi di mana lapisan terbentuk dalam arah radial karena densitas 

massa konstituen yang berbeda. Gaya sentrifugal memungkinkan bubuk keramik 

dalam logam untuk menciptakan distribusi gradien FGM keramik/logam (Fukui, 

1991).  

 

 Dalam proses fabrikasi lainnya, campuran komponen FGM disemprotkan 

dengan menggunakan plasma torches ke permukaan material untuk menumpuk 

material bergradasi dan setelahnya dilakukan perlakuan panas pada FGM. Teknik 

untuk mempersiapkan model FGM menggunakan polyester resin dan cenosphere 

juga telah digunakan. Distribusi cenosphere yang tidak homogen dalam matriks 

polyester dicapai dengan menggunakan proses pengecoran dengan bantuan proses 

buoyancy-assisted casting. Cenospheres, diperoleh dari abu terbang pembangkit 

tenaga thermal dan hollow spheres terbuat dari aluminum silicates (Parameswaran 

dan Shukla, 2000). 

 

2.5. Plane-stress dan Plane-strain 

 

 Plane-stress didefinisikan sebagai keadaan tegangan di mana tegangan 

normal dan tegangan geser yang diarahkan tegak lurus bidang dianggap nol (Logan, 

2016). Umumnya, komponen struktur yang tipis (memiliki dimensi z  yang kecil 

dibandingkan dengan dimensi dalam bidang x  dan z ) dan hanya beban yang 

bekerja pada bidang x - y dapat dianggap mengalami plane-stress. 

 

 Plane-strain didefinisikan sebagai keadaan regangan di mana regangan 

normal terhadap bidang x - y , z  dan regangan geser xz  dan yz  diasumsikan nol 

(Logan, 2016). Asumsi plane-strain ialah realistis untuk long bodies (misalnya, 
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dalam arah z ) dengan luas penampang konstan yang dikenai beban yang bekerja 

hanya dalam arah x  dan/atau y  dan tidak berubah dalam arah z  

 

2.5.1. Two-dimensional Plane-stress dan Plane strain 

 

 Konsep keadaan tegangan dan regangan dua dimensi dan hubungan 

tegangan/regangan untuk plane-stress dan plane-strain diperlukan untuk 

memahami sepenuhnya pengembangan dan penerapan matriks kekakuan untuk 

triangular element plane-stress/plane-strain. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3. Keadaan stress dua dimensi 

 

Ilustrasi keadaan stress dua dimensi dapat dilihat pada Gambar 2.3. Pada 

gambar tersebut sebuah elemen luas yang kecil dengan sisi dx  dan dy  masing 

masing memiliki tegangan normal x  dan y  yang bekerja dalam arah x  dan 

y  (di dalam gambar arah vertikal dan horizontal). Tegangan geser xy  bekerja 

pada tepi x  (permukaan vertikal) dalam arah y . Tegangan geser yx  bekerja 

pada tepi y  (permukaan horizontal) dalam arah x .  
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 Untuk penyederhanaan, tinjau keseimbangan elemen diferensial bidang 

terdeformasi yang dikenai tegangan normal x  dan 
y , tegangan geser 

xy  

dalam bidang (dalam satuan gaya per satuan luas), dan gaya benda bX  dan bY  

(dalam satuan gaya per satuan volume), seperti yang ditunjukkan pada Gambar 

2.4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4. Plane differential element yang mengalami tegangan 

 

Tegangan diasumsikan konstan karena bekerja pada lebar setiap permukaan. 

Namun, tegangan diasumsikan bervariasi dari satu permukaan ke permukaan 

lainnya. Sebagai contoh, benda memiliki x  yang bekerja pada permukaan 

vertikal kiri, sedangkan  x x x dx    bekerja pada permukaan vertikal 

kanan karena diasumsikan ada perubahan yang kecil dalam tegangan dari tepi 

kiri elemen ke tepi kanan. Elemen diasumsikan memiliki tebal satuan, dan 

selanjutnya penjumlahan gaya yang berada pada arah x . 

 

0
yxx

x x x b yx yxF dx dy dy X dxdy dy dx dx
x y


   

  
         

    
  (1) 



25 

 

Persamaan (1) dapat disederhanakan menjadi: 

 

0
yxx

bX
x y

 
  

 
 (2) 

 

Hal yang sama dilakukan pada arah y  sehingga didapatkan: 

 

0
y xy

bY
y x

  
  

 
 (3) 

 

 Karena yang ditinjau hanya elemen planar, tiga persamaan kesetimbangan 

harus dipenuhi. Persamaan ketiga adalah kesetimbangan momen terhadap 

sumbu yang normal terhadap bidang x  dan y  yaitu dengan mengambil 

momen terhadap titik C seperti pada Gambar 2.3 seperti persamaan (4) berikut 

ini: 

 

0
2 2 2 2

xy yx

z xy xy yx yx

dx dx dy dy
M dy dx dx dy

x y

 
   

    
         

    
  (4) 

 

Persamaan (4) disederhanakan dengan mengabaikan terminologi orde tinggi, 

sehingga xy yx  . Oleh karena itu, ada tiga tegangan independen yang 

diwakili oleh matriks kolom vektor seperti berikut ini: 

 

 
x

y

xy



 



 
 

  
 
 

 (5) 

 

Tegangan yang diberikan oleh persamaan (5) akan berbentuk nodal 

displacement derajat kebebasan. Oleh karena itu, setelah nodal displacement 

didapatkan, tegangan-tegangan dapat dihitung secara langsung. 
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Dari principal stresses bahwa tegangan utama, yang merupakan tegangan 

normal maksimum dan minimum pada bidang dua dimensi, dapat diperoleh 

dari persamaan berikut: 

 

2

2

1 max
2 2

x y x y

xy

   
  

  
    

 
 (6) 

2

2

2 min
2 2

x y x y

xy

   
  

  
    

 
 (7) 

 

Sedangkan dari principal angle p , yang mendefinisikan sudut normal yang 

arahnya tegak lurus terhadap bidang di mana tegangan utama maksimum atau 

minimum bekerja seperti berikut ini: 

 

2
tan 2

xy

p

x y




 



 (8) 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.5. Principal stress 

 

Gambar 2.5 menunjukkan principal stress 1  dan 2  dan sudut p , dan bahwa 

tegangan geser adalah nol pada bidang yang memiliki principal stress 

(maksimum dan minimum). 
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Gambar 2.6. Bentuk displacement dan rotation sebuah element pada bidang 

x y  

 

 Gambar 2.6  menunjukkan elemen yang sangat kecil digunakan untuk 

mewakili keadaan regangan dua dimensi secara umum di beberapa titik dalam 

suatu struktur. Elemen tersebut menunjukkan vektor perpindahan u dan v  

dalam arah x  dan y  di titik A , untuk menggantikan atau memperpanjang 

masing-masing nilai u x   di sepanjang garis AB , dan v y   di sepanjang 

garis AC  dalam arah x  dan y . Selanjutnya, dengan mengamati garis AB  dan 

AC , dapat dilihat bahwa titik B  bergerak ke atas sebesar  v x dx   terhadap 

A , dan titik C bergerak ke kanan sebesar  u y dy   terhadap A  yang dapat 

terlihat pada Gambar 2.6. 

 

 Setelah diperoleh hubungan regangan/perpindahan atau hubungan  

diferensial kinematik untuk kasus dua dimensi, Gambar 2.6 menunjukkan 

elemen diferensial (kecil) di mana keadaan tidak terdeformasi diwakili oleh 

garis putus-putus dan bentuk terdeformasi (setelah terjadi regangan) diwakili 

oleh garis solid. 
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Gambar 2.7. Differential element sebelum dan sesudah terdeformasi 

 

 Garis AB  dalam arah berubah menjadi ' 'A B  setelah terdeformasi, di mana 

u dan v  mewakili perpindahan dalam arah x  dan y . Diasumsikan u  dan v

adalah kontinu, fungsi bernilai tunggal dari x  dan y  yang kecil dibandingkan 

dengan dimensi benda. Dengan definisi regangan rekayasa regangan normal 

(yaitu, perubahan panjang dibagi dengan panjang asli garis) didapatkan: 

 

' '
x

A B AB

AB



  (9) 

 

dimana 

 

AB dx  (10) 

 

dan 

 

 
2 2

2
' '

u v
A B dx dx dx

x x

    
     

    
 (11) 

 

Dengan menggunakan teorema binomial dan mengabaikan terminologi 

berorde tinggi  
2

u x   dan  
2

v x  (agar konsisten dengan asumsi regangan 

kecil) didapatkan: 
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' '
u

A B dx dx
x


 


 (12) 

 

Dengan menggunakan persamaan (10) dan (12) pada persamaan (9), 

didapatkan: 

 

x

u

x






 (13) 

 

Demikian pula, dengan garis AD  dalam arah y , didapatkan: 

 

y

v

y






 (14) 

 

Regangan geser xy didefinisikan sebagai perubahan sudut antara dua garis, 

yang semula membentuk sudut siku-siku. Oleh karena itu, dari Gambar 2.7, 

dapat dilihat bahwa xy  adalah jumlah dari dua sudut yang diberikan oleh: 

 

xy

u v

y x


 
 
 

 (15) 

 

x  dan y  adalah perubahan panjang per satuan panjang (regangan) ketika 

mengalami deformasi yang awalnya masing-masing sejajar dengan sumbu x  

dan y . Regangan tersebut biasa disebut normal (longitudinal) strain. 

Regangan xy  adalah perubahan sudut siku-siku yang dibuat antara dx  dan dy  

ketika elemen mengalami deformasi. Regangan xy  disebut regangan geser. 

Regangan yang didapatkan dari persamaan (13) – (15) umumnya diwakili oleh 

vektor matriks kolom seperti berikut ini: 
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  
x

y

xy



 



 
 

  
 
 

 (16) 

 

 Untuk hubungan stress-strain material isotropik pada keduanya (plane-

strees, plane-strain), pada plane-stress diasumsikan tegangan-tegangan berikut 

adalah nol 

 

0z xz yz      (17) 

 

Dari persamaan (17) regangan geser 0xz yz    tetapi regangan 0z  , 

sehingga untuk kondisi plane-stress didaptkan: 

 

    D   (18) 

 

dimana 

 

  2

1 0

1 0
1

1
0 0

2

v
E

D v
v

v

 
 
 

  


 
 
 

 (19) 

 

 D  pada persamaan (19) disebut matriks stress/strain (constitutive matrix), 

E adalah modulus elastisitas, dan v  adalah poisson’s ratio.    dan  

didefinisikan dari persamaan (5) dan (16). Untuk plane-strain, diasumsikan 

regangan – regangan berikut adalah nol: 

 

0z xz yz      (20) 
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Dari persamaan (20) tegangan geser 0xz yz    tetapi tegangan 0z  , 

sehingga untuk kondisi plane-strain constitutive matrix nya adalah sebagai 

berikut: 

 

 
  

1 0

1 0
1 1 2

1 2
0 0

2

v v
E

D v v
v v

v

 
 
 

  
 

 
 
 

 (21) 

 

2.5.2. Three-dimensional Stress Analysis 

 

 Pada three-dimensional digunakan elemen tiga dimensi yang sangat kecil 

dalam koordinat cartesian dengan dimensi dx , dy , dz , tegangan normal dan 

geser seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.8. Elemen ini mewakili keadaan 

tegangan pada tiga bidang yang saling tegak lurus dari benda dalam keadaan 

three-dimensional stress. Seperti pada umumnya, tegangan normal tegak lurus 

terhadap permukaan elemen diwakili oleh x , y , dan z . Tegangan geser 

bekerja di permukaan (bidang) elemen dan diwakili oleh xy , yz , zx , dan 

seterusnya yang mengikuti keseimbangan pada persamaan (4). 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.8. Elemen three-dimensional 
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Oleh karena itu, hanya ada tiga tegangan geser independen, bersama dengan 

tiga tegangan normal. Untuk hubungan regangan dan perpindahannya sebagai 

berikut: 

 

x

u

x






       y

v

y






       z

w

z






 (22) 

 

di mana u , v , dan w  adalah perpindahan pada arah x , y , dan z . Regangan 

geser   pada three-dimensional seperti berikut ini: 

 

xy yx

u v

y x
 

 
  
 

 

yz zy

v w

z y
 

 
  
 

 (23) 

zx xz

w u

x z
 

 
  
 

 

 

seperti halnya tegangan geser, hanya ada tiga regangan geser independen 

seperti persamaan (23). Pada three-dimensional tegangan dan regangan ditulis 

dengan matriks kolom sebagai berikut: 
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z
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 
  

        

x

y

z

xy
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zx














 
 
 
  

  
 
 
 
  

 (24) 

 

Hubungan tegangan / regangan untuk bahan isotropik sama seperti pada 

persamaan (18), namun constitutive matriks nya pada three-dimensional ini 

adalah sebagai berikut: 
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 
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1 2
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1 2
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2

v v v

v v v

v v v

vE
D

v v
v

v

 
 


 
 
 

 
   

 
 
 
 
 
 

 (25) 

 

2.6. Axisymmetric 

 

 Elemen axisymmteric adalah triangular tori sedemikian rupa sehingga setiap 

elemen simetris secara geometri dan pembebanan terhadap sumbu seperti sumbu z  

pada Gambar 2.9. Oleh karena itu, sumbu z  disebut sumbu simetri atau sumbu 

revolusi. Setiap penampang vertikal elemen adalah plane triangle (Logan, 2016). 

Titik nodal dari elemen segitiga axisymmteric menggambarkan garis melingkar, 

seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.9. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.9. Axisymmteric elemen ijm  

 

Gambar 2.9 menunjukkan geometri axisymmetric yang memiliki garis sumbu – z . 

Oleh karena itu, sumbu z  disebut sumbu simetri atau sumbu revolusi. Setiap 
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penampang vertikal elemen adalah bidang. Titik nodal dari elemen axisymmetric 

triangular menggambarkan garis melingkar, seperti yang ditunjukkan pada Gambar 

2.9. Untuk plane-stress, tegangan hanya ada pada bidang x z . Dalam masalah 

axisymmetric, perpindahan radial mengakibatkan regangan circumferential yang 

menyebabkan tegangan, di mana r ,  , dan z  masing-masing menunjukkan 

arah radial, circumferential, dan longitudinal. Elemen torus segitiga sering 

digunakan untuk mengidealkan sistem axisymmetric karena dapat digunakan untuk 

mensimulasikan permukaan yang kompleks dan mudah digunakan. Misalnya, 

masalah axisymmetric dari semi-infinite half-space yang dibebani oleh area 

circular.  

 

 Karena geometri yang simetri, sifat material, kondisi batas, dan beban 

terhadap sumbu z, tegangan yang terjadi tidak bergantung pada koordinat  . Oleh 

karena itu, semua turunan terhadap   menghilang (tidak digunakan) seperti, 

komponen perpindahan v  (bersinggungan dengan arah  ), regangan geser r dan 

z , dan tegangan geser r  dan z  semuanya nol.  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.10. (a) cross-section axisymmetric (b) elemen axisymmetric 
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Gambar 2.10 menunjukkan elemen cincin axisymmetric dan penampangnya yang 

mewakili keadaan umum regangan untuk permasalahan axisymmetri. Displacement 

elemen ABCD  pada bidang melintang dalam koordinat silinder dinyatakan dengan 

u  dan w  masing-masing menunjukkan perpindahan dalam arah radial dan 

longitudinal. Perpindahan sisi AB  dari elemen dinyatakan sebesar u , dan sisi CD  

dinyatakan sebesar  u u r dr    dalam arah radial. Untuk regangan normal 

dalam arah radial dinyatakan sebagai berikut: 

 

r

u

r






 (26) 

 

 Secara umum, regangan dalam arah tangensial bergantung pada 

perpindahan tangensial v  dan perpindahan radial u . Namun, untuk perilaku 

deformasi axisymmetric, perpindahan tangensial v  sama dengan nol. Oleh karena 

itu, regangan tangensial hanya disebabkan oleh perpindahan radial. Karena hanya 

memiliki perpindahan radial u , panjang AB  yang baru adalah  r u d , dan 

regangan tangensial adalah sebagai berikut: 

 

 r u d rd u

rd r


 




 
   (27) 

 

Sehingga, pada kondisi axisymmetric persamaan compatibility ditulis sebagai 

berikut ini: 

 

  0r

d
r

dr
    (28) 
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Gambar 2.11. Garis perpindahan dan rotasi elemen pada bidang r z  

 

 Pada Gambar 2.11, elemen diperlihatkan berpindah sebesar u  dan w  

masing-masing dalam arah radial dan longitudinal di titik E , dan saat terjadi 

deformasi perpindahannya sebesar  w z dz   sepanjang garis BE  dan  u r dr   

sepanjang garis EF . Selanjutnya, dengan mengamati garis EF  dan BE , dapat 

dilihat bahwa titik F  bergerak ke atas sebesar  w r dr   terhadap titik E  dan titik 

B  bergerak ke kanan sebesar  u z dz   terhadap titik E . Dari definisi dasar 

regangan normal dan geser, dapat dinyatakan bahwa regangan normal longitudinal 

yang terjadi adalah sebagai berikut: 

 

z

w

z






 (29) 

 

Untuk regangan geser pada bidang r z  dinyatakan seperti berikut ini: 

 

rz

u w

z r


 
 
 

 (30) 
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Hubungan tegangan / regangan untuk bahan isotropik sama seperti pada persamaan 

(18), sehingga untuk axisymmetric jika dijabarkan seperti berikut : 

 

  

1 0

1 0

1 0
1 1 2

1 2
0 0 0

2

r r

z z

rz rz

v v v

v v v
E

v v v
v v

v
 

 

 

 

 

 
    

       
     

      
         

 (31) 

 

2.7. Radial dan Hoop Stress Cylindrical 

 

 Untuk menyatakan persamaan radial dan hoop stress dengan sifat material 

homogen dan memiliki kondisi batas yang seragam (axisymmetric) dapat 

menggunakan turunan rumus persamaan constitutive dari kondisi  axisymmetric 

(Vullo, 2014). Jika tidak ada beban termal (T const ) dan diasumsikan benda 

silinder berdinding tebal yang memiliki panjang tak berhingga ke arah sumbunya 

dan hanya dikenai gaya permukaan yang bekerja pada jari-jari dalam dan luar, 

persamaan (31) dapat berubah menjadi seperti berikut ini: 

 

1
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1
0

1
0 0

r r

r r

v

E E

v

E E

G

 

 

 

 

 

 
 

    
        

       
 
  

 (32) 

 

Sebagai hasil dari axisymmetric, perpindahan tangensial v  dalam arah garis 

singgung circumferential radius r  adalah nol. Dengan demikian, regangan geser 

r  dan tegangan geser r  juga nol. Dalam kondisi ini, penyelesaian persamaan 

(32) untuk tegangan   memberikan dua hubungan berikut: 
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 2 21 1
r r

E E du u
v v

v v dr r
  

 
    

   
 (33) 

 2 21 1
r

E E u du
v v

v v r dr
   

 
    

   
 (34) 

 

Hubungan ini menyatakan tegangan normal r  dan   sebagai fungsi dari 

regangan normal r  dan   (atau perpindahan radial u ), serta besaran elastis 

bahan (modulus elastisitas dalam tegangan E , dan poisson’s rasio ). Dengan 

menyelesaikan permasalahan (32) untuk r  dan  , turunan   terhadap r  

menghasilkan persamaan kompatibilitas sebagai berikut: 

 

  1 0r
r

d d
v r vr

dr dr




 
       (35) 

 

Persamaan ini berlaku dengan asumsi bahwa besaran elastis E  dan v  tidak 

tergantung pada r  dengan demikian konstan di seluruh silinder. Persamaan 

kompatibilitas yang lebih umum dapat dilihat seperti berikut: 

 

  
1

1 0r
r r

d d d d v
v r vr Er Er

dr dr dr E dr E




 
  

   
         

   
 (36) 

 

Dari persamaan keseimbangan (28) dan kompatibilitas (35), yang merupakan 

persamaan diferensial orde pertama pada dua variabel yang tidak diketahui r  dan 

 , dapat diperoleh persamaan diferensial orde kedua pada satu variabel yang tidak 

diketahui. Ada dua alternatif dalam memilih variabel yang tidak diketahui, yang 

pertama adalah menyatakan tegangan sebagai fungsi perpindahan radial u  melalui 

persamaan kompatibilitas, dan kemudian memasukkan ke dalam persamaan 
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kesetimbangan, sedangkan alternatif kedua adalah dengan mendapatkan   sebagai 

fungsi r  dari persamaan kesetimbangan dan kemudian masukkan ke dalam 

persamaan kompatibilitas. Kedua pendekatan tersebut setara dan mengarah pada 

penyelesaian persamaan yang sangat mirip. Pendekatan pertama akan ditulis seperti 

di bawah ini, dengan asumsi bahwa besaran elastis E  dan v  adalah konstan (tidak 

tergantung pada variabel r ). 

 
2

2 2 21

rd E d u v du vu

dr v dr r dr r

  
   

  
 (37) 

 

Dengan mengembangkan persamaan. (28) dan hubungannya dengan persamaan 

(33) dan (34)  yang ditulis dalam suku u  di dalamnya bersama dengan persamaan 

(37) menghasilkan persamaan diferensial homogen orde dua seperti berikut dalam 

hal perpindahan  u u r : 

 
2

2 2

1
0

d u du u

dr r dr r
    (38) 

 

Dengan mengintegrasikan persamaan (38) diperoleh persamaan sebagai berikut: 

 

 
1

0
d d

ur
dr r dr

 
 

 
 (39) 

 

 Hubungan pada persamaan (38) dan bentuk kompaknya pada persamaan 

(39) adalah persamaan diferensial yang mengatur medan perpindahan dalam benda 

silinder yang diperpanjang secara tak terbatas ke arah sumbunya dan dikenai 

tekanan iP  dan oP  yang masing-masing bekerja pada jari-jari dalam dan luar. 
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Dengan mengintegralkan persamaan (39) dua kali dan menetapkan dua konstanta 

integrasi sebagai 1C  dan 2C  memberikan hubungan seperti berikut yang 

menyatakan perpindahan radial u  sebagai fungsi jari-jari r : 

 

2
1

C
u C r

r
   (40) 

 

Dengan menggunakan persamaan (40) dan hubungan geometris pada persamaan 

(26) dan (27)  menjadi: 

 

2
1 2r

Cdu
C

dr r
     (41) 

2
1 2

Cu
C

r r
     (42) 

 

Dengan subtitusi hubungan ini pada persamaan. (33) dan (34) yang ditulis dalam 

terminologi u  diperoleh persamaan berikut untuk tegangan r  dan   sebagai 

fungsi jari-jari r : 

 

   
1 2

21 1
r

EC EC

v r v
  

 
 (43) 

   
1 2

21 1

EC EC

v r v
  

 
 (44) 

 

Dengan menggabungkan konstanta, sehingga didapatkan: 

 

 
1

1

EC
A

v



      dan     

 
2

1

EC
B

v



 (45) 
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Dari persamaan (43) dan (44) diperoleh hubungan berikut yang menyatakan 

tegangan normal sebagai fungsi dari r , tetapi dalam bentuk yang lebih kompak: 

 

2r

B
A

r
    (46) 

2

B
A

r
    (47) 

 

Persamaan (46) dan (47) secara umum dikenal dengan persamaan Lame’s, 

hubungan ini menunjukkan bahwa tegangan normal r  dan   bervariasi secara 

hiperbola kubik sepanjang ketebalan dinding silinder. Hubungan ini juga dapat 

disimpulkan dengan mempertimbangkan persamaan keseimbangan (28) dan relasi 

ketiga dari generalisasi hukum Hooke. Dengan asumsi ( 0z  ) yang diperoleh 

untuk silinder dengan ujung terbuka, jika tidak ada regangan longitudinal z  dan 

harus memiliki ( r const   ), dan konstanta ini dapat diganti dengan 2A , 

sehingga ( 2r A   ). Dari Persamaan (28) dapat diperoleh: 

 

 2r
r

d
r A

dr


   (48) 

 

dan dengan demikian, 

 

 

 
2

r

r

d A dr

A r






 


 (49) 

 

Dengan mengintegralkan persamaan (49) dan menetapkan konstanta integrasi 

sebagai B , diperoleh: 

 

 ln 2ln lnrA r B     (50) 
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Akibatnya, berpindahnya dari logaritma ke fungsi, maka diperoleh: 

 

  2r

B
A

r
   (51) 

 

 A  dan B  adalah konstanta integrasi yang dihitung dengan menerapkan 

kondisi batas. Dengan demikian, jika benda silinder dikenai tekanan iP  dan oP , pada 

permukaan luar dan dalam, dapat diperhatikan bahwa tegangan dianggap positif 

jika tarik dan negatif jika tekan sehingga dituliskan sebagai berikut: 

 

, ir r r iP         dan     , or r r oP     (52) 

 

Persamaan (52) dapat berubah menyesuaikan dengan persamaan (46) dan (47), 

sehingga menjadi: 

 

2i

i

B
P A

r
    (53) 

2o

o

B
P A

r
    (54) 

 

Untuk A  dan B , dapat diperoleh dari dua konstanta integrasi, sebagai fungsi dari 

tekanan dan jari-jari dalam dan luar, yaitu: 

 
2 2

2 2

i i o o

o i

Pr P r
A

r r





     dan     

  2 2

2 2

i o i o

o i

P P r r
B

r r





 (55) 

 

Sehingga persamaan untuk radial dan hoop stress pada cylinder homogen adalah 

sebagai berikut: 

 

 

 

2 22 2

2 2 2 2 2

i o i oi i o o
r

o i o i

P P r rPr P r

r r r r r

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 (56) 
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 

 

2 22 2

2 2 2 2 2

i o i oi i o o

o i o i

P P r rPr P r

r r r r r



 

 
 (57) 

 

2.8. Radial dan Hoop Stress Pada FGM 

 

 Perhitungan radial dan hoop stress pada FGM menggunakan koordinat 

cylindrical seperti pada Gambar 2.12 dengan koordinat radial r  dan koordinat 

displacement u . R adalah jari-jari terluar silinder sehingga didapatkan nilai vektor 

koordinatnya sebagai berikut: 

 

rr
R

  (58) 

uu
R

  (59) 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.12. Koordinat dan stress pada cylindrical 

 

Radial dan hoop stress pada FGM menggunakan asumsi plane-strain sehingga 

persamaan keseimbangan stress-nya adalah sebagai berikut: 

 

u

r
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r
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Untuk menentukan stress yang ada pada FGM pada persamaan ini, diasumsikan 

jenis material yang digunakan adalah isotropic dengan nilai poisson’s ratio yang 

konstan dan nilai modulus Young yang bervariasi secara radial dengan 

menggunakan fungsi pangkat (Tutuncu dan Oztruk, 2001). Adapun persamaanya 

sebagai berikut: 

 

( )r oE E r  (63) 

 

Dimana oE  adalah nilai modulus Young pada permukaan terluar ( 1r  ), dan 

adalah konstanta gradien ketidakhomogenan. Dengan mengikuti kondisi 

keseimbangan pada plane-strain, didapatkan persamaan constitutive sebagai 

berikut : 

 

11 12r rC C      (64) 

12 11 12rC C C         (65) 

 

Dimana, 

 

 

  11 11

1

1 1 2

oE v
C c r r

v v

 
 

      

 (66) 

  12 12
1 1 2

oE v
C c r r

v v

 
 

      

 (67) 

 

Persamaan keseimbangan non trivial adalah sebagai berikut: 

 

0rrd

dr r

  
   (68) 

 

Dari persamaan (58) – (67), persamaan (68) berubah menjadi seperti berikut: 

 

   2 *" ' 0r u ru v u       (69) 
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Nilai 
*v  adalah nilai possion’s ratio dalam bentuk penyederhanaan dalam 

persamaan (69), dimana  * / 1v v v  . Persamaan (69) dapat diselesaikan dengan 

persamaan Chaucy-Euler orde ke-2, dengan asumsi solusi sebagai berikut: 

 
mu r  (70) 

1mdu
mr

dr

  (71) 

 
2

2

2
1 md u

m m r
dr

   (72) 

 

Dari persamaan (69) – (72), didapatkan persamaan karakteristiknya sebagai berikut: 

 

 2 * 0m m v      (73) 

 

dan akar-akarnya adalah sebagai berikut: 

 

  2 *

1
1 4

2
m v        (74) 

  2 *

2
1 4

2
m v        (75) 

 

Persamaan (73) merupakan persamaan karakteristik, dimana untuk menyelesaikan 

variabel m , ada tiga kasus khusus yang sesuai dengan formula Euler-Chaucy. 

Kasus-kasus tersebut yaitu: 

1. Akar real dan berbeda. Kondisi ini terjadi jika didapatkan nilai m  real yang 

berbeda ( 1 2m m ), sehingga solusinya adalah sebagai berikut: 

 
1 2m mu Ar Br   (76) 

 

2. Akar ganda. Kondisi ini terjadi jika didapatkan nilai m  real yang sama

1 2( )m m m  , sehingga untuk akar ganda solusinya adalah sebagai berikut: 



46 

 

 ln mu A B r r   (77) 

 

3. Akar kompleks. Kondisi ini terjadi jika didapatkan nilai m  bentuk imajiner

1(m x yi  , 2 )m x yi  , sehingga untuk akar kompleks solusinya dalah 

sebagai berikut: 

 

    cos ln sin ln xu A y r B y r r   (78) 

 

Sebagian besar material memiliki sifat v  yang memenuhi 0 0,5v  . Karena 

*0 1v  , nilai 
*v  memenuhi 

*0 1v   dan 
*20 1v  . Sehingga nilai dalam akar 

kuadrat pada persamaan (74) dan (75) adalah sebagai berikut: 

 

     
2

2 * 2 * *24 2 4 1 0v v v            (79) 

 

Karena hasil dari persamaan (79) tersebut, akar-akar yang didapatkan dari formula 

Euler-Chaucy hanya akan didapatkan kondisi akar real dan berbeda. Dimana nilai 

A  dan B , pada persanaan (76) adalah parameter yang tidak diketahui. 

 

 Penelitian yang dilakukan oleh Tutuncu dan Oztruk (2001) menuliskan 

persamaan untuk penurunan rumus pada radial dan hoop stress cylindrical FGM. 

Penelitian tersebut menyatakan tentang exact solution distribusi radial dan hoop 

stress cylindrical dan digunakan untuk kondisi batas internal pressure yang dapat 

dituliskan seperti persamaan (80) dan (81). 

 

 r
a P

R
    (80) 

   1 0r r
R

R
    (81) 
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Dari kondisi batas pada persamaan (80) dan (81) tersebut, parameter A dan B  untuk 

solusi Euler-Chaucy diperoleh seperti pada persamaan (82) dan (83). 

 

    

      
1 2

1

1

1 1 2

1
m m

o

aP v v
R

A
a aE v v m

R R



 
 

 
   

 

 (82) 

    

      
1 2

1

2

1 1 2

1
m m

o

aP v v
R

B
a aE v v m

R R



 


 
   

 

 (83) 

 

Dari persamaan (82) dan (83), diperoleh formula radial dan hoop stress seperti pada 

persamaan (84) dan (85). 

 

   

   

1 2

1 2

1
1m m

r m m

aP r r r
R

a a
R R









 



 (84) 

   

       
1 2

1

1 2

1 21 1
m m

aP
R

a a m v v m v v
R R





 






 

            
 

 (85) 

 

dimana 

 

   1

1 2 11 1 1
m

r m v v m v             (86) 

   2

2 1 21 1 1
m

r m v v m v             (87) 
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III. METODE PENELITIAN 

 

 Perhitungan radial dan hoop stress pada cylindrical FGM dilakukan untuk 

mengetahui distribusi tegangan yang terjadi sepanjang ketebalan silinder. Selain itu, 

penelitian ini bertujuan untuk mengetahui pembaruan pada penurunan rumus radial 

dan hoop stress yang terjadi akibat kondisi batas (internal pressure) yang bekerja 

pada cylindrical FGM. Tidak hanya itu, penelitian ini juga membandingkan antara 

perhitungan analitik dengan simulasi numerik (FEM) dan juga hasil percobaan 

(experiment) distribusi tegangan yang terjadi di dalam cylinder. 

 

 Dalam metodenya, penelitian ini terbagi menjadi tiga jenis metode: 

penyelesaian analitik, simulasi numerik, dan eksperimen. Simulasi numerik (FEM) 

dengan asumsi axisymmetric digunakan sebagai pembanding terhadap penyelesaian 

analitik cylindrical FGM. Simulasi numerik juga memiliki tujuan lain yakni untuk 

dapat menjadi solusi alternatif dalam memperoleh distribusi radial dan hoop stress 

pada geometri berklasifikasi axisymmetric yang kompleks atau sangat sulit untuk 

memperolehnya dengan menggunakan penyelesaian analitik. Hasil penelitian 

secara eksperimen juga digunakan sebagai pembanding untuk memperkuat 

penyataan pembaruan persamaan analitik tersebut, agar dapat dipercaya 

keabsahannya dari penelitian ini. Hasil eksperimen yang digunakan adalah 

penelitian yang telah dilakukan sebelumnya dengan topik dan subject yang sama 

dengan  penelitian ini yaitu distribusi radial dan hoop stress yang terjadi akibat 

internal pressure pada geometri cylindrical.
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3.1.  Metode 

 

 

Gambar 3.1. Alur Penelitian 
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 Metode yang digunakan dalam penelitian ini yakni penyelesaian analitik, 

simulasi numerik dan membandingkannya dengan hasil eksperimen dari penelitian 

lainnya yang relevan. Alur yang digunakan pada penelitian dapat dilihat pada 

Gambar 3.1. Untuk mempermudah dalam memahami isi alur dalam penelitian ini, 

Pendeskripsian penelitian secara umum dapat dikategorikan seperti berikut ini: 

 

1. Studi Literatur.  

Pada bagian ini, dilakukan observasi terkait FGM baik secara 

sistematis, umum, terfokus dan ilmiah sehingga dari kegiatan observasi ini 

didapatkan tujuan-tujuan ilmiah penelitian sebelumnya yang telah dilakukan. 

Selain itu, pada bagian ini juga bertujuan untuk mendapatkan celah sehingga 

dapat dilakukan improvisasi ataupun pembaruan terkait topik penelitian ini. 

Dari beberapa referensi yang digunakan pada penelitian kali ini, terdapat 2 

referensi inti (core reference). Kedua referensi inti tersebut adalah penelitian 

dilakukan oleh Tutuncu dan Oztruk (2001) dan Caela (2017). 

 

2. Evaluasi dan Pembaruan.  

Pada bagian ini, ditemukan celah untuk improvisasi dari referesi yang 

digunakan, dimana referensi tersebut adalah first exact solution FGM pressure 

vessels yang menjadi referensi inti pada penelitian ini. Celah improvisasi ini 

didapatkan saat proses mempelajari lebih dalam referensi tersebut, dan pada 

referensi tersebut terdapat ketidaksesuaian hasil yang diungkapkan. 

Ketidaksesuaian hasil data terjadi pada saat penggunaan nilai   (nilai 

ketidakhomogenan FGM). Penyebab ketidaksesuaian hasil tersebut 

dikarenakan terdapat kekeliruan dalam penurunan persamaan yang digunakan. 
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3. Komparasi dan Validasi.  

Pada tahap ini, dilakukan pembaruan pada persamaan analitik dan 

dilakukan komparasi beserta pembahasan terkait valid atau tidaknya hasil dari 

pembaruan persamaan tersebut. Ada 2 macam komparasi yang dilakukan, 

simulasi numerik (FEM) dan ekperimen dari referensi yang digunakan. Studi 

eksperimen distribusi tegangan pada silinder digunakan sebagai pembanding 

untuk komparasi dari segi eskperimen. Hasil dari referensi tersebut digunakan 

karena pembebanan yang terjadi sama yakni internal pressure. Sampel 

kedalaman dalam pengambilan data juga cukup merata, sehingga dirasa cocok 

untuk mewakili dari segi hasil eksperimen. 

 

3.2. Pengamatan Peubah 

 

 Secara garis besar, pengamatan peubah yang dilakukan dalam penelitian ini 

meliputi beberapa hal. Pertama, penelitian ini menunjukkan perbedaan ataupun 

komparasi antara isi dari referensi first exact solution FGM pressure vessels 

(persamaan pada jurnal) dengan simulasi numerik (FEM). Selanjutnya, dilakukan 

pengembangan pembaruan persamaan untuk menghitung distribusi radial dan hoop 

stress pada cylindrical FGM secara analitikal yang divalidasi dengan simulasi 

numerik (FEM).  

 

 Kedua, untuk lebih menguatkan hasil pengembangan persamaan tersebut 

dilakukan juga komparasi antara hasil dari pembaruan persamaan analitik dengan 

hasil eksperimen yang berasal dari penelitian lain yang relevan. Hal ini bertujuan 

agar pembaruan persamaan tersebut dapat diterima keabsahannya dan dapat 

digunakan secara universal. 
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3.2.1. Komparasi Jurnal 

 

Pengamatan peubah yang pertama yaitu membandingkan antara hasil 

yang dikemukakan dari referensi inti first exact solution FGM pressure vessels 

(bagian cylindrical) dengan simulasi numerik (FEM). Referensi ini adalah 

penelitian pertama yang menyatakan analisis secara analitik pada pressure 

vessel FGM. Isi dari referensi ini sama dengan persamaan (84)-(87). 

 
Gambar 3.2 Grafik kosong radial dan hoop stress 

 

Untuk mempermudah dalam perhitungan radial dan hoop stress, 

perhitungan analitik dilakukan menggunakan aplikasi Matlab. Penggunaan 

Matlab ini agar perhitungan distribusi tegangan dapat dilakukan pada setiap 

parameter nilai   sepanjang ketebalan cylinder sehingga menjadi data array 

yang memiliki nilai tren tertentu. Jika menggunakan Matlab, semua data array 

tersebut mudah didapatkan dan lebih efisien. Source code Matlab yang 

digunakan pada penelitian ini dapat dilihat pada lampiran A. Hasil data output 

dari Matlab dimasukkan ke dalam Tabel 3.1, lalu dibuatkan grafik seperti pada 

Gambar 3.2 untuk setiap data radial dan hoop stress. 
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Tabel 3.1 Data komparasi yang ingin didapatkan antara simulasi FEM dengan 

perhitungan jurnal 

𝜷 𝒓 
Analitik Jurnal FEM Error (%) 

𝝈𝒓/𝑷 𝝈𝜽/𝑷 𝝈𝒓/𝑷 𝝈𝜽/𝑷 Radial Hoop 

 

0,60       

0,65       

0,70       

0,75       

0,80       

0,85       

0,90       

0,95       

1,00       

 

3.2.2. Pembaruan Persamaan Analitik 

 

Pengamatan peubah kedua yaitu pembaruan persamaan analitik. Inti 

dari pengamatan peubah ini adalah pengembangan persamaan baru dari exact 

solution distribusi radial dan hoop stress sepanjang ketebalan pada FGM 

cylindrical. Pembaruan ini dilakukan karena ada celah atau temuan indikasi 

ketidaksesuaian data yang terdapat pada pernyataan oleh Tutuncu dan Oztruk 

(2001). Kesalahan data tersebut berupa tidak sesuainya nilai   (hoop stress) 

pada setiap nilai  . Temuan pembaruan ini juga didapatkan saat mempelajari 

lebih dalam isi dari jurnal tersebut, khususnya mempelajari asal usul penurunan 

persamaan exact solution distribusi radial dan hoop stress tersebut yang secara 

detail dapat dilihat pada lampiran E. Adapun pembaruan yang dilakukan adalah 

parameter A dan B solusi euler-chaucy menjadi seperti berikut ini: 

 

    

      
1 2

1

1

1 1 2

1
m m

o

aP v v
R

A
a aE v v m

R R



 
 

 
   

 

 (88) 
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    

      
1 2

1

2

1 1 2

1
m m

o

aP v v
R

B
a aE v v m

R R



 


 
   

 

 (89) 

 

Perbedaan pada pengembangannya ini hanya berubahnya symbol 

variabel. Symbol variabel yang berubah adalah iR  sebagai jari-jari dalam dan 

oR  sebagai jari jari luar cylinder. Titik perbedaan yang signifikan pada 

pembaruan ini terdapat pada persamaan   (hoop stress). Adapun persamaan 

radial dan hoop stress hasil pembaruan adalah sebagai berikut: 

 

   

   

1 2

1 2

1
m m

r m m

aP r r r
R

a a
R R









 



 (90) 

   

       
1 2

1
1

1 2

1 21 1
m m

aP r
R

a a m v v m v v
R R






 



 


 

            
 

 (91) 

 

dengan, 

 

   2

1 1 21 1
m

r m v v vm v             (92) 

   1

2 2 11 1
m

r m v v vm v             (93) 

 

 Simulasi numerik digunakan sebagai pembanding terhadap hasil 

analitik. Simulasi numerik sendiri digunakan karena hasil yang diperoleh dari 

simulasi numerik mendekati kondisi nyata. Model simulasi numerik dalam 

menganalisa FGM cylinder disamakan dengan yang telah dilakukan pada 

penelitian Ghasemi, (2014). Adapun model yang digunakan pada penelitian ini 

adalah seperti pada Gambar 3.3. 
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Jari – jari dalam ( iR ) : 30 mm 

Jari – jari luar ( oR ) : 50 mm 

r  : 0,6 – 1 

  : -2, -1, 0, 1, dan 2  

 

Gambar 3.3. Model 

 

ASNSY APDL digunakan dalam simulasi numerik (FEM) sebagai 

pembanding hasil dari radial dan hoop stress. Tahap pada ANSYS APDL 

terbagi menjadi 3, yaitu PreProcessing, Solution, dan PostProcessing. 

Penjelasan dari tahap-tahap dalam ANSYS APDL yang digunakan adalah 

sebagai berikut: 

1. PreProcessing 

Pada PreProcessing dilakukan simulasi structural, dengan 

menggunakan elemen type PLANE183. Elemen PLANE183 ini memiliki 

kelebihan dan cocok digunakan untuk mendapatkan radial dan hoop 

stress cylindarical FGM ini karena memiliki option untuk qudrilateral 

node displacement dan sifat-sifat dari axysimmetric seperti yang ada pada 

Gambar 3.4. 

2
  m

m
 

30  mm 

100  mm 
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Gambar 3.4. PLANE183 

 

PLANE 183 juga memiliki input material properties young’s modulus 

E  dan poisson’s ratio v . Untuk simulasi numerik, sifat material 

ditentukan secara berlapis yang rapat untuk memanipulasi sifat gradual 

yang diakibatkan oleh nilai  , selanjutnya dilakukan automatic meshing 

menggunakan meshing tool dengan hasil seperti pada gambar 3.5. Nilai 

modulus Young’s yang digunakan pada tiap lapisnya mengikuti fungsi 

pangkat pada persamaan (63). 

 

Gambar 3.5. hasil meshing cylindrical FGM 
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2. Solution 

Pada solution, silinder FGM di bagian inner surface diberikan 

pembebanan internal pressure dan setiap ujung silinder diberikan fix 

support terhadap sumbu-Y (untuk memperkuat statement tegangan 

seragam pada sumbu longitudinal) seperti pada Gambar 3.6.  

 

Gambar 3.6. Pemberian kondisi batas dan pathing 

 

3. PostProcessing 

Pada postprocessing path dibuat pada bagian tengah geometri 

dengan asumsi nilai distribusi tegangan sepanjang sumbu-Y 

(longitudinal) seragam. Path ini digunakan sebagai sumber dalam 

pengambilan data radial stress maupun hoop stress yang akan diambil 

sepanjang ketebalan r  silinder seperti Gambar 3.6. Hasil yang diambil 

adalah X-direction stress ( SX =radial stress) dan Z-direction stress ( SZ

=hoop stress). sehingga didapatkan grafik data distribusi radial stress 

dan hoop stress sepanjang ketebalan seperti pada Gambar 3.7. 

𝑃𝑎𝑡ℎ 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 1 

𝑃𝑎𝑡ℎ 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟 2 
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Gambar 3.7. Contoh grafik hasil simulasi numerik ANSYS APDL 

 

Setelah hasil penyelesaian simulasi numerik diperoleh, nilai radial dan 

hoop stress yang berbentuk array dimasukkan ke dalam Tabel 3.1 dan 3.2. 

Pada tabel tersebut dihitung pula hasil error yang terjadi. Tidak hanya itu, hasil 

dari analittik dan simulasi juga dibuatkan grafik agar trend nilai yang terjadi 

dapat dilihat seperti pada Gambar 3.2. Source code digunakan untuk 

mempermudah pengerjaan simulasi numerik ANSYS APDL seperti pada 

lampiran C. 

 

Tabel 3.2 Data komparasi yang ingin didapatkan antara persamaan pembaruan 

dan FEM 

𝜷 𝒓 
Analitik Pembaruan FEM Error (%) 

𝝈𝒓/𝑷 𝝈𝜽/𝑷 𝝈𝒓/𝑷 𝝈𝜽/𝑷 Radial Hoop 

 0,60       

0,65       

0,70       

0,75       

0,80       

0,85       

0,90       

0,95       

1,00       
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Sama seperti sebelumnya pada komparasi isi jurnal dan hasil yang 

dikemukakan jurnal Tutuncu dan Oztruk (2001), untuk mempermudah dalam 

perhitungannya digunakan aplikasi Matlab. Source code Matlab persamaan 

pembaruan ini dapat dilihat pada lampiran B. Hasil distribusi radial dan hoop 

stress dari output Matlab dimasukkan ke dalam Tabel 3.3, lalu dibuatkan grafik 

seperti pada Gambar 3.2 agar terlihat tren dari grafik tersebut. 

 

Tabel 3.3 Data kosong uji konvergen 

r 
Jumlah Elemen Sepanjang Ketebalan (n) 

2 4 8 20 40 80 160 200 

0,60         

0,64         

0,68         

0,72         

0,76         

0,80         

0,84         

0,88         

0,92         

0,96         

1,00         

 

Namun, sebelum melakukan simulasi numerik (FEM) perlu dilakukan 

uji kovergen. Pengujian ini bertujuan agar data yang didapatkan sudah 

menggunakan proses yang efektif. Proses yang efektif ini berfokus pada proses 

meshing untuk menentukan apakah jumlah element yang digunakan telah 
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cukup dan efektif. Pada penelitian ini untuk menentukan uji konvergen dapat 

dilakukan dengan mencari nilai distribusi radial stress sepanjang ketebalan 

cylinder. Nilai Rasio panjang element berbanding ketebalan cylinder yang 

digunakan adalah 0.5, 0.25, 0.125, 0.05, 0.025, 0.0125, 0.00625, dan 0.005. 

Sehingga, jumlah elemen (n) yang didapatkan sepanjang ketebalan dengan 

model Ghasemi (2014) (Gambar 3.3) seperti Tabel 3.3.  

 

Selanjutnya, Tabel 3.3 yang telah didapatkan datanya dibuatkan grafik 

agar terlihat tren dari nilai tersebut seperti pada Gambar 3.8. Hasil dari grafik 

tersebut dapat dikatakan konvergen ketika nilainya tidak berubah lagi 

(konvergen). 

 

 
Gambar 3.8 Grafik kosong hasil uji konvergen 

 

3.2.3. Komparasi Eksperimen 

 

Hasil eksperimen radial dan hoop stress dibutuhkan sebagai 

pembanding terhadap hasil usulan analitik distribusi radial dan hoop stress. 



61 

 

Hasil eksperimen bertujuan untuk memperkuat pernyatan usulan persamaan 

analitik tersebut sehingga dapat dipercaya keabsahannya. Hasil eksperimen 

radial dan hoop stress yang digunakan sebagai pembanding menggunakan 

hasil penelitian sebelumnya yang telah dilakukan. Adapun, penelitian yang 

digunakan adalah studi eksperimen distribusi tegangan pada silinder yang 

dilakukan oleh Caela (2017). Referensi ini digunakan karena dianggap cocok 

sebagai hasil yang mewakili metode eksperiment, dimana kondisi batas yang 

terjadi juga sama seperti usulan persamaan analitik yang sedang dilakukan 

serta distribusi pembacaan tegangan sepanjang kedalamannya juga dirasa 

cukup. Penjelasan lebih detail pada referensi yang digunakan seperti berikut 

ini: 

 

1. Model Eksperimen 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.9 Peralatan eksperimen (Caela, 2017) 



62 

 

Penelitian Caela (2017) bertujuan untuk mengetahui distribusi radial 

dan hoop stress sepanjang ketebalan cylinder secara eksperimen. 

Penelitian tersebut menggunakan model berupa cylinder berdiameter 

dalam sebesar 77.5 mm dan diameter luar sebesar 152 mm. Model 

cylinder ditempatkan dalam sumbat lancip yang dilengkapi dengan 10 

pengukur regangan. 10 Pengukur regangan tersebut adalah 5 untuk radial 

strain dan 5 untuk hoop strain.  

 

Spesifikasi alat yang digunakan pada penelitian tersebut antara lain, 

data logging Schlumberger Orion Delta 30 35, strain gauge EA/06-

25OBF-350 dengan GF (gauge factor) 2.075 dan resistansi 352  . 

Gambar 3.9 menunjukkan peralatan yang dipakai pada penelitian 

tersebut seperti berikut ini: 

1) Hydraulic Ram 

2) Space Bar 

3) Dial Gauge 

4) Plug 

5) Lubricating Oil 

6) Thick Cylinder 

7) Strain Gauge 

8) Instrumentation 

 

2. Prosedur Eksperimen 

 

 

Langka kerja dari percobaan tersebut dimulai dari hydraulic ram 

memberikan tekanan sehingga memaksa space bar untuk menekan ke 
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dalam plug yang menghasilkan internal pressure di dalam cylinder. 

Hydraulic ram yang kedua berisi lubrican melumasi hydraulic ram 

pertama sebelum penambahan penetrasi tekanan yang diukur dengan dial 

gauge. Radial dan hoop strain diukur menggunakan strain gauge dan 

hasilnya diproses ke data logger dimana langsung terbaca regangan 

mikro (microstrain) dari cylinder sehingga otomatis terkalkulasi radial 

dan hoop stress yang terjadi di dalam cylinder.  

 

Pencatatan tekanan dilakukan pada setiap 5 kali penambahan 

penetrasi. Penetrasi yang digunakan adalah kedalaman space bar dalam 

menekan plug. Lima kali pertambahan kedalaman yang digunakan 

adalah 0.96 mm, 1.92 mm, 2.64 mm, 3.26 mm, dan 4.48 mm. Regangan 

diukur setiap 12.5 mm dari jari-jari bagian dalam. Tiga orang diperlukan 

dalam penelitian tersebut, 1 orang untuk mengoperasikan hydraulic ram, 

1 orang untuk melumasi hyraulic ram, dan 1 orang lagi untuk membaca 

kenaikan tekanan yang terjadi pada dial gauge dan regangan pada data 

logger 

 

3. Hasil Eksperimen 

 

Hasil dari eksperimen ini adalah nilai radial dan hoop stress pada 

setiap titik penempatan strain gauge dan setiap penetrasi yang 

digunakan. Berdasarkan isi penelitian tersebut, Nilai Young’s Modulus 

dari material tersebut adalah sebesar 208
2kN mm dan untuk Poisson’s 

ratio sebesar 0.3. Hasil pembacaan regangan oleh data logging dapat 

dilihat pada Tabel 3.5. 
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Tabel 3.4 Raw data pembacaan data logger (Caela, 2017) 

Penetration 

depth (mm) 

 

0.96 

 

 

1.92 

 

2.64 

 

3.26 

 

4.48 

Channel nº Strain gauges readings 

1 -11 -30 -44 -55 -80 

3 -16 -41 -61 -77 -111 

5 -25 -55 -79 -99 -144 

7 -30 -78 -117 -151 -220 

9 -37 -110 -200 -264 -334 

11 53 110 155 198 271 

13 61 128 180 227 312 

15 69 149 210 265 366 

17 77 178 251 317 439 

19 94 222 313 398 551 

 

Tabel 3.4 menampilkan data mentah dari alat instrumentasi yang 

digunakan, dimana data tersebut berupa nilai regangan yang terjadi pada 

setiap titik. Channel pada Tabel 3.4 merupakan port connection yang 

digunakan pada perangkat instrumentasi. Channel nomor 1,3,5,7, dan 9 

bersumber dari strain gauge pada posisi 140,5 mm, 128 mm, 115,5 mm, 

103 mm, dan 90.5 mm untuk pembacaan regangan radial. Sedangkan, 

channel nomor 11,13,15,17, dan 19 bersumber dari strain gauge pada 

posisi 140,5 mm, 128 mm, 115,5 mm, 103 mm, dan 90.5 mm untuk 

pembacaan regangan hoop. Untuk memudahkan dalam memahami raw 

data output dari data logger yang terjadi pada Tabel 3.4, sebuah Tabel 

dibuatkan tersendiri yang dapat dilihat pada Tabel 3.5. 
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Tabel 3.5. Pembacaan regangan sepanjang kedalaman dan penetrasi 

r 

(mm) 

Jenis 

strain 

Pembacaan strain gauge pada setiap penetrasi ( m ) 

0.96 mm 1.92 mm 2.64 mm 3.26 mm 4.48 mm 

90,5 
r  -37 -110 -200 -264 -334 

  94 222 313 398 551 

103 
r  -30 -78 -117 -151 -220 

  77 178 251 317 439 

115,5 
r  -25 -55 -79 -99 -144 

  69 149 210 265 366 

128 
r  -16 -41 -61 -77 -111 

  61 128 180 227 312 

140,5 
r  -11 -30 -44 -55 -80 

  53 110 155 198 271 

 

Untuk mendapatkan tegangan baik radial maupun hoop, Nilai 

regangan yang terdapat pada Tabel 3.5 dikalkulasi terlebih dahulu 

menggunakan persamaan tegangan regangan pada bidang cylindrical. 

Persamaan untuk kalkulasi tersebut seperti pada persamaan (94) dan (95). 

 

Tabel 3.6. Pembacaan stress sepanjang kedalaman dan penetrasi 

r 

(mm) 

Jenis 

strain 

Pembacaan stress pada setiap penetrasi 

0.96 mm 1.92 mm 2.64 mm 3.26 mm 4.48 mm 

90,5 
r       

       

103 
r       

       

115,5 
r       

       

128 
r       

       

140,5 
r       

       
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Hasil kalkulasi radial dan hoop stress yang telah dilakukan menggunakan 

persamaan (94) dan (95) selanjutnya dimasukkan ke dalam Tabel 3.6. 

Data pada Tabel 3.6 dibuatkan grafik seperti pada Gambar 3.2. 

 

 21
r r

E
v

v
   


 (94) 

 21
r

E
v

v
    


 (95) 

 

Terdapat kendala untuk mengkomparasi dengan analitik maupun 

simulasi numerik. Kendala tersebut adalah sulit untuk mengetahui 

pembebanan yang digunakan. Pembebanan pada kasus ini adalah 

internal pressure, dimana pada referensi eksperimen yang digunakan 

tidak spesifik menentukan besaran internal pressure yang terjadi pada 

dinding cylinder.  

 

Namun, penelitian ini hanya menyatakan penambahan panjang 

space bar yang terjadi. Oleh karena itu, untuk menentukan pembebanan 

(internal pressure) yang terjadi pada penelitian ini digunakan teori 

kondisi batas radial stress pada dinding yang terkena kontak dengan 

tekanan. Adapun teori tersebut dapat dituliskan seperti persamaan (96)  

 

( )r contact P    (96) 

 

 Arti pada persamaan (96) adalah stress yang terjadi pada dinding 

terluar (bisa dinding dalam ataupu luar) nilainya sama namun berlawanan 

(minus) dengan tekanan yang terjadi (bisa internal ataupun external 

pressure). Jadi, untuk menentukan kondisi batas yang terjadi disamakan 
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dengan hasil eksperiment yang terjadi pada dinding terluar cylinder. 

Tetapi, pada ekperiment ini tidak terpasang sensor pembacaan atau strain 

gauge pada dinding terluar tersebut.  

 

Analisis regresi polinom orde 2 dibutuhkan untuk mengetahui 

kondisi tegangan yang terjadi pada dinding terluar tersebut. Regresi 

polinom orde 2 digunakan karena kurva distribusi radial stress selalu 

berbentuk polinom orde 2 atau kurva kuadrat dan tidak pernah berebntuk 

kurva orde 1 ataupun linier. Sebagai contoh dalam pengambilan regresi 

ini seperti pada Gambar 3.10. 

 

 

Gambar 3.10 Regresi hasil eksperimen kedalaman space bar 4.48 mm 

(Caela, 2017) 

 

Untuk memudahkan melakukan analisi regresi polinom orde 2 pada 

penelitian ini digunakan fitur trendline pada Ms.Excel yang selanjutnya 

ditampilkan equation polimom orde 2 seperti gambar 3.10 sehingga 

besaran internal pressure dimasukkan pada Tabel 3.7. 
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Tabel 3.7 Internal presure setiap kedalaman space bar hasil regresi 

Kedalaman 

Space Bar 
Equation Polinomial orde 2 Internal Pressure (MPa) 

0.96 mm   

1.92 mm   

2.64 mm   

3.26 mm   

4.48 mm   

 

Setelah data eksperimen didapatkan, hasi data analitik dari persamaan 

pembaruan, simulasi numerik (FEM), dan eksperimen dibandingkan satu dan 

lainnya. Source code simulasi numerik (FEM) yang digunakan pada komparasi 

dengan eksperimen dapat dilihat pada lampiran D. Data-data yang sudah 

didapatkan dimasukkan ke dalam Tabel 3.8. dan dibuatkan grafik seperti pada 

Gambar 3.2. 

 

Tabel 3.8 Data komparasi hasil analitik pembaruan, FEM, dan Eksperimen  

𝑷 𝒓 

Analitikal 

(Pembaruan) 
FEM 

Eksperimen 

(Caela, 2017) 

𝝈𝒓 𝝈𝜽 𝝈𝒓 𝝈𝜽 𝝈𝒓 𝝈𝜽 

 90,5       

103       

115,5       

128       

140,5       
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V. PENUTUP 

 

5.1. Kesimpulan 

 

 Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, dapat ditarik kesimpulan 

seperti berikut: 

1. Persamaan analitik distribusi radial dan hoop stress pada cylindrical FGM 

dengan mudah didapatkan dengan menggunakan dasar dari fungsi pangkat 

( )( )r oE E r  dalam menentukan properties material, dengan catatan 

pembebanan yang diberikan adalah internal pessure. Hasil komparasi usulan 

persamaan (90)-(93) dengan FEM memiliki nilai error maksimum sebesar 

2,77%, sehingga dapat dikatakan valid. Adapun penggunaan FGM (nilai  ) 

memiliki efek untuk mengurangi lateral stress dan residual stress, sehingga 

pada geometri cylinder mengakibatkan distribusi radial stress menuju linear 

dan distribusi hoop stress menjadi konstan. 

 

2. Simulasi numerik (FEM) yang menggunakan metode material berlapis (partisi)  

rapat yang menyerupai FGM, dan asumsi axisymmetric plane strain sehingga 

berbentuk 2D dapat menjadi solusi alternatif untuk analisis distribusi radial 

dan hoop stress cylindrical FGM. Solusi alternatif ini sangat membantu untuk 

menganalisis distribusi radial dan hoop stress pada geometri FGM cylindrical 

yang kompleks dan tidak mungkin dianalisis secara analitik. Hal tersebut 

terbukti dari hasil komparasinya dengan perhitungan analitik yang 

mendapatkan nilai error di bawah 2,77%. 
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3. Hasil komparasi antara perhitungan analitik pembaruan, simulasi numerik 

(FEM), dan eksperimen mendapatkan hasil yang sangat baik. Hasil yang sangat 

baik tersebut karena tren yang serupa terjadi pada ketiga metode tersebut. 

Namun, hasil eksperimen untuk radial stress pada beberapa kondisi terjadi 

sedikit perbedaan khususnya bagian tengah cylinder. Hal tersebut karena 

terjadi efek domino hubungan regangan radial dan hoop, serta analisi regresi 

kuadratik yang sedikit kurang tepat dalam menentukan pembebanan yang 

terjadi. Indikasi pembacaan strain gauge yang kurang akurat pada posisi radial 

juga diduga penyebab hal tersebut terjadi. 

 

5.2. Saran 

 

 Dari semua proses penelitian yang telah dilakukan, ada beberapa saran 

untuk keberlanjutan penelitan terkait topik ini antara lain: 

1. Kondisi thermal perlu dipertimbangkan pada analisis baik analitik, numerik, 

maupun eksperimen karena thermal stress sangat berpengaruh pada 

stress/strain yang terjadi pada FGM cylindrical.  

 

2. Perlu menambahkan pembanding hasil distribusi radial dan hoop stress secara 

eksperimen selain material homogen (FGM) untuk lebih mengetahui 

pengaplikasian analisis FGM pada kondisi nyata. 

 

3. Persamaan analitik distribusi radial dan hoop stress cylindrical FGM masih 

dapat dikembangkan seperti kondisi pembebanan yang beragam, contohnya 

external pressure dan combine pressure (internal + eksternal). 
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