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ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI HASIL OPERASI KORONA GRAF
LENGKAP SATU TITIK DENGAN GRAF SIKLUS TIGATITIK

Oleh

HABIBAH DELLAFITRIANA JAYANEGARA

Misalkan C; adalah himpunan titik-titik yang diberi warna i, yang kemudian
disebut kelas warna, maka [ = {C;, C;, ..., C;} adalah himpunan yang terdiri dari
kelas-kelas warna dari V(G). Kode warna cp(v) dari v adalah k-pasang terurut
(dw, Cy),dw,Cy) , ... ,d(v,Cy)) dengan d(v,C;) = min{d(v,x)|x € C;} untuk
1 <i < k. Jika setiap titik di G mempunyai kode warna yang berbeda, maka c
disebut pewarnaan lokasi dari G. Operasi korona dari graf G dan graf H,
dinotasikan dengan G ©H adalah graf yang diperoleh dari duplikat graf H
sebanyak titik di graf G (duplikat graf H dinyatakan dengan
H;, i =1,23,..,|V(G)|) kemudian setiap titik ke-i di V(G) bertetangga dengan
setiap titik di H;. Bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona graf lengkap satu
titik dengan graf siklus tiga titik y,(K; © tC3) adalah 5 untuk 2 <t < 4,
x.(Ky © tC3) adalah 6 untuk 5 <t <10, y.(K;®© tC;) adalah 7 untuk
11 <t <20, dan y,(K; O tCs) adalah 8 untuk 21 < t < 35.

Kata Kunci: Bilangan Kromatik Lokasi, Operasi Korona Graf, Graf Siklus, Graf
Lengkap.



ABSTRACT

THE LOCATING CHROMATIC NUMBER RESULTS OF CORONA
PRODUCT OF ONE POINT COMPLETE GRAPH WITH
THREE POINT CYCLE GRAPH

Oleh

HABIBAH DELLAFITRIANA JAYANEGARA

Let C; is a set of vertices receiving color i, which is then called the color class,
then IT = {Cy, C,,..., C,} is a partition of V(G). The color code c(v) of vertex v
in G is the ordered k —tuple (d(v,C,), d(v,Cy), ...,d(v,C) where d(v,C;) =
min{d(v,x)|x € C;} for 1 <i < k. If all distinct vertices of G have distinct
color codes, then c is called a locating coloring of G . For any given graphs G and
H, define the corona product G © H between G and H as the graph obtained from
G and H by taking one copy of G and |V (G)| copies of H and then joining all the
vertices of the i®" -copy of H with the i**-vertex of G. The locating chromatic
number of the corona product y; (K; © tC3)is5for2 <t <4, y.(K; © tC3)is
6 for5<t<10, y,(K;© tC3)is7 for 11 <t <20, and y,(K; © tC3) is 8
for21 <t < 35.

Keywords: the locating chromatic number, corona product, cycle graph, complete
graph
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Konsep bilangan kromatik lokasi dari suatu graf merupakan gabungan
perkembangan konsep antara dimensi partisi dan pewarnaan titik dari suatu graf.
Chartrand dkk. telah memperkenalkan konsep dimensi partisi graf pada tahun
1998 dan konsep bilangan kromatik lokasi graf pada tahun 2002. Penentuan
bilangan kromatik lokasi didasarkan oleh banyaknya warna minimum yang
digunakan dalam pewarnaan lokasi dengan kode warna yang berbeda di setiap

titik pada graf tersebut.

Pada tahun 1998, Chartrand dkk. mengenalkan dimensi partisi untuk titik yang
bertetangga dapat diberikan warna yang sama atau dapat masuk dalam partisi
yang sama. Kemudian diberikan syarat pewarnaan titik yaitu untuk dua titik yang
bertetangga tidak dapat diberikan warna yang sama. Oleh karena itu, konsep
dimensi partisi yang ada di himpunan pembeda dengan diberikan pewarnaan titik

akan menghasilkan konsep bilangan kromatik lokasi.

Bilangan kromatik lokasi diperkenalkan oleh Chartrand dkk. pada tahun 2002.
Banyak peneliti yang mengkaji tentang bilangan kromatik lokasi karena belum
adanya teorema atau algoritma yang berlaku umum untuk menentukan
bilangan kromatik lokasi dari sebarang graf. Untuk menentukan bilangan
kromatik lokasi graf dilakukan dengan banyaknya warna minimum yang
digunakan dalam pewarnaan lokasi dan kode warna yang berbeda di setiap titik

pada graf tersebut.



Pada tahun 2011 Asmiati dkk., telah berhasil mendapatkan bilangan kromatik
lokasi graf amalgamasi bintang. Selanjutnya, Asmiati dkk., (2012) berhasil
menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf kembang api. Pada tahun yang
sama juga, Asmiati dan Baskoro (2012) berhasil mendapatkan karakteristik
semua graf yang memuat siklus berbilangan kromatik lokasi tiga. Kemudian,
Baskoro dan Asmiati (2013) telah mendapatkan karakterisasi semua pohon
berbilangan kromatik lokasi tiga. Pada tahun 2014 Asmiati mendapatkan
bilangan kromatik lokasi pada graf amalgamasi bintang tak homogen.
Selanjutnya, Asmiati (2016) meneliti bilangan kromatik lokasi pada graf ulat tak
homogen. Salah satu operasi pada graf adalah operasi korona yang diperkenalkan

oleh Fucht dan Harary pada tahun 1970.

Pada penelitian ini akan dikaji bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona

graf lengkap dengan graf siklus.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi hasil operasi

korona graf lengkap satu titik dengan graf siklus tiga titik.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. menambah pemahaman tentang bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona
pada graf lengkap dengan graf siklus.

2. sebagai bahan referensi penelitian selanjutnya tentang bilangan kromatik

lokasi hasil operasi korona dari suatu graf.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Konsep dasar graf yang diambil dari (Deo,1989). Graf G adalah himpunan yang
terdiri dari VV dan E, dimana V(G) adalah himpunan tak kosong dari elemen yang
disebut titik (vertex) dan E (G) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (u, v)
dimana u,v € V(G), yang disebut sisi (edge). Untuk penyederhanaan penulisan
sisi e = (u,v) € E(G) dapat ditulis e = uv € E(G) dan graf G = (V,E)
dapat ditulis graf G. Dengan kata lain, titik menggambarkan objek-objek tertentu
dan sisi menggambarkan hubungan antara objek-objek tersebut. Jika terdapat
sebuah sisi antara u dan v, yaitu e = uv € E maka titik u dikatakan
bertetangga (adjacent) dengan titik v sedangkan sisi e dikatakan melekat

(incident) dengan titik u dan v.

@ I
e

Gambar 1. Contoh Graf G dengan 6 titik dan 7 sisi

Graf pada Gambar 1 merupakan graf G dengan himpunan titik
V = {vy, V5,3, V4, Vs, Vg} dan himpunan sisi E = {e;, e,, €3, €4, €5, €¢,€,}. Dua
titik pada graf G dikatakan bertetangga bila keduanya terhubung dengan suatu
sisi. Suatu sisi dikatakan menempel dengan suatu titik v, jika titik v merupakan

salah satu titik ujung dari sisi tersebut. Titik v, bertetangga dengan v, dan vs



sedangkan v; dan v, menempel dengan e,. Sebaliknya, sisi e, menempel pada

titik v; dan titik v, . Himpunan tetangga dari v, adalah N (v,)= {v,, v3, vs, v5}.

Derajat suatu titik v pada graf G adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik
v yang dinotasikan dengan d(v). Daun adalah titik yang berderajat satu. Derajat
masing-masing titik pada Gambar 1 adalah d(v,) =2,d(v,) = 4,d(v3) =
2,d(v,) =2,d(vs) = 2,d(vg) = 1.

Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Sisi paralel
adalah beberapa sisi yang memiliki dua titik ujung yang sama. Graf yang tidak
memiliki loop dan sisi paralel disebut graf sederhana, pada Gambar 1 bukan
merupakan graf sederhana karena memiliki loop. Pada Gambar 1 terdapat loop

pada titik v, yaitu e;.

Jalan (walk) adalah barisan berhingga dari titik dan sisi yang dimulai dan diakhiri
dengan titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan titik sebelum dan
sesudahnya. Contoh jalan berdasarkan Gambar 1 adalah vg — e; — vg — eg —
v, —e,— Vv, —e —V; —e, — VU, —es — V3. Lintasan (path) adalah jalan yang
melewati titik yang beda-beda dimana titik-titik yang dilewati tepat satu kali pada
suatu graf. Contoh lintasan berdasarkan Gambar 1 adalah v; — e, — v, —e3 —

v3 —64—1)4.

2.2 Graf Lengkap dan Graf Siklus

Graf lengkap adalah suatu graf yang memiliki n titik yang setiap titiknya
mempunyai sisi ke setiap titik di graf. Graf lengkap dengan n titik dilambangkan
dengan K,,. Setiap titik pada K,, berderajat n — 1. Berikut ini merupakan contoh

graf lengkap dengan n titik 4.



Gambar 2. Graf lengkap K4

Graf siklus adalah lintasan tertutup, yaitu lintasan yang memiliki titik awal dan
titik akhir yang sama. Graf siklus dinotasikan dengan C,, dengan n menyatakan

titik dari graf. Berikut ini contoh graf siklus dengan 3 titik (C5).

Vv,

Gambar 3. Graf siklus C;

2.3 Operasi Korona

Operasi korona dari graf G dan graf H, dinotasikan dengan G © H adalah graf
yang diperoleh dari duplikat graf H sebanyak titik yang ada di graf G (duplikat
graf H dinyatakan dengan H; , i = 1,2,3, ..., |V(G)|) kemudian setiap titik ke-i di
V(G) bertetangga dengan setiap titik di H;. Berikut ini diberikan contoh graf hasil

operasi korona K; ® 3C,.



K | Vv, Vs,

(@) (b)

(©)

Gambar 4. (a) Graf K4, (b) Graf siklus C4, (c) Graf hasil operasi korona K; ®3C,

2.4 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Definisi bilangan kromatik lokasi menurut Chartrand dkk. (2002) yaitu misalkan
G = (V,E) adalah graf terhubung dan ¢ suatu pewarnaan sejati di graf G dengan
c(u) # c(v) untuk titik u dan titik v yang bertetangga di graf G. Misalkan C;
adalah himpunan titik-titik yang diberi warna i, yang selanjutnya disebut kelas
warna, maka [[ = {C;, C,, ..., C;;} adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas
warna dari V(G). Kode warna cp(v) dari v adalah k-pasang terurut
(dw, Cy),dWw,Cy) , ... ,d(v,Cy)) dengan d(v,C;) = min{d(v,x)|x € C;} untuk
1 <i < k. Jika setiap titik di G mempunyai kode warna yang berbeda, maka c
disebut pewarnaan lokasi dari G. Bilangan kromatik lokasi dari G, dinotasikan
dengan y;(G) adalah bilangan terkecil k sehingga G mempunyai pewarnaan k

lokasi.

Berikut teorema dasar yang telah dibuktikan oleh Chartrand, dkk. (2002) tentang

bilangan kromatik lokasi.



Teorema 2.1 (Chartrand, dkk. 2002)

Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf G. Jika titik u dan titik v
adalah dua titik yang berbeda pada graf G sedemikian sehingga d(u,w) =
d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v}, maka c(u) # c(v). Secara khusus, jika
titik u dan titik v adalah titik-titik yang tidak bertetangga di G sedemikian
sehingga N(u) = N(v) maka c(u) # c(v).

Bukti :

Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi graf terhubung G dan misalkan ]
= {C;, C,, ..., C;;} adalah partisi dari titik-titik G ke dalam kelas warna C;. Untuk
suatu titik u,v € V(G), andaikan c(u) = c(v) sedemikian sehinggan titik « dan
titik v berada dalam kelas warna yang sama, misal C; dari []. Akibatnya,
(d(u,C;)) =d(w,C;) =0). Karena d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) —
{u,v} maka d(u,C)#d(v,C;) untuk setiap j #i,1<j<k. Akibatnya,

cp(w) = cp(v) sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi. Jadi, c(u) # c(v). [ ]

Akibat 2.1 (Chartrand, dkk. 2002)

Jika G adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan k daun,
maka y,(G) = k + 1.

Bukti :

Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun, yaitu
X1, X2, ., X di G. Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari G
mempunyai warna yang berbeda untuk setiap x;,i=1,2,..,k. Karena v
bertetangga dengan semua x;, maka v harus mempunyai warna yang berbeda

dengan semua daun x;. Akibtanya, y;(G) = k + 1. [
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Gambar 5. Pewarnaan lokasi minimum pada G

Pada Gambar 5 derajat titik maksimumnya mempunyai 3 daun. Berdasarkan
Akibat 2.1 x;(G) = k + 1 dengan k derajat titik maksimum, maka membutuhkan
sekurang-kurangnya 4 warna. Oleh karena itu y;(G) = 4. Misalkan ¢ adalah
pewarnaan titik menggunakan empat warna, pada graf G diberikan kelas warna
sedemikian sehingga diperoleh [1={Cy,C;, C5,C4} dengan
Ci = {v1,V3,V9, 010}, C; = {vy, 04,08}, C5 = {,v5, 07}, dan  C, = {ves}. Oleh
karena itu, diperoleh kode warna sabagai serikut :

cn(ve) = (0,1,2,3); cen(vz) = (1,0,1,2); cn(vs) = (0,1,1,1);

cn(vy) = (1,0,2,2); en(vs) = (1,2,0,2); cn(ve) = (1,2,2,0);

cn(vy) = (1,1,0,3); en(vg) = (1,0,1,4); cn(ve) = (0,1,2,5);

cn(vy) = (0’2’1’4).

Karena setiap titik pada graf G mempunyai kode warna yang berbeda, maka c
adalah pewarnaan lokasi. Akibatnya, x;(G) < 4. Jadi, graf tersebut memiliki

bilangan kromatik lokasi y, (G) = 4.

Teorema 2.2 (Chartrand dkk., 2002)

Pada graf siklus C,,, misalkan n > 3, maka

(3, untuk n ganjil
x(Cr) = {4, untuk n genap

Bukti : Dengan mempertimbangkan dua kasus



Kasus 1

Jika n >3 adalah ganjil. Misal himpunan titik graf siklus
V(C,) = {vq,v,,...,v,} ditetapkan warna 1 untuk v,, warna 2 untuk v; jika i
adalah genap, dan warna 3 untuk v; jika i > 3 dan i ganjil. Berdasarkan Akibat
2.1 perlu ditunjukkan bahwa ini adalah pewarnaan lokasi untuk membuktikan

bahwa y, (C,) = 3. Pertimbangkan dua sub kasus berikut :

Subkasus 1.1

Jika n >4k + 1, dimana k> 1. Untuk 1 <i <k, c(vy) = (2i—1,0,1) dan
untuk k+1<i<2kc(vy)=QRk+2-2i01). Juga, untuk 1<i<
k,c(vy)) = Ri—1,1,0)danuntuk k + 1 < i < 2k, c(vy;) = 2k + 2 —2i,0,1).
Karena vektor-vektor, c(v;) berbeda, sehingga pewarnaan tersebut adalah

pewarnaan lokasi jadi y; (C4r4+1) = 3.

Subkasus 1.2

Jika n = 4k + 3, dimana k = 0. Membuktikan bahwa y;(C,x+1) = 3 caranya

sama seperti pada Subkasus 1.1 .

Kasus 2

Jika n > 4 adalah genap. Misalkan kembali himpunan titik graf siklus V(C,,) =
{vi1, v, V3, ..., v, }. Diberi warna 1 untuk v,, warna 2 untuk v;, warna 3 untuk v;,
jika i =3, i ganjil, dan warna 4 untuk v; jika i =4 dan i genap. Akan

ditunjukkan bahwa pewarnaan lokasi dari C,, adalah y; (C,) = 4.

Subkasus 2.1

Jika n =4k, dimana k>1 untuk 1<i <k, cg(vy41) = (2i,2i —1,0,1).
Dimana k+1<i<2k—1, cy(vyi41) = (4k — 2i,4k — 2i + 1,0,1). Untuk
2<i<kcg(vy)=R2i—12i—-110); dimana k+1<i <2k, cg(vy) =
2k +1 —2i,4k + 2 — 2i,1,0). Karena vektor-vektor dari cy(v;) berbeda.

Pewarnaan tersebut adalah pewarnaan lokasi dan y; (C,;) = 4.
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Subkasus 2.2

Jika n = 4k + 2, dimana k > 1. Pembuktian bahwa pewarnaan tersebut adalah
pewarnaan lokasi sama seperti Subkasus 2.1. Selanjutnya hanya perlu
membuktian bahwa y,(G) = 4, jika n adalah genap. Asumsikan sebaliknya,
bahwa terdapat pewarnaan lokasi ¢ dari C,, memerlukan 3 warna, misalkan 1,2,3
untuk n > 4. Setidaknya terdapat satu warna, misalkan 2 adalah warna bilangan
genap t dari titik C,, dimana 2 <t < g Seperti proses siklus pada C,,. Dimulai
dengan 1, misalkan v;y, vy, ..., Vi, , titik-titik dari C,, yang berwarna 2. Karena
tidak ada 2 titik yang bertetangga, termasuk untuk setiap bilangan bulat dengan

1< ] <t, interval I] = {vin, vl’j+2, ...,vin - 1}

Pertama, akan ditunjukan bahwa tidak ada interval yang memiliki kardinalitas
ganjil untuk 3 atau lebih, untuk asumsi sebaliknya beberapa selang I; memuat
bilangan ganjil pada titik 3 atau lebih. Tanpa menghilangkan secara umum,

Asumsikan bahwa Vi dan Vi, — 1 diberi warna 1. Meskipun demikian,

an(vy; +1) = ep(vyy,, — 1) = (0,1,1) tetapi tidak mungkin.

Kedua, akan ditunjukan bahwa tidak ada selang yang memuat bilangan genap
pada titik-titiknya, untuk asumsikan sebaliknya, bahwa terdapat selang-selang
yang memuat bilangan genap di titik-titiknya. Karena c,;, memiliki susunan
genap, pasti terdapat bilangan genap dari selang yang memuat bilangan genap

pada titik-titiknya. Misal i; dan i, menjadi 2 selang berbeda memuat bilangan

genap dititik-titiknya. Asumsikan, tanpa kehilangan keumuman, bahwa vi; +1
diberi pewarnaan 1. Tepat hanya 1 dari v;, + 1 dan v;, — 1 diberi warna 1, maka

cn(vij + 1) = cp(vij41 — 1) = (0,1,1) kontradiksi.

Akibatnya, semua selang t =§ memuat tepat satu titik. Sehingga, terdapat
bilangan bulat terkecil i;(1<j <>), maka vy + 1 dan vy — 1 diberi warna

yang berbeda, misalkan 1 dan 3 secara berturut-turut. Terdapat bilangan bulat

i, >1i; bahwa v; — 1 diberi warna 3 dan vy + 1 diberi warna 1. Meskipun
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demikian, cy(v;j +1) = cp(vy41 — 1) = (0,1,1). Hasil akhir kontradiksi oleh

karena itu y; (C,,) = 4 jika n adalah genap.



I11. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini akan dilakukan pada semester genap tahun akademik 2021/2022 di
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf hasil operasi korona
K,O tC; untuk t > 2. Jika batas bawah tersebut tidak memenuhi syarat
pewarnaan lokasi, maka dilakukan penambahan warna sedemikian sehingga
syarat pewarnaan lokasi terpenuhi.

2. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf hasil operasi korona
K;O tC; untuk t > 2. Mengkonstruksi pewarnaan sedemikian sehingga
diperoleh minimum pewarnaan yang memenuhi syarat pewarnaan lokasi.

3. Jika batas atas bilangan kromatik lokasi y;(K;O© tC3;) < a dan batas bawah
bilangan kromatik lokasi y;(K,© tC3) = a, maka diperoleh bilangan
kromatik lokasinya, yaitu y, (K;© tC3) = a.

4. Memformulasikan hasil-hasil yang diperolen dalam suatu pernyataan

matematika dan membuktikan hasil-hasil yang diperoleh.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Pada penelitian ini telah berhasil ditentukan dan dibuktikan bilangan kromatik

lokasi hasil operasi korona K; © tC5 sebagai berikut.

untuk2 <t <4
untuk 5 <t <10
untuk 11 <t < 20
, untuk21 <t <35

~

xL(K10tC3) =

-

w N n

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dikembangkan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi
hasil operasi korona graf K;O tC; dengan t € N, serta untuk operasi graf

lainnya.
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