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ABSTRACT 

 

 

ALGORITHM AND PROGRAMMING SOLUTIONS OF 2-

DIMENSIONAL NONLINEAR EQUATION SYSTEMS USING THE 

THREE-ORDER NEWTON METHOD AND THE FOURTH-

ORDER DOUBLE NEWTON-RAPHSON METHOD 
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Danu Kusuma Putra 

 

 

 

 

In this paper, two numerical method algorithms are shown, namely the 

Third Order Newton Method and the Fourth Order Double Newton 

Raphson Method to solve a system of non-linear equations. To implement 

the algorithm, the Mathematica computer program has been used. To 

show the proposed algorithm works, an example of a non-linear system of 

equations is given in this paper. Based on the experimental results, the 

two algorithms provide a solution for a non-linear system of equations 

that approaches the root of the solution, but the Fourth Order Double 

Newton Raphson Method is better at finding the solution. 
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ALGORITMA DAN PEMROGRAMAN SOLUSI SISTEM 
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RAPHSON GANDA ORDE EMPAT 
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Pada skripsi ini, ditunjukkan dua algortima metode numerik yaitu Metode 

Newton Orde Tiga dan Metode Newton Raphson Ganda Orde Empat 

untuk menyelesaikan sistem persamaan non linear. Untuk 

mengimplementasikan algortimanya, program komputer Mathematica 

telah digunakan.  Untuk menunjukan algortima yang diusulkan bekerja, 

diberikan contoh sistem persamaan non linear dalam skripsi ini.  

Berdasarkan hasil percobaan, kedua algortima tersebut memberikan solusi 

sistem persamaan non linear yang menghampiri akar penyelesainnya 

namun Metode Newton Raphson Ganda Orde Empat lebih baik dalam 

mencari hasil solusinya. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Persoalan yang melibatkan model matematika sangat banyak muncul di dalam 

berbagai disiplin ilmu pengetahuan, seperti bidang fisika, kimia, ekonomi, atau 

pada persoalan rekayasa.  Model matematika tersebut muncul dalam bentuk yang 

tidak dapat diselesaikan dengan metode analitik untuk mendapatkan solusi sejati.  

Dalam mengatasi masalah itu diperlukan metode numerik untuk menentukan nilai 

perkiraan atau pendekatan dari penyelesaian analitisnya.  Banyak metode numerik 

yang telah dikembangkan untuk menyelesaikan persoalan non linear seperti, 

Biseksi, Secant, Newton Raphson dan lain-lain. Akan tetapi metode-metode 

tersebut tidak selamanya bisa digunakan dalam menyelesaikan persoalan yang 

ada.  Misalnya metode Newton Raphson dan Secant yang tidak selalu konvergen 

jika nilai awal yang diberikan salah. Meskipun telah dilakukan beberapa 

perbaikan pada metode-metode tersebut. 

 

Pada tahun 2017 penelitian yang dilakukan oleh Yudhi, dkk tentang modifikasi 

metode newton-raphson untuk mencari solusi persamaan linear dan non linear 

menemukan bahwa metode Newton-Raphson dapat dimodifikasi dalam mencari 

solusi persamaan tidak menggunakan turunan pertama. Pada modifikasi ini, 

metode Newton-Raphson diubah menjadi bentuk selisih terbagi (Yudhi, dkk., 

2017). 

 

 

 



2 
 

 

Pada tahun 2018 penelitian yang dilakukan oleh Batarius tentang nilai awal pada 

metode Newton Raphson yang dimodifikasi dalam penentuan akar persamaan.  

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh penentuan nilai awal pada 

metode Newton Raphson yang dimodifikasi dalam menentukan akar persamaan 

yang memiliki satu akar tunggal dan dua akar ganda atau lebih (Batarius, 2018). 

 

Pada tahun 2020 penelitian yang dilakukan oleh Megarani, dkk menyajikan 

sebuah algoritma metode Newton Raphson yang dimodifikasi untuk 

menyelesaikan suatu persamaan fuzzy non linear.  Dalam penelitian digunakan 

Matlab sehingga persamaan tersebut dapat diselesaikan dengan seakurat dan 

sesingkat mungkin dibandingkan dengan metode yang lain (Megarani,dkk., 2020). 

 

Dengan adanya berbagai macam metode penelitian metode Newton Raphson, 

muncul ketertarikan untuk mengkaji lebih dalam metode Newton Raphson dimana 

pada penelitian ini akan dikaji salah satu pengembangan pendekatan numerik 

untuk mencari nilai-nilai yang memenuhi sistem persamaan non linear, yaitu pada 

metode Newton Raphson, yang dikembangkan menjadi metode Newton Orde  

Tiga dan Metode Newton-Raphson Ganda Orde Empat.  Orde disini akan 

menjelaskan kecepatan iterasi sebuah metode Newton dalam mencari akar-akar 

penyelesaian sistem persamaan non linear.  Dengan menentukan algoritma dan 

implementasinya, sistem persamaan non linear akan dapat diselesaikan dengan 

pendekatan yang lebih akurat dan dalam waktu yang lebih singkat dengan metode 

yang sudah ada. 
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1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui kinerja dan efektivitas metode 

Newton Orde Tiga dan Metode Newton-Raphson Ganda Orde Empat dalam 

menyelesaikan sistem persamaan non linear. 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Dari penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat diantaranya: 

1. Memperluas pengetahuan pengembangan keilmuan khususnya dalam 

bidang ilmu matematika mengenai perkembangan dari metode numerik. 

2. Sebagai referensi bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya dan dapat 

memberikan motivasi dalam mempelajari dan mengembangkan ilmu 

matematika khususnya di bidang metode numerik. 



 

 

 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Persamaan Non Linear dan Sistem Persamaan Non Linear 

 

 

 

Persamaan non linear dapat diartikan sebagai persamaan yang memiliki derajat 

suku 2 atau lebih dan jika dibuat grafik akan membentuk kurva atau garis yang 

tidak lurus. Misalkan  f x  adalah suatu fungsi kontinu.  Setiap bilangan x  pada 

domain f  yang memenuhi   0f x  disebut akar persamaan atau disebut juga 

pembuat nol fungsi  f x .  Secara singkat, x  disebut akar fungsi  f x  

(Maharani & Suprapto, 2018). 

 

Di kehidupan sehari-hari, umumnya model matematika muncul dalam bentuk 

sistem persamaan.  Persamaan yang diselesaikan tidak hanya satu, tetapi dapat 

lebih dari satu, sehingga membentuk sebuah sistem yang disebut sistem 

persamaan non linear.  Bentuk umum sistem persamaan non linear dapat ditulis 

sebagai berikut: 

 

 

 

1 1 2

2 1 2

1 2

, ,  ..., 0

, ,  ..., 0

              

, ,  ..., 0

n

n

n n

f x x x

f x x x

f x x x







     

Penyelesaian sistem ini adalah himpunan nilai x  simultan, 1 2, ,  ..., ,nx x x yang 

memenuhi seluruh persamaan (Munir, 2015). 

 

(1) 
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Sistem persamaan (1) dengan fungsi ; 1,2,...,if n  merupakan fungsi yang 

memetakan dari ℝ𝑛 ke ℝ sebagai berikut: 

        1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, ,..., , ,..., , , ,..., ,..., , ,...,
T

n n n n nF x x x f x x x f x x x f x x x  

Jika variabel  1 2, ,..., nx x xx  merupakan suatu vektor yang digunakan untuk 

menjelaskan sistem persamaan (1) maka persamaan tersebut dapat ditulis dengan 

bentuk sebagai berikut: 

  0F x  

Fungsi 1 2, ,..., nf f f  disebut dengan koordinat fungsi dari F  (Burden & Faires, 

1997). 

 

Salah satu contoh persamaan non linear adalah persamaan kuadrat.  Bentuk umum 

dari persamaan kuadrat adalah 
2 0ax bx c   . 

 

Contoh: Tentukan akar persamaan non linear dari 
2 5 6 0x x    

Jawab: 1 22 dan 3x x   (diselesaikan secara analitik). 

 

Akar-akar tersebut memberikan nilai-nilai yang menjadikan persamaan itu sama 

dengan nol.  Namun untuk bentuk-bentuk persamaan non linear dengan derajat 

lebih dari dua, terkadang akan ditemukan kesulitan untuk mendapatkan akar-

akarnya. Maka dari itu, dibutuhkan metode numerik untuk dapat dicari akar-akar 

penyelesainnya (Pandia & Sitepu, 2021). 

 

 

2.2 Matriks 

 

 

 

Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segiempat.  Bilangan-bilangan 

dalam susunan itu disebut anggota dalam matriks tersebut.  Beberapa contoh 

bentuk matriks sebagai berikut. 

(2) 

(3) 
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1 2 2 3 9

3 6 , 2 1 5 4 , 3 2 3

1 7 6 0 5

   
   
   
      

 

Ukuran matriks diberikan oleh jumlah baris (garis horizontal) dan kolom (garis 

vertikal) yang dikandungnya.  Misalnya matriks yang mempunyai tiga baris dan 

dua kolom, sehingga ukurannya adalah 3 kali 2 atau ditulis 3 2 .   

Dalam suatu uraian ukuran, angka pertama selalu menyatakan jumlah baris dan 

angka kedua menyatakan jumlah kolom (Anton, 2000). 

 

Sebuah matriks dinotasikan dengan simbol kapital seperti 
1 2, ,..., nA A A  atau 

, ,..., , ,A B X Y Z  dan sebagainya.  Sebuah matriks A yang berukuran m baris dan n 

kolom dapat ditulis sebagai berikut: 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

n

n

mxn n

m m m mn

a a a a

a a a a

A a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 
  

 

Atau juga dapat ditulis: 

  1,2,..., ;   1,2,...,ijA a i m j n      

Matriks A disebut matriks m x n, karena terdiri dari m baris dan n kolom.  Setiap 

ija  disebut elemen (unsur) dari matriks A, sedangkan indeks i dan j berturut-turut 

menyatakan baris dan kolom.  Jadi elemen ija  terdapat pada baris ke-i dan kolom 

ke-j.  Pasangan bilangan ( ,m n ) disebut dimensi (ukuran atau bentuk) dari matriks 

A. Contoh: 

11 12 13

2 3

21 22 23

x

a a a
A

a a a

 
  
 

 

 

 

 

 

(5) 

(6) 

(7) 

(4) 
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Disebut matriks A dengan 2 baris dan 3 kolom. Jika A sebuah matriks, maka 

digunakan ija untuk menyatakan elemen yang terdapat di dalam baris i dan kolom 

j dari A.  Dalam contoh ini 1,2. dan 1,2,3.i j   atau dapat ditulis 

    1, 2;   1,2,3.ijA a i j    

(Supranto, 2003). 

 

 

2.2.1 Invers Matriks 

 

 

 

Jika A  adalah sebuah matriks bujur sangkar, dan jika sebuah matriks B  yang 

berukuran sama bisa didapatkan sedemikian sehingga AB BA I  , maka A  

disebut bisa dibalik dan B  disebut invers dari A . 

Contoh 

Matriks 
3 5

1 2
B

 
  
 

 adalah invers dari 
2 5

1 3
A

 
  

 
 karena 

2 5 3 5 1 0

1 3 1 2 0 1
AB I

     
       

     
 dan 

3 5 2 5 1 0

1 2 1 3 0 1
BA I

     
       

     
. 

 

Teorema 

Jika B  dan C  keduanya invers matriks A , maka B C . 

Bukti.  Karena B  adalah invers dari A , maka BA I .  Mengalikan kedua ruas 

pada sisi kanan dengan C  memberikan   .BA C IC C   Tetapi 

    ,BA C B AC BI B    sehingga C B . 

Jika A  bisa dibalik, maka inversnya akan dinyatakan dengan simbol 
1A
.  Jadi, 

1AA I    dan 
1A A I    

Q.E.D. 

Invers dari A  memainkan peran sama dalam aritmatika matriks seperti 1a  dalam 

hubungan numerik 1 1aa   dan 1 1a a  .  Selanjutnya akan dikembangkan suatu 

metode untuk menemukan invers dari matriks-matriks berukuran sebarang yang 

dapat dibalik; akan tetapi, teorema berikut memberikan syarat agar matriks 2 2  

bisa dibalik dan memberikan suatu rumus sederhana untuk mencari inversnya. 

(8) 

(9) 
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Matriks 
a b

A
c d

 
  
 

 dapat dibalik jika 0ad bc   atau yang disebut determinan 

matriks A , dimana inversnya bisa dicari dengan rumus 

1 1 1

det

a b d b
A adj

c d c aA ad bc


   

    
   

. 

(Anton, 2000). 

Matriks adjoin A  adalah transpose dari matriks kofaktor  K  dimana jika A  

adalah matriks bujur sangkar berukuran n n .  Maka kofaktor  K dari matriks

:A  

11 12 1

21 21 2

1 2

n

n

n n nn

K K K

K K K
K

K K K

 
 
 
 
 
 

 

dimana,  1
i j

ij ijK M


   (Ruminta, 2009). 

 

 

2.2.2 Matriks Jacobian 
 

 

 

Pandang sistem persamaan berikut 

 

 

 

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

, , ,  ...,

, , ,  ...,

                    

, , ,  ...,

n

n

n
n n

dx
f t x x x

dt

dx
f t x x x

dt

dx
f t x x x

dt






 

Maka dengan menghitung turunan parsial masing-masing 1 2, ,..., nf f f . didapatkan 

bentuk matriks Jacobiannya sebagai berikut: 

1 1

1

1

n

m m

n

f f

x x

f f

x x

  
  
 
 
 
  
   

 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 
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Matriks diatas adalah matriks yang berukuran n n , matriks ini sering kali ditulis 

sebagai matriks  J x  (Ruminta, 2009). 

 

 

2.3       Deret Taylor 

 

 

 

Misalkan f  fungsi yang turunan ke-  1n , 
   1n

f x


 ada untuk masing-masing 

x  dalam interval terbuka I  yang mengandung a . Maka untuk masing-masing x  

dalam I , 

      
 

 

   
   

2"
' ...

2!

                    
!

n
n

n

f a
f x f a f a x a x a

f a
x a O x

n

     

  

 

dengan sisa (atau galat)  nO x  diberikan oleh rumus 

 
   

 
 

1
1

1 !

n
n

n

f c
O x x a

n




 


 

dan c  suatu titik di antara x  dan a  (Purcell, dkk., 2008). 

 

 

2.4 Metode Numerik 

 

 

 

Analisis numerik adalah cara lain untuk menyelesaikan masalah matematika 

selain dengan analisis analitik menggunakan bantuan komputer, analisis ini 

banyak digunakan oleh para ilmuwan dan insinyur untuk memecahkan masalah 

model matemtika.  Keuntungan utama untuk analisis numerik adalah penyelesaian 

numerik dapat diperoleh bahkan ketika persoalan matematika tidak memiliki 

solusi “analitis”.  Misalnya integral berikut yang memberikan panjang satu 

lengkungan kurva  siny x  yang tidak memiliki solusi bentuk tertutup: 

 2

0

1 cos x dx



  (16) 

(14) 

(15) 
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Analisis numerik dapat menghitung panjang kurva ini dengan metode standar 

yang berlaku untuk integral apa pun, tidak ada kebutuhan khusus untuk membuat 

substitusi atau melakukan integrasi pada bagian-bagian tertentu untuk 

mendapatkan hasil.  Selanjutnya, operasi matematika yang diperlukan adalah 

penambahan, pengurangan, perkalian, dan pembagian ditambah juga dengan 

pembuatan perbandingan.  Dengan bantuan komputer, analisis numerik menjadi 

kombinasi yang sempurna karena operasi ini akan dapat dengan mudah ditemukan 

saat iterasi dilakukan secara otomatis oleh program komputer. 

 

 

Penting untuk disadari bahwa solusi analisis numerik selalu numerik, maksudnya 

metode analitik biasanya memberikan hasil dalam bentuk fungsi matematika yang 

kemudian dapat dievaluasi untuk contoh tertentu.  Untuk hasil analitik, dalam 

perilaku dan sifat-sifat fungsi sering terlihat, ini bukan kasus untuk hasil numerik 

murni.  Namun, hasil numerik dapat diplotkan untuk menunjukkan beberapa 

perilaku solusi. 

 

 

Perbedaan penting lainnya adalah bahwa hasil dari analisis numerik merupakan 

perkiraan, tetapi hasil dapat dibuat seakurat yang diinginkan.  (ada batasan tingkat 

akurasi yang dapat dicapai karena cara komputer dalam melakukan aritmatika.) 

untuk mencapai akurasi tinggi banyak operasi terpisah harus dilakukan, tetapi 

bukan menjadi masalah yang berarti karena komputer melakukannya dengan 

sangat cepat tanpa pernah membuat kesalahan.  Sebenarnya, mengevaluasi hasil 

analisis untuk mendapatkan jawaban numerik bisa dilakukan dengan 

menggunakan aplikasi tertentu walaupun hasilnya akan memiliki kesalahan yang 

sama juga.  Analisis kesalahan komputer dan sumber kesalahan lain dalam metode 

numerik adalah bagian yang sangat penting dari studi analisis numerik (Gerald & 

Wheatley, 1994). 
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2.5 Metode Penentuan Nilai Akar 

 

 

 

Dalam metode numerik, pencarian akar   0f x   dilakukan secara iteratif.  

Sampai saat ini sudah banyak ditemukan metode pencarian akar.  Secara umum, 

semua metode pencarian akar tersebut dapat dikelompokkan menjadi dua 

golongan besar: 

 

 

2.5.1 Metode Tertutup (Bracketing Method) 

 

 

 

Metode yang termasuk ke dalam golongan ini mencari akar di dalam selang [a,b].  

Selang [a,b] dipastikan berisi minimal satu buah akar, karena itu metode jenis ini 

selalu berhasil menemukan akar.  Dengan kata lain, iterasinya selalu konvergen 

(menuju) ke akar, karena itu metode tertutup kadang-kadang dinamakan juga 

metode konvergen.  Ada dua metode klasik yang termasuk ke dalam metode 

tertutup, yaitu metode bagi-dua dan metode regula-falsi (Munir, 2015). 

 

 

2.5.2 Metode Terbuka 

 

 

 

Berbeda dengan metode tertutup, metode terbuka tidak membutuhkan selang [a,b] 

yang mengandung akar, tetapi yang diperlukan adalah tebakan (guest) awal akar.  

Lalu, dengan prosedur iterasi, kita menggunakannya untuk menghitung hampiran 

akar yang baru.  Pada setiap kali iterasi, hampiran akar yang lama dipakai untuk 

menghitung hampiran akar yang baru.  Mungkin saja hampiran akar yang baru 

mendekati akar sejati (konvergen), atau mungkin juga menjauhinya (divergen).  

Karena itu, metode terbuka tidak selalu berhasil menemukan akar, kadang-kadang 

konvergen, kadangkala ia divergen.  Ada beberapa metode yang termasuk ke 

dalam metode terbuka, yaitu metode Newton-Raphson dan metode Secant (Munir, 

2015). 
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2.6 Metode Newton-Raphson 

 

 

 

Metode Newton-Raphson merupakan metode yang banyak digunakan dari semua 

formula penempatan akar.  Metode ini bisa digunakan jika nilai awal dari akar 

adalah ix , sebuah garis singgung dapat diperluas dari titik  ,ix f x   .  Titik di 

mana garis singgung ini memotong sumbu x biasanya menunjukan sebuah 

taksiran perbaikan dari akar. 

 

Gambar 1. Grafik Metode Newton-Raphson 

 

 

Metode Newton-Raphson dapat diturunkan berdasarkan interpretasi geometrik 

(sebuah metode alternatif yang didasarkan pada deret taylor).  Seperti pada 

Gambar 1, turunan pertama pada ix  ekuivalen terhadap kemiringan (slope): 

 
 

1

0
'

i

i

i i

f x
f x

x x 





’ 

yang dapat diatur kembali menjadi: 

 

 
1

'

i

i i

i

f x
x x

f x
    

maka dinamakan formula Newton Raphson (Chapra & Canale, 2010). 

 

 

Dalam mencari hampiran akar-akar   0f x   menggunakan rumus iterasi metode 

Newton-Raphson maka dibutuhkan titik awal sebagai tebakan awal, dan 

selanjutnya untuk iterasinya menggunakan persamaan (17).   

(17) 

(18) 
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Kondisi berhentinya iterasi metode Newton-Raphson dapat dilakukan dengan cara 

pembatasan pada banyaknya iterasi atau dengan cara memperhatikan galat, yakni 

apabila 

1n nx x   
, 

dimana   merupakan toleransi galat yang diinginkan (Stalis, 2009). 

 

 

2.7 Metode Newton Orde Tiga 

 

 

 

Modifikasi metode Newton diperoleh dari pengembangan metode Newton dengan 

menambahkan satu langkah.  Langkah pertama untuk mengkontruksi modifikasi 

metode Newton dengan pendekatan integral, yaitu: 

     ' ,
n

nf f f t dt  
x

y
x y  

dengan, 

 

 
,

'

n

n n

n

f

f
 

x
y x

x
 untuk  ' 0.nf x  

Pandang persamaan (20), yaitu bagian integral 

 ' .
n

f t dt
x

y
 

Bagian integral (22) dihampiri dengan metode titik tengah, yaitu 

     

   

1
' '

2

' '
2

n

n

n n n

n
n

f t dt f

f t dt f

 
    

 

 
   

 





x

y

x

y

x y y x y

y x
x y

 

Persamaan (23) disubtitusikan ke persamaan (20) diperoleh: 

      '
2

n
n nf f f

 
    

 

x y
x y x y  

Misal 1nx x  dengan  1 0nf  x . Sehingga: 

 
1

1

,

'
2

n

n n

n n

f

f




 
 

 
 

y
x y

x y
 

 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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dengan 

 

 '

n

n n

n

f

f
 

x
y x

x
 

Karena persamaan (24) memuat pada bagian, maka dapat dimisalkan 

*

1 1n n x x  

Nilai dari *

1nx  dapat diperoleh dengan metode Newton, yaitu: 

 

 
*

1
'

n

n n

n

f

f
  

x
x x

x
 

Sehingga, 

 

 
 

*

11

2 2

'
             

2

             

nnn n

n

n n

n

n

f

f






 





x yx y

x
x y

x

x

 

Jadi persamaan (24) dapat disederhanakan menjadi dua langkah, yaitu: 

 

 

 

 
1

,
'

'

n

n n

n

n

n n

n

f

f

f

f


 

 

x
y x

x

y
x y

x

 

Pada persamaan non linear   0f x , metode Newton-Raphson memerlukan 

turunan dari fungsi  f x  yaitu  'f x  untuk setiap iterasinya.  Sedangkan untuk 

menyelesaikan persoalan persamaan yang lebih dari satu atau sistem persamaan 

non linear   0F x  metode Newton-Raphson memerlukan matriks Jacobian 

 J x  untuk setiap iterasinya.  Matriks Jacobian tersebut digunakan sebagai 

pengganti turunan fungsi  F x  atau dalam matematika ditulis  'F x , dengan 

syarat matriks  J x  adalah matriks nonsingular.   

Rumus metode Newton-Raphson untuk menyelesaikan sistem persamaan non 

linear sebagai berikut : 

   1

1 1 1n n n nJ F

   x x x x  

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 
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Berdasarkan persamaan diperoleh rumus metode Newton Orde Tiga untuk 

menyelesaikan sistem persamaan non linear sebagai berikut: 

   

   

1

1

1

    

  

n n n n

n n n n

J F

J F







 

 

y x x x

x y x y
 

(Rahayu, dkk., 2020). 

 

 

2.8 Metode Newton Raphson Ganda 

 

 

 

Metode Newton-Raphson Ganda merupakan salah satu metode iterasi yang 

digunakan untuk menentukan akar-akar persamaan non linear dengan orde 

konvergensi empat.  Untuk menurunkan metode Newton-Raphson Ganda 

digunakan pendekatan secara geometri yang dapat dilihat pada gambar. 

 
 

Gambar 2. Tafsiran Geometri Metode Newton-Raphson Ganda 

  

Berdasarkan gambar, garis singgung kurva di 1na  , dengan gradien garis 

singgungnya adalah 

 
 1

1

1 1

0
'

n

n

n n

f Ay
f A

x A B





 


 
 

 

atau 

 
 1

1

1 1

'
n

n

n n

f A
f A

A B





 




 

 

(32) 

(33) 

(31) 
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Sedangkan untuk garis singgung kurva di 
1,nb 

 dengan gradien garis singgungnya 

adalah 

 
 1

1

1

0
'

n

n

n n

f By
f B

x B A








 
 

 

atau 

 
 1

1

1

'
n

n

n n

f B
f B

B A










 

Berdasarkan persamaan (33) dan (35) maka diperoleh rumus metode Newton-

Raphson Ganda sebagai berikut: 

 

 
 

 

 
 

1

1 1 1

1

1

1 1

1

,   ' 0
'

  A ,   ' 0
'

n

n n n

n

n

n n n

n

f A
B A f A

f A

f B
B f B

f B



  





 



  

  

 

Pada persamaan non linear   0f x  , metode Newton-Raphson memerlukan 

turunan dari fungsi  f x  yaitu  'f x  untuk setiap iterasinya.  Sedangkan untuk 

menyelesaikan persoalan persamaan yang lebih dari satu atau sistem persamaan 

non linear   0F x   metode Newton-Raphson memerlukan matriks Jacobian 

 J x  untuk setiap iterasinya.  Matriks Jacobian tersebut digunakan sebagai 

pengganti turunan fungsi  F x  atau dalam matematika ditulis  'F x , dengan 

syarat matriks  J x  adalah matriks nonsingular.  Rumus metode Newton-

Raphson untuk menyelesaikan sistem persamaan non linear sebagai berikut: 

   1

1 1 1n n n nX X J X F X

     

Berdasarkan persamaan diperoleh rumus metode Newton-Raphson Ganda untuk 

menyelesaikan sistem persamaan non linear sebagai berikut: 

   

   

1

1 1 1 1

1

1 1 1  

n n n n

n n n n

B A J A F A

A B J B F B



   



  

 

 
 

(Devitriani, dkk., 2019). 

 

 

 

 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 
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2.9 Tingkat Orde Metode Iterasi 

 

 

 

Tingkat orde metode iterasi merupakan kecepatan suatu metode iterasi dalam 

menemukan akar-akar secara hampiran dari persamaan fungsi f . 

 

Teorema 

Misalkan barisan 1 2, ,..., nx x x  konvergen terhadap   dan :n ne x    dimana 

0.n   Jika orde metode iterasi 0p   dan konstanta galat 0C  , dengan 

1 1
lim lim

n n

p pn n
n n

x e
C

x e





 

 


 


 

maka barisan  nx  konvergen terhadap   dengan orde konvergensi p  (Mathews, 

1992). 

 

Jika 1p   maka metode iterasi memiliki orde linier. 

Jika 2p   maka metode iterasi memiliki orde kuadratik. 

Jika 1 2p   maka metode iterasi memiliki orde superlinier (Senning, 2019). 

Jika 3p   maka metode iterasi memiliki orde kubik (Kasturiarachi, 2002).  

Apabila n ne x    adalah notasi kesalahan (galat) pada iterasi ke-n pada suatu 

metode numerik yang menghasilkan suatu barisan  nx , maka suatu persamaan : 

 1

1

p p

n n ne ce O e 

    

disebut persamaan galat pada iterasi ke-(n+1) dan c merupakan konstanta 

kesalahan asimtotik atau disebut juga koefisien orde galat ke-p (Mathews, 1992). 

 

 

 

 

 

 

 

 

(39) 

(40) 
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Berikut cara memperoleh orde metode iterasi dari suatu metode numerik. 

2.9.1 Tingkat Orde Metode Newton-Raphson 

 

 

 

Rumus iterasi metode Newton, yakni 

 

 
1

'

n

n n

n

f x
x x

f x
    

Subtitusi n nx e   pada persamaan (41) diperoleh 

 

 
1

'

n

n n

n

f e
e e

f e







 


 

Perluasan  nf e   dan  ' nf e   dalam deret Taylor sehingga diperoleh 

   

   

 

 

 

 

 

 
 

2

1

1

2

2 3

1
' "

2

' "

" "1
     1

2 ' '

"1
     

2 '

n n

n n

n

n n n n

n n

e f e f

e e
f e f

f f
e e e e

f f

f
e O e

f

 

 

 

 









 
  

  
 

   
        

   

 

 

Sehingga diperoleh 

2

1n ne Ce   

dimana 

 

 

"1

2 '

f
C

f




  

Dengan demikian tingkat orde metode Newton-Raphson adalah kuadratik (Kumar 

& Vipan, 2015). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(41) 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 
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2.9.2 Tingkat Orde Metode Newton Orde 3 

 

 

 

Teorema: Misalkan bahwa fungsi 𝐹 ∶ 𝐷 ⊂ ℝ → ℝ memiliki *x D  akar 

sederhana, dimana D  adalah interval terbuka.  Jika  f x  memiliki turunan 

pertama, kedua dan ketiga dalam interval D , maka metode yang didefinisikan 

konvergen secara kubik ke *x  di daerah *x . 

 

Bukti. Diberikan *

n ne x x  dan 
n n nd  y x , dimana 

 

 '

n

n n

n

f

f
 

x
y x

x
. 

Menggunakan deret Taylor, maka 

             3* 2 3 41 1
' " .

2 6
n n n n n n n nf x f f e f e f e O e    x x x x  

Karena  * 0f x  , maka 

           32 3 41 1
' "

2 6
n n n n n n n nf f e f e f e O e   x x x x . 

Selanjutnya, 

 

 

 

 

   

 
 

3

2 3 4
"1 1

' 2 ' 6 '

n n n

n n n n n

n n n

f f f
d e e e O e

f f f
    

x x x

x x x
. 

Kemudian, deret Taylor dari  nf y  terhadap nx  adalah 

             32 3 41 1
' "

2 6
n n n n n n n n nf f f d f d f d O d    y x x x x . 

lalu kita punya 

             32 3 41 1
' "

2 6
n n n n n n n n nf f f d f d f d O d    y x x x x . 

Subtitusikan (48) ke (50), maka 

     
 

 
     

2

33 3 4
"1 1

'
2 ' 3

n

n n n n n n n n

n

f
f f f e e f e O e

f
    

x
y x x x

x
. 

diperoleh 

   

 

      
 

1

'

' '

n n n nn n

n n

n n

f e f ff f
e e

f f


 
  

x y xy x

x x
, 

 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 
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Subtitusikan (51) ke (52), maka 

 

 

   

 
 

2 3

3 3 4

1 2

"1 1

2 3 ''

n n

n n n n

nn

f f
e e e O e

ff
   

x x

xx
. 

Kemudian 

 

 

   
 

 
2 3* *

*1

23 **

"1 1
lim ,  untuk  ' 0

2 3 ''

n

n
n

f x f xe
f x

e f xf x




   . 

Jadi, terbukti bahwa persamaan ini memiliki tingkat orde kubik (Rahayu, dkk., 

2020). 

 

 

2.9.3 Tingkat Orde Metode Newton-Raphson Ganda 

 

 

 

Teorema: Misalkan 𝐹 ∶ 𝐷 ⊂  ℝ𝑛 → ℝ fungsi yang mempunyai turunan pada 

interval D. misalkan juga F mempunyai akar sederhana D .  Jika diberikan 

nilai awal 0A cukup dekat ke   maka metode iterasi persamaan Newton Raphson 

Ganda mempunyai tingkat orde empat dan memenuhi persamaan galat: 

 * 2 4 5

2 2 1 1n n nE C C E O E    

dengan
     

1

1 1'

!

j

n n

j

F A F A
C

j



 
  

dan
     

1

1 1*

1 1

'
, 1 dan 

!

j

n n

j n n

F B F B
C j E A

j




 

      

Bukti: Misalkan D  dimana   merupakan akar dari  F A , maka   0F    

dan  'F  merupakan matriks nonsingular.  Deret Taylor dari  F A  disekitar 

1nA A   sebagai berikut: 

         

  

2

1 1 1 1 1

3

1 1

1
' "

2!

1
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Karena   merupakan akar dari  F A , maka   0F    sehingga diperoleh: 
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Pada Persamaan (57) kedua ruas dikalikan dengan  
1

1' nF A


  diperoleh: 
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2 3

1 2 1 3 1  n n nB C E C E     

 

Selanjutnya akan dicari    
1

1 1' n nF B F B


   dengan menggunakan deret Taylor 

dari  F B  disekitar 1nB B   sebagai berikut: 

         
2

1 1 1 1 1

1
' "

2!
n n n n nF B F B F B B B F B B B           

Karena   merupakan akar dari  F B , maka   0F    sehingga diperoleh: 

       
2

1 1 1 1 1

1
' "

2!
n n n n nF B F B B F B B           

Pada persamaan (60) kedua ruas dikalikan dengan  
1

1' nF B


  diperoleh: 

       
1 2*

1 1 1 2 1' n n n nF B F B B C B 


         

Subtitusikan persamaan (58) ke persamaan (61) sehingga diperoleh: 

   
1 2 3 * 4 * 5

1 1 2 1 3 1 2 2 1 2 2 3 1' n n n n n nF B F B C E C E C C E C C C E


            

Subtitusikan persamaan (58) dan (62) ke persamaan berikut ini: 

   

 

1

1 1 1

* 4 * 5

2 2 1 2 2 3 1
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Jadi, terbukti bahwa persamaan Newton-Raphson Ganda memiliki tingkat orde  

empat (Devitriani, dkk., 2019). 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2021/2022 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Lampung. 

 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 
 
Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut: 

1. Menyusun algortima metode Newton Orde Tiga dan metode Newton 

Raphson Ganda Orde Empat. 

2. Penyelesaian Sistem Persamaan Non Linear (1) dengan metode Newton Orde 

Tiga dan metode Newton Raphson Ganda Orde Empat. 

3. Dua metode tersebut diaplikasikan untuk menyelesaikan sistem persamaan 

dengan bentuk khusus sebagai berikut: 

 ,   x y f  

2

2 2

3sin ( ) 1 0

5 8 0

x y

x y

  

  
  

4. Membuat program komputer berdasarkan definisi dan teorema yang telah 

ditentukan menggunakan software Mathematica. 

5. Analisis iterasi dan galat dari metode Newton Orde Tiga dan Newton-

Raphson Ganda Orde Empat. 

6. Menentukan kesimpulan. 

(64) 



 

 

 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah didapatkan, disimpulkan bahwa 

penggunaan metode Newton Orde Tiga menghasilkan solusi dengan iterasi yang 

lebih banyak dan terdapat pula nilai awal yang tidak didapatkan solusinya atau 

divergen.  Namun, dapat menemukan 4 titik solusi dari sistem persamaan yang 

ditentukan.  Sedangkan untuk metode Newton Raphson Ganda Orde Empat 

menghasilkan solusi dengan iterasi yang lebih sedikit/lebih cepat dengan masing-

masing solusi disetiap nilai awalnya.  Namun, hanya menemukan 3 titik solusi 

dari sistem persamaan yang ditentukan.  Oleh karena itu, jika ditinjau dari sisi 

jumlah iterasi yang minim metode Newton Raphson Ganda Orde Empat masih 

lebih baik dibandingkan metode Newton Orde Tiga walaupun titik solusi yang 

didapatkan lebih sedikit. 

 

 

 

5.2 Saran 

 

 

 

Penelitian ini dapat ditindak lanjuti dengan mencari solusi untuk sistem 

persamaan non linear dengan peubah lebih dari 3 menggunakan metode Newton 

Raphson Orde Empat atau meningkatkan orde konvergensinya agar didapatkan 

hasil yang lebih efektif. 
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