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ABSTRACT 

 

 

THE IMPLEMENTATION OF A ROUGH SET ON STRUCTURE 

PROJECTIVE MODULE 

 

 

By 

 

 

Gusti Ayu Dwi Yanti 

 

 

Let an approximation space (𝑈, 𝑅) where a non-empty set 𝑈 and equivalence 

relation 𝑅 on 𝑈.  The relation that is reflective, symmetric, and transitive is the 

equivalence relation.  The equivalence relation form separate partitions called 

equivalence classes.  If 𝑋 is a subset of 𝑈, then the union of equivalence classes 

contained in 𝑋 is called the lower approximation and is denoted by 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  The 

union of equivalence classes that intersect with the set 𝑋 is called the upper 

approximation, denoted by 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  The subset 𝑋 is a rough set if 𝐴𝑝𝑟(𝑋) ≠

𝐴𝑝𝑟(𝑋).  If two binary operations are defined, 𝑋 form a rough module if it satisfy 

certain conditions.  In this research, we investigate some characteristics of the 

rough projective module and we construct examples of the rough projective 

module.  In addition, we determine the external direct sum of some projective 

modules.  Furthermore, we build a program to determine a module is a rough 

module by using phyton. 

 

Keywords: Approximation space, rough set, rough module, rough projective 

module, direct sum external. 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

ABSTRAK 

 

 

PENERAPAN KONSEP HIMPUNAN ROUGH PADA  

STRUKTUR MODUL PROYEKTIF 

 

 

Oleh 

 

 

Gusti Ayu Dwi Yanti 

 

 

Diberikan ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅) dengan himpunan tak kosong 𝑈 dan relasi 

ekuivalensi 𝑅 pada 𝑈.  Relasi yang bersifat reflektif, simetris dan transitif disebut 

relasi ekuivalensi.  Relasi ekuivalensi membentuk partisi-partisi yang saling lepas  

yang disebut kelas ekuivalensi.  Jika 𝑋 merupakan himpunan bagian dari 𝑈, maka 

gabungan kelas-kelas ekuivalensi yang termuat dalam 𝑋 disebut aproksimasi 

bawah dan dinotasikan dengan 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  Gabungan kelas-kelas ekuivalensi yang 

beririsan dengan himpunan 𝑋 dan bukan merupakan himpunan kosong disebut 

aproksimasi atas dan dinotasikan dengan 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  Suatu himpunan bagian 𝑋 

merupakan himpunan rough jika 𝐴𝑝𝑟(𝑋) ≠ 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  Jika didefinisikan operasi 

biner pada 𝑋, 𝑋 akan membentuk modul rough apabila memenuhi syarat-syarat 

tertentu.  Pada penelitian ini, dibahas beberapa sifat modul proyektif rough serta 

diberikan contoh konstruksi modul proyektif rough.  Selain itu, ditentukan modul 

proyektif rough dari hasil jumlah langsung eksternal suatu modul proyektif rough 

dan program untuk menentukan suatu modul merupakan modul rough. 

 

Kata Kunci: Ruang aproksimasi, himpunan rough, modul rough, modul proyektif 

rough, hasil jumlah langsung eksternal.
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

Teori himpunan rough pertama kali dikemukakan oleh seorang matematikawan 

bernama Pawlak pada tahun 1982.  Teori himpunan rough merupakan teknik 

untuk menangani masalah ketidakjelasan (vagueness) dan ketidakpastian 

(uncertainty).  Dasar dari teori ini yaitu relasi ekuivalensi dan ruang aproksimasi.  

Relasi ekuivalensi merupakan relasi yang bersifat refleksif, simetris dan transitif.  

Partisi-partisi yang dibentuk dari relasi ekuivalensi disebut kelas-kelas 

ekuivalensi.  Aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari suatu himpunan 

bagian ditentukan oleh kelas ekuivalensi.  Pasangan berurut dari suatu himpunan 

tak kosong dan relasi ekuivalensi dari himpunan tersebut disebut dengan ruang 

aproksimasi.  Diberikan ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅) dengan himpunan tak kosong 𝑈 

dan 𝑅 relasi ekuivalensi dari 𝑈.  Jika 𝑋 merupakan himpunan bagian dari 𝑈, maka 

gabungan kelas-kelas ekuivalensi yang termuat dalam 𝑋 disebut aproksimasi 

bawah (lower approximation) dan dinotasikan dengan 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  Gabungan kelas-

kelas ekuivalensi yang beririsan dengan himpunan 𝑋 dan bukan merupakan 

himpunan kosong disebut aproksimasi atas (upper approximation), dinotasikan 

dengan 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  Selanjutnya, himpunan 𝑋 merupakan himpunan rough jika 

𝐴𝑝𝑟(𝑋) ≠ 𝐴𝑝𝑟(𝑋). 

 

Penelitian mengenai penerapan teori himpunan rough telah banyak dilakukan di 

berbagai bidang.  Salah satunya di bidang struktur aljabar.  Biswas dan Nanda 

(1994) melakukan penelitian mengenai grup rough dan subgrup rough dengan 

keduanya terikat pada aproksimasi atas tetapi tidak pada aproksimasi bawah.  
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Selanjutnya, De-song (2004) mengemukakan gagasan mengenai penerapan teori 

dari himpunan rough pada grup dan ring.  Pada tahun 2005, Miao dkk juga 

melakukan penelitian mengenai grup rough, subgrup rough dan sifat-sifat nya.  

Penelitian  dilakukan oleh Davvaz dan Mahdavipour pada tahun 2006 mengenai 

rough pada modul, dan Qun-Feng dkk  (2006) melakukan penelitian mengenai 

modul rough dan beberapa sifatnya.  Selain itu, penelitian juga dilakukan oleh 

Sinha dan Prakash pada tahun 2014 dan mengemukakan gagasan mengenai modul 

proyektif rough. 

 

Penelitian ini akan mengkaji tentang penerapan konsep himpunan rough pada 

struktur aljabar.  Topik yang akan dikaji yaitu penerapan himpunan rough dalam 

mengkonstruksi struktur modul proyektif pada suatu ruang aproksimasi tertentu.  

Modul proyektif merupakan salah satu bentuk khusus dari suatu modul atas ring 

𝑅.  Suatu modul dikatakan proyektif jika modul tersebut merupakan penjumlah 

langsung dari modul bebas.  Pada penelitian ini juga akan dibahas sifat-sifat dari 

suatu struktur modul proyektif rough. 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

Tujuan dari penelitian ini yaitu menerapkan teori himpunan rough dalam 

mengkonstruksi struktur modul proyektif dari suatu ruang aproksimasi tertentu 

dan menyelidiki sifat-sifat dari modul proyektif rough, kaitan antara modul 

proyektif dengan modul proyektif rough, serta membuat program untuk 

menentukan suatu himpunan berhingga merupakan modul rough atas suatu ruang 

aproksimasi tertentu. 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah: 

1. memberikan pengetahuan mengenai konsep modul proyektif rough dan sifat-

sifatnya; 
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2. mengembangkan wawasan mengenai penerapan himpunan rough dalam 

mengkonstruksi struktur modul proyektif; 

3. menjadikan tulisan ini sebagai referensi dalam mempelajari penerapan 

himpunan rough dalam mengkonstruksi modul proyektif. 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

Pada bab ini membahas beberapa definisi-definisi dasar yang mendukung 

pembahasan dalam penelitian.  Definisi-definisi tersebut antara lain yaitu 

himpunan, grup, ring, modul, barisan eksak, modul bebas, modul proyektif, relasi 

ekuivalensi, himpunan rough (rough set), grup rough (rough group), ring rough 

(rough ring) dan modul proyektif rough (rough projective module). 

 

 

 

2.1 Himpunan 

 

 

Pada tahun 1845-1918 seorang matematikawan berkebangsaan Jerman bernama 

George Cantor mengembangkan konsep himpunan.  Konsep himpunan 

merupakan dasar dari semua cabang matematika.  Berikut ini diberikan definisi 

himpunan. 

 

Definisi 2.1.1 

Himpunan dapat dipandang sebagai kumpulan objek-objek yang berbeda 

terdefinisi dengan jelas tetapi dapat dianggap sebagai satu kesatuan.  Objek-objek 

ini disebut anggota atau elemen suatu himpunan.  Himpunan dinotasikan dengan 

huruf kapital seperti 𝐴, 𝐵, 𝐶,… dan anggota himpunan biasanya dinotasikan 

dengan huruf kecil seperti 𝑎, 𝑏, 𝑐, … (Wibisono, 2008). 

 

Contoh dari himpunan adalah kumpulan bulan dalam setahun.  Kumpulan bulan 

dalam setahun dikatakan suatu himpunan karena objek-objek di dalamnya 

terdefinisi dengan jelas yaitu bulan Januari, Februari, Maret, April, Mei, Juni, Juli, 

Agustus, September, Oktober, November, dan Desember. 
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Terdapat beberapa konsep dalam teori himpunan yaitu kardinalitas himpunan, 

himpunan kosong, himpunan semesta, himpunan bagian dan himpunan kuasa.  

Berikut ini diberikan definisi dari kardinalitas. 

 

Definisi 2.1.2 

Banyaknya elemen di dalam himpunan 𝐴 disebut kardinalitas dari himpunan 𝐴.  

Kardinalitas dari himpunan 𝐴 dinotasikan dengan 𝑛(𝐴) atau |𝐴| (Wibisono, 

2008). 

 

Untuk lebih memahami definisi dari kardinalitas himpunan.  Berikut ini diberikan 

contoh kardinalitas dari suatu himpunan. 

 

Contoh 2.1.1 

Himpunan 𝐴 = {Januari, Februari, Maret, April, Mei, Juni, Juli, Agustus, 

September, Oktober, November, Desember}.  Jadi |𝐴| = 12. 

 

Setelah memahami definisi dan contoh kardinalitas dari suatu himpunan, 

selanjutnya akan diberikan definisi dan contoh mengenai himpunan kosong. 

 

Definisi 2.1.3 

Himpunan kosong merupakan himpunan dengan kardinalitas 0.  Himpunan 

kosong dinotasikan dengan ∅ atau {  } (Wibisono, 2008). 

 

Contoh 2.1.2 

Diberikan himpunan 𝐵 dengan 𝐵 merupakan himpunan bilangan prima yang habis 

dibagi 4.  Karena tidak ada bilangan prima yang habis dibagi 4, dapat disimpulkan 

bahwa 𝐵 merupakan himpunan kosong atau 𝐵 = ∅. 

 

Setelah diberikan definisi dan contoh dari himpunan kosong, berikutnya akan 

diberikan definisi dan contoh himpunan semesta. 

 

Definisi 2.1.4 

Himpunan semesta merupakan himpunan dari semua objek yang berbeda.  

Himpunan semesta dinotasikan dengan 𝑈 (Wibisono, 2008). 
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Contoh 2.1.3 

Diberikan 𝑈 merupakan himpunan seluruh bulan.  Jadi 𝑈 = {Januari, Februari, 

Maret, April, Mei, Juni, Juli, Agustus, September, Oktober, November, 

Desember}.   

 

Berikut ini diberikan definisi himpunan bagian beserta contohnya. 

 

Definisi 2.1.5 

Himpunan 𝐴 dikatakan himpunan bagian 𝐵 jika dan hanya jika semua anggota-

anggota di 𝐴 adalah anggota himpunan di 𝐵.  Himpunan bagian 𝐴 dari himpunan 

𝐵 dinotasikan dengan 𝐴 ⊆ 𝐵 (Wibisono, 2008). 

 

Contoh 2.1.4 

Diberikan himpunan 𝐴 = {Januari, Maret, April}.  Berdasarkan Contoh 2.1.3, 

dapat disimpulkan bahwa himpunan 𝐴 merupakan himpunan bagian dari 𝑈 atau 

𝐴 ⊆ 𝑈. 

 

Setelah diberikan definisi dan contoh mengenai himpunan bagian, selanjutnya 

akan diberikan penjelasan mengenai himpunan kuasa.   

 

Definisi 2.1.6 

Himpunan kuasa dari himpunan 𝐴 adalah suatu himpunan yang elemennya 

merupakan semua himpunan bagian dari 𝐴, termasuk himpunan kosong dan 

himpunan 𝐴 itu sendiri.  Himpunan kuasa dari suatu himpunan 𝐴 dinotasikan 

sebagai 𝑃(𝐴). Apabila himpunan 𝐴 terdiri dari 𝑛 anggota, maka banyaknya 

anggota dari himpunan kuasa dari himpunan 𝐴 adalah 2𝑛 (Munir, 2005). 

 

Contoh 2.1.5 

Diberikan himpunan 𝐴 = {1,2,3}, diperoleh |𝐴| = 3, sehingga 𝑃(𝐴) = 23 = 8.  

Himpunan kuasa dari himpunan 𝐴 yaitu: 

𝑃(𝐴) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}. 
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2.2 Grup 

 

 

Dasar dari pembentukan suatu grup yaitu operasi biner.  Oleh karena itu, sebelum 

membahas mengenai definisi grup, terlebih dahulu akan diberikan definisi operasi 

biner.   

 

Definisi 2.2.1 

Diberikan suatu himpunan tak kosong 𝐺 dengan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺.  Operasi biner " ∗ " 

pada himpunan 𝐺 didefinisikan sebagai fungsi ∗: 𝐺 × 𝐺 → 𝐺, dengan ∗ (𝑎, 𝑏) =

𝑎 ∗ 𝑏, untuk setiap (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐺 × 𝐺  (Ayres dan Jaisingh, 2004). 

 

Untuk lebih memahami Definisi 2.2.1, berikut ini diberikan contoh operasi biner. 

 

Contoh 2.2.1 

Diberikan himpunan 

𝐴 = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] |𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ}. 

Untuk setiap matriks [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] , [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] ∈ 𝐴, berlaku: 

[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] [
𝑒 𝑓
𝑔 ℎ

] = [
𝑎𝑒 + 𝑏𝑔 𝑎𝑓 + 𝑏ℎ
𝑐𝑒 + 𝑑𝑔 𝑐𝑓 + 𝑑ℎ

] ∈ 𝐴. 

Jadi, operasi perkalian matriks merupakan operasi biner pada 𝐴. 

 

Setelah memahami definisi dan contoh dari operasi biner, berikut ini diberikan 

definisi grup. 

 

Definisi 2.2.2 

Sistem matematika (𝐺,∗) dikatakan grup jika memenuhi: 

i) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 berlaku (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐), (berlaku sifat 

asosiatif terhadap operasi ∗ di 𝐺); 

ii) terdapat elemen 𝑒 di 𝐺 yang memenuhi 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈

𝐺, (𝑒 merupakan elemen identitas di 𝐺); 

iii) untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat elemen 𝑎−1 ∈ 𝐺 yang memenuhi  

𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒, 
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(𝑎−1 merupakan elemen invers dari 𝑎 di 𝐺) (Arifin, 2000). 

 

Berikut ini diberikan contoh grup untuk lebih memahami Definisi 2.2.2. 

 

Contoh 2.2.2 

𝐺 = ℚ\{−1} merupakan grup terhadap operasi ∗ dengan definisi 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. 

Akan ditunjukkan 〈𝐺,∗〉 merupakan grup. 

i) Akan ditunjukkan bahwa ∗ merupakan operasi biner pada 𝐺 (tertutup dan 

well-defined).   

Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ dan 𝑥, 𝑦 ≠ −1, berlaku 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦 ≠ −1. 

Terbukti bahwa operasi ∗ bersifat tertutup di 𝐺.  

Untuk setiap 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1 , 𝑦2 ∈ 𝐺 dengan 𝑥1 = 𝑥2 dan 𝑦1 = 𝑦2 , berlaku 

𝑥1 ∗ 𝑦1 = 𝑥1 + 𝑦1 + 𝑥1𝑦1 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2 = 𝑥2 ∗ 𝑦2 . 

Dengan demikian, operasi ∗ bersifat well-defined. 

ii) Akan ditunjukkan operasi ∗ bersifat asosiatif. 

Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺, berlaku 

(𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦) ∗ 𝑧 

                    = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦 + 𝑧 + (𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦)𝑧 

                    = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦 + 𝑧 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 

                    = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑥𝑦𝑧 

                    = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧 + 𝑦𝑧) + 𝑥(𝑦 + 𝑧 + 𝑦𝑧) 

                    = 𝑥 ∗ (𝑦 + 𝑧 + 𝑦𝑧) 

                    = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧). 

Jadi, operasi biner ∗ bersifat asosiatif di 𝐺. 

iii) Terdapat 0 ∈ 𝐺, sehingga berlaku  

0 ∗ 𝑥 = 0 + 𝑥 + 0 ∙ 𝑥 = 𝑥 dan 𝑥 ∗ 0 = 𝑥 + 0 + 𝑥. 0 = 𝑥, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺. 

Oleh karena itu, 0 ∈ 𝐺 merupakan elemen identitas di 𝐺 terhadap operasi 

biner ∗. 

 



9 
 

 
 

iv) Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐺, terdapat 𝑦 =
−𝑥

1+𝑥
∈ 𝐺 sehingga 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦 

= 𝑥 + (
−𝑥

1 + 𝑥
) + 𝑥 (

−𝑥

1 + 𝑥
) 

=
𝑥(1 + 𝑥) − 𝑥 − 𝑥2

1 + 𝑥
 

=
𝑥 + 𝑥2 − 𝑥 − 𝑥2

1 + 𝑥
 

= 0. 

Jadi, setiap 𝑥 ∈ 𝐺 memiliki invers di 𝐺 terhadap operasi biner ∗. 

Dengan demikian, terbukti bahwa 𝐺 merupakan grup.                                             

 

Definisi 2.2.3 

Grup 𝐺 dikatakan komutatif jika untuk setiap elemen 𝑎 dan 𝑏 di 𝐺 berlaku 𝑎 ∗

𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 (Arifin, 2000). 

 

Berikut ini diberikan contoh untuk lebih memahami definisi grup komutatif. 

 

Contoh 2.2.2 

Diberikan (𝑥𝑦)−1 = 𝑥−1𝑦−1 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, maka 𝐺 grup komutatif. 

Akan dibuktikan 𝐺 grup komutatif.  Misalkan 𝐺 grup.  Diberikan sebarang 𝑥, 𝑦 ∈

𝐺, dengan (𝑥𝑦)−1 = 𝑥−1𝑦−1.   Diperoleh 

𝑥𝑦 = ((𝑥𝑦)−1)−1 

 = (𝑥−1𝑦−1)−1 

 = (𝑦−1)−1(𝑥−1)−1 

 = 𝑦𝑥. 

Dengan demikian, terbukti bahwa 𝐺 grup komutatif. 

 

Setelah diberikan definisi dan contoh dari grup, selanjutnya akan diberikan 

definisi subgrup. 

 

Definisi 2.2.4 

Himpunan bagian tak kosong 𝑆 dari suatu grup 𝐺 dikatakan subgrup dari 𝐺 jika 𝑆 

membentuk grup terhadap operasi biner yang sama pada grup 𝐺 (Herstein, 1975). 
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Berikut ini contoh untuk lebih memahami definisi subgrup. 

 

Contoh 2.2.3 

Diberikan grup (ℤ,+) dan 3ℤ = {3𝑛|𝑛 ∈ ℤ} ⊆ ℤ, yaitu semua himpunan bilangan 

bulat dengan kelipatan 3.  Dapat ditunjukkan (3ℤ,+) merupakan grup.  Oleh 

karena itu, 3ℤ merupakan subgrup dari ℤ. 

 

Untuk mendukung definisi subgrup.  Berikut ini diberikan proposisi tentang 

subgrup. 

 

Proposisi 2.2.1 

Himpunan bagian 𝐻 dari grup 𝐺 dikatakan subgrup jika dan hanya jika 

i) 𝐻 ≠ ∅, dan 

ii) Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻 (Dummit dan Foote, 1999). 

Bukti: 

Diketahui 𝐻 adalah subgrup dari 𝐺, maka 𝐻 ≠ ∅.  Himpunan 𝐻 adalah subgrup 

sehingga setiap elemen pada 𝐻 mempunyai invers di 𝐻.  Jika 𝑦 ∈ 𝐻 maka 𝑦−1 ∈

𝐻.  Oleh karena itu, berdasarkan sifat tertutup pada grup, diperoleh untuk setiap 

𝑥𝑦 ∈ 𝐻 maka 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻. 

Sebaliknya, diketahui 𝐻 ≤ 𝐺, maka 𝐻 ≠ ∅ sehingga terdapat 𝑥 ∈ 𝐻.  Misalkan 

𝑥 = 𝑦 berakibat 𝑥𝑥−1 = 𝑒 ∈ 𝐻.  Jadi, 𝐻 mempunyai elemen identitas.  Untuk 

𝑒, 𝑥 ∈ 𝐻 berakibat 𝑒𝑥−1 = 𝑥−1 ∈ 𝐻.  Jadi, setiap elemen 𝐻 mempunya invers.  

Diberikan sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, akan dibuktikan 𝑥𝑦 ∈ 𝐻.  Diketahui setiap elemen 

𝐻 memiliki invers, maka 𝑦−1 ∈ 𝐻.  Hal ini berakibat 𝑥(𝑦−1)−1 = 𝑥𝑦 ∈ 𝐻.  Jadi 𝐻 

merupakan grup.                                                                                                     ∎ 

 

Pada struktur aljabar, terdapat salah satu bentuk khusus dari grup yaitu grup 

permutasi.  Sebelum membahas definisi grup permutasi, terlebih dahulu akan 

dibahas mengenai fungsi.  Berikut diberikan definisinya. 

 

Definisi 2.2.5 

Fungsi 𝑓 merupakan suatu aturan padanan yang menghubungkan tiap obyek 𝑥 

dalam suatu himpunan yang disebut daerah asal, dengan suatu nilai unik 𝑓(𝑥) dari 
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himpunan kedua.  Himpunan yang diperoleh secara demikian disebut daerah hasil 

fungsi tersebut (Varberg dkk., 2016). 

 

Berikut ini merupakan contoh untuk memahami definisi fungsi. 

 

Contoh 2.2.4 

Diberikan himpunan 𝐴 = {1,3,5} dan 𝐵 = {5,9,13}.  Didefinisikan fungsi 𝑓 dari 𝐴 

ke 𝐵 dengan aturan 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3.  Perhatikan gambar berikut. 

 

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3 

                                        𝐴                                          𝐵 

Gambar 2.2.1. Contoh suatu fungsi 

 

Suatu fungsi memiliki tiga sifat yaitu fungsi injektif, fungsi surjektif dan fungsi 

bijektif. 

i) Fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dikatakan fungsi injektif jika untuk setiap 𝑎1 , 𝑎2 ∈ 𝐴 dan 

𝑎1 ≠ 𝑎2 berlaku 𝑓(𝑎1) ≠ 𝑓(𝑎2), 

ii) fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dikatakan fungsi surjektif jika untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐵 minimal 

terdapat satu 𝑎 ∈ 𝐴 sedemikian sehingga 𝑏 = 𝑓(𝑎), 

iii) fungsi 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dikatakan bijektif jika fungsi tersebut bersifat injektif dan 

surjektif (Setiawan, 2008). 

 

Definisi 2.2.6 

Permutasi dari suatu himpunan 𝐴 merupakan suatu fungsi dari 𝐴 ke 𝐴 yang 

injektif dan surjektif.  Grup permutasi dari suatu himpunan 𝐴 merupakan suatu 

himpunan permutasi dari 𝐴 yang membentuk grup terhadap komposisi fungsi 

(Abdurahim dkk., 2011). 

1 5 

3 9 

5 13 
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Contoh 2.2.5 

Diberikan himpunan tak kosong 𝐴 = {11,12} dan 𝑃2 adalah himpunan semua 

permutasi pada 𝐴.  Semua permutasi pada 𝐴 adalah sebagai berikut. 

𝑎1 = (
11 12
11 12

) dan 𝑎2 = (
11 12
12 11

). 

Akibatnya, diperoleh himpunan 𝑃2 = {𝑎1 , 𝑎2}.  (𝑃2 ,∘) membentuk grup dengan 

Tabel Cayley berikut. 

 

Tabel 2.2.1. Tabel Cayley dari grup 𝑃2 

 

∘ 𝑎1 𝑎2 

𝑎1 𝑎1 𝑎2 

𝑎2 𝑎2 𝑎1 

 

Berdasarkan Tabel 2.2.1., diperoleh elemen identitas 𝑃2 adalah 𝑎1 , (𝑎1)
−1 = 𝑎1 

dan (𝑎2)
−1 = 𝑎2 . 

 

Pada struktur aljabar, terdapat istilah yang disebut dengan koset.  Berikut ini 

definisinya. 

 

Definisi 2.2.7 

Diberikan grup 𝐺 dan subgrup 𝐻 di 𝐺.  Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, maka: 

i) 𝑎𝐻 = {𝑎ℎ: ℎ ∈ 𝐻} dinamakan koset kiri dari 𝐻 yang memuat 𝑎. 

ii) 𝐻𝑎 = {ℎ𝑎: ℎ ∈ 𝐻} dinamakan koset kanan dari 𝐻 yang memuat 𝑎 (Adkins 

dan Weintraub, 1992). 

 

Berikut ini diberikan contoh dari koset untuk lebih memahami Definisi 2.2.7. 

Contoh 2.2.6 

Diberikan grup (ℤ,+).  Akan ditentukan koset kiri dan koset kanan dari subgrup 

5ℤ di ℤ. 

Penyelesaian 

Koset kiri dari subgrup 5ℤ yang memuat 𝑛 adalah 𝑛 + 5ℤ. 

Koset kiri dari subgrup 5ℤ yang memuat 0 yaitu: 

5ℤ = {… , −15,−10,−5,0,5,10,15,… }. 
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Koset kiri dari subgrup 5ℤ yang memuat 1 yaitu: 

1 + 5ℤ = {… ,−14,−9,−4,1,6,11,16,… }. 

Koset kiri dari subgrup 5ℤ yang memuat 2 yaitu: 

2 + 5ℤ = {… ,−13,−8,−3,2,7,12,17,… }. 

Koset kiri dari subgrup 5ℤ yang memuat 3 yaitu: 

3 + 5ℤ = {… ,−12,−7,−2,3,8,13,18,… }. 

Koset kiri dari subgrup 5ℤ yang memuat 4 yaitu: 

4 + 5ℤ = {… ,−11,−6,−1,4,9,14,19,… }. 

Koset kiri dari subgrup 5ℤ yang memuat 5 sama dengan koset kiri dari subgrup 

5ℤ yang memuat 0.  Oleh karena itu, koset-koset kiri dari subgrup 5ℤ yaitu 

5ℤ, 1 + 5ℤ, 2 + 5ℤ, 3 + 5ℤ, dan 4 + 5ℤ.  Dengan cara yang sama, diperoleh 

koset-koset kanan dari subgrup 5ℤ yaitu 5ℤ, 5ℤ + 1,5ℤ + 2,5ℤ + 3, dan 5ℤ + 4. 

 

 

2.3 Ring 

 

 

Setelah memahami definisi beserta contoh dari grup dan subgrup yang merupakan 

dasar pembentukan suatu ring, selanjutnya akan diberikan definisi dari ring.  Jika 

dalam grup memerlukan satu operasi biner, pada ring diperlukan dua operasi 

biner. 

 

Definisi 2.3.1 

Diberikan suatu himpunan tak kosong 𝑅.  Himpunan tak kosong 𝑅 bersama dua 

operasi biner + dan ∙ dikatakan ring jika memenuhi: 

i) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅, 

ii) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎, (operasi + bersifat komutatif di 

𝑅), 

iii) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 maka (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐), (operasi + bersifat 

asosiatif di 𝑅), 

iv) terdapat elemen identitas yaitu 0 ∈ 𝑅, sedemikian sehingga 𝑎 + 0 = 𝑎 untuk 

setiap 𝑎 ∈ 𝑅, 

v) untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat  elemen invers yaitu −𝑎 ∈ 𝑅, sehingga 

𝑎 + (−𝑎) = 0, 
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vi) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, berlaku 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝑅 (berlaku sifat tertutup di 𝑅), 

vii) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, berlaku (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) (berlaku sifat asosiatif 

di 𝑅), 

viii) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 berlaku: 

a) 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) + (𝑎 ∙ 𝑐) (hukum distributif kiri), 

b) (𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = (𝑎 ∙ 𝑐) + (𝑏 ∙ 𝑐) (hukum distributif kanan) (Herstein, 1986). 

 

Berikut ini diberikan contoh untuk lebih memahami definisi dari ring. 

 

Contoh 2.3.1 

Diberikan 𝐹 himpunan semua fungsi 𝑓:ℝ → ℝ.  Untuk setiap 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 dan 𝑥 ∈ ℝ 

didefinisikan 

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

dan  

(𝑓𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥). 

Akan dibuktikan bahwa 〈𝐹, +,∙〉 merupakan ring. 

i) Untuk setiap 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 dan 𝑥 ∈ ℝ, berlaku 

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) ∈ ℝ. 

ii) Untuk setiap 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 dan 𝑥 ∈ ℝ, berlaku 

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥) = (𝑔 + 𝑓)(𝑥). 

Akibatnya, berlaku sifat komutatif di 𝐹 terhadap operasi +. 

iii) Untuk setiap 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐹 dan 𝑥 ∈ ℝ, berlaku 

((𝑓 + 𝑔) + ℎ))(𝑥)  = (𝑓 + 𝑔)(𝑥) + ℎ(𝑥) 

                                = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) 

                                   = 𝑓(𝑥) + (𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)) 

                               = 𝑓(𝑥) + (𝑔 + ℎ)(𝑥) 

                               = (𝑓 + (𝑔 + ℎ))(𝑥). 

Jadi, operasi + bersifat asosiatif di 𝐹. 

iv) Terdapat 0 ∈ 𝐹 dengan 0(𝑥) = 0, untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ, sedemikian sehingga 

𝑓(𝑥) + 0(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 0 = 𝑓(𝑥). 

v) Untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐹, terdapat  −𝑓 ∈ 𝐹, sehingga 

(𝑓 + (−𝑓))(𝑥) = 𝑓(𝑥) + (−𝑓)(𝑥) = 0. 
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vi) Untuk setiap 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 dan 𝑥 ∈ ℝ, berlaku 

(𝑓𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ ℝ. 

vii) Untuk setiap 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐹 dan 𝑥 ∈ ℝ, maka 

((𝑓𝑔)ℎ)(𝑥) = (𝑓𝑔)(𝑥)ℎ(𝑥) 

                     = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 

                     = 𝑓(𝑥)(𝑔ℎ)(𝑥) 

                    = (𝑓(𝑔ℎ))(𝑥). 

viii) Untuk setiap 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐹 dan 𝑥 ∈ ℝ, berlaku 

(𝑓(𝑔 + ℎ))(𝑥) = 𝑓(𝑥)(𝑔 + ℎ)(𝑥) 

                             = 𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥)) 

                             = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) 

                             = (𝑓𝑔)(𝑥) + (𝑓ℎ)(𝑥) 

                          = (𝑓𝑔 + 𝑓ℎ)(𝑥) 

dan 

((𝑓 + 𝑔)ℎ)(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥)ℎ(𝑥) 

                             = (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))ℎ(𝑥) 

                             = 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 

                             = (𝑓ℎ)(𝑥) + (𝑔ℎ)(𝑥) 

                          = (𝑓ℎ + 𝑔ℎ)(𝑥). 

Jadi, berlaku hukum distributif kiri dan hukum distributif kanan pada 𝐹. 

Oleh karena itu, terbukti bahwa 〈𝐹, +,∙〉 merupakan ring.                                       

 

Suatu himpunan bagian tak kosong 𝐺 pada ring 𝑅 disebut subring jika 𝐺 

merupakan ring terhadap operasi penjumlahan dan perkalian yang sama pada ring 

𝑅.  Berikut ini definisinya. 

 

Definisi 2.3.2 

Diberikan ring (𝑅,+,∙) merupakan suatu ring, 𝐺 merupakan subring dari 𝑅, jika 

untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, berlaku: 

i) 𝐺 ≠ ∅, 

ii) 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐺, 

iii) 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝐺 (Mas’oed, 2013). 
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Contoh 2.3.2 

Diberikan himpunan 𝑘ℤ = {𝑘𝑧|𝑧 ∈ ℤ}.  Akan ditunjukkan 𝑘ℤ merupakan subring 

ℤ. 

Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑘ℤ.  Terdapat 𝑧1 , 𝑧2 ∈ ℤ sehingga 𝑎 = 𝑘𝑧1 dan 𝑏 =

𝑘𝑧2 . 

i) Karena 0 ∈ 𝑘ℤ, 𝑘ℤ ≠ ∅. 

ii) 𝑎 − 𝑏 = 𝑘𝑧1 − 𝑘𝑧2 = 𝑘(𝑧1 − 𝑧2) ∈ 𝑘ℤ, 

iii) 𝑎𝑏 = (𝑘𝑧1)(𝑘𝑧2) = 𝑘(𝑘𝑧1𝑧2) ∈ 𝑘ℤ. 

Jadi, terbukti 𝑘ℤ merupakan subring ℤ.                                                                          
 

Ideal dari suatu ring terdiri atas ideal kiri dan ideal kanan.  Ideal dari suatu ring 

dikatakan ideal jika ring tersebut merupakan ideal kiri dan ideal kanan.  Berikut 

ini diberikan definisinya. 

 

Definisi 2.3.3 

Himpunan tak kosong 𝐼 ⊆ 𝑅 disebut ideal dari 𝑅 jika: 

i) 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼; 

ii) 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 dan 𝑎𝑟 ∈ 𝐼, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅 (Herstein, 1975). 

 

Berikut ini diberikan contoh dari ideal untuk lebih memahami Definisi 2.3.3. 

 

Contoh 2.3.3 

Diberikan ring 〈ℤ,+,∙〉 dan 𝑘ℤ = {𝑘𝑧|𝑧 ∈ ℤ}.  Akan ditunjuukan 𝐼 merupakan 

ideal dari ring ℤ. 

i) Berdasarkan Contoh 2.3.2, terbukti bahwa 𝑘ℤ merupakan subring ℤ. 

ii) Untuk setiap 𝑟 ∈ ℤ, berlaku: 

(𝑘𝑧)𝑟 = 𝑘(𝑧𝑟) ∈ 𝑘ℤ dan 𝑟(𝑘𝑧) = 𝑘(𝑟𝑧) ∈ 𝑘ℤ. 

Oleh karena itu, terbukti bahwa 𝑘ℤ merupakan ideal ℤ. 

 

Setelah diberikan definisi dan contoh dari ring dan subring.  Selanjutnya akan 

diberikan definisi dari jumlah langsung eksternal dan jumlahan langsung internal 

dari ring. 
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Definisi 2.3.4 

Diberikan ring 𝑅1 , 𝑅2 , … , 𝑅𝑛 dan 𝑅 merupakan hasil kali kartesian pada himpunan 

𝑅𝑖 , dan operasi pada 𝑅 didefinisikan sebagai berikut: 

i) (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) + (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) = (𝑟1 + 𝑠1 , 𝑟2 + 𝑠2 , … , 𝑟𝑛 + 𝑠𝑛), 

ii) −(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) = (−𝑟1, −𝑟2, … ,−𝑟𝑛), 

iii) (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛)(𝑠1 , 𝑠2 , … , 𝑠𝑛) = (𝑟1𝑠1, 𝑟2𝑠2 , … , 𝑟𝑛𝑠𝑛). 

(0,0,… ,0) merupakan elemen identitas di ring 𝑅 dan 𝑅 disebut jumlahan langsung 

eksternal dari 𝑅1 , 𝑅2 , … , 𝑅𝑛 dan dinotasikan 𝑅1⊕ 𝑅2⊕…⊕ 𝑅𝑛 (Hartley dan 

Hawkes, 1970). 

 

Definisi 2.3.5 

Diberikan ring 𝑅, dan 𝐽1 , … , 𝐽𝑛 adalah ideal dari ring 𝑅, sedemikian sehingga: 

i) 𝑅 = ∑ 𝐽𝑖,
𝑛
𝑖=1  dan 

ii) 𝐽1 ∩ …∩ 𝐽𝑛 = {0}. 

Ring 𝑅 disebut jumlahan langsung internal dari ideal-ideal 𝐽𝑖 dan dinotasikan 

dengan 𝑅 =⊕ 𝐽𝑖 (Hartley dan Hawkes, 1970). 

 

 

2.4 Modul 

 

 

Modul merupakan generalisasi dari ruang vektor dengan operasi pergandaan 

skalar yang memenuhi beberapa aksioma.  Modul terdiri atas modul kiri dan 

modul kanan atas suatu ring 𝑅.  Berikut ini diberikan definisinya. 

 

Definisi 2.4.1 

Diberikan grup komutatif (𝐺, +) dan ring dengan elemen satuan 𝑅, serta operasi 

pergandaan skalar ∘∶ 𝑅 × 𝐺 → 𝐺.  Grup 𝐺 dikatakan modul kiri atas ring 𝑅 

terhadap operasi ∘ dengan memenuhi aksioma-aksioma berikut. 

a) 𝑟1 ∘ (𝑔1 + 𝑔2) = 𝑟1 ∘ 𝑔1 + 𝑟1 ∘ 𝑔2; 

b) (𝑟1 + 𝑟2) ∘ 𝑔1 = 𝑟1 ∘ 𝑔1 + 𝑟2 ∘ 𝑔1; 

c) (𝑟1. 𝑟2) ∘ 𝑔1 = 𝑟1 ∘ (𝑟2 ∘ 𝑔1); 

d) 1𝑅 ∘ 𝑔1 = 𝑔1, 

untuk setiap 𝑟1 , 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 (Adkins dan Weintraub, 1992). 
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Definisi 2.4.2 

Diberikan grup komutatif (𝐺, +) dan ring dengan elemen satuan 𝑅, serta operasi 

pergandaan skalar ∘∶ 𝑅 × 𝐺 → 𝐺.  Grup 𝐺 dikatakan modul kanan  atas ring 𝑅 

terhadap operasi ∘ dengan memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

a) 𝑟1 ∘ (𝑔1 + 𝑔2) = 𝑟1 ∘ 𝑔1 + 𝑟1 ∘ 𝑔2; 

b) (𝑟1 + 𝑟2) ∘ 𝑔1 = 𝑟1 ∘ 𝑔1 + 𝑟2 ∘ 𝑔1; 

c) (𝑟1. 𝑟2) ∘ 𝑔1 = 𝑟2 ∘ (𝑟1 ∘ 𝑔1); 

d) 1𝑅 ∘ 𝑔1 = 𝑔1, 

untuk setiap 𝑟1 , 𝑟2 ∈ 𝑅 dan 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Jika 𝑅 merupakan ring komutatif maka setiap modul kiri atas ring  𝑅 merupakan 

modul kanan, dan setiap modul kanan atas ring 𝑅 merupakan modul kiri. 

 

Berikut contoh dari modul sebagai berikut. 

 

Contoh 2.4.1 

Diberikan grup komutatif 

ℝ3 = {[

𝑎1
𝑎2
𝑎3

] |𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ} 

terhadap operasi pergandaan skalar 

⦁ : 𝑀3(ℝ) × ℝ
3 → ℝ3 

(𝐴, 𝑣) → ⦁(𝐴, 𝑣) = 𝐴𝑣 

memenuhi aksioma modul kiri. 

Dengan demikian, ℝ3 merupakan modul kiri atas ring 𝑀3(ℝ). 

 

Contoh 2.4.2 

Diberikan grup komutatif 

ℝ𝑏
3 = {[𝑎1 𝑎2 𝑎3]|𝑎1 , 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℝ} 

terhadap operasi pergandaan skalar 

⦁:𝑀3(ℝ) × ℝ𝑏
3 → ℝ𝑏

3 

(𝐴, 𝑣) → ⦁(𝐴, 𝑣) = 𝑣𝐴 

memenuhi aksioma modul kanan. 

Dengan demikian, ℝ𝑏
3 merupakan modul kanan atas ring 𝑀3(ℝ). 
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Himpunan bagian dari suatu modul yang juga merupakan modul terhadap operasi 

pergandaan skalar yang sama di modulnya disebut dengan submodul.  Berikut ini 

diberikan definisi submodul. 

 

Definisi 2.4.3 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅.  Himpunan tak kosong 𝐾 ⊆ 𝑀 dikatakan 

submodul dari 𝑀 jika 𝐾 adalah subgrup dari 𝑀 terhadap operasi yang sama 

dengan 𝑀, serta 𝐾 juga merupakan modul atas ring 𝑅 terhadap operasi pergandaan 

skalar yang sama dengan operasi pergandaan pada modul 𝑀 atas ring 𝑅 (Malik 

dkk, 1998). 

 

Berikut teorema yang merupakan syarat perlu dan cukup himpunan tak kosong 

𝐾 ⊆ 𝑀 merupakan submodul dari 𝑀 atas ring 𝑅. 

 

Teorema 2.4.1 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅 dan himpunan tak kosong 𝐾 ⊆ 𝑀.  Himpunan 𝐾 

merupakan submodul di 𝑀 jika dan hanya jika memenuhi: 

i) 𝑘1 − 𝑘2 ∈ 𝐾, untuk setiap 𝑘1 , 𝑘2 ∈ 𝐾, 

ii) 𝑟 ∘ 𝑘 ∈ 𝐾, untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑘 ∈ 𝐾 (Malik dkk., 1998). 

Bukti: 

Diketahui 𝐾 adalah submodul dari 𝑀, sehingga 𝐾 merupakan subgrup komutatif 

dari 𝑀.  Hal ini berakibat untuk setiap 𝑘1 , 𝑘2 ∈ 𝐾 maka 𝑘1 − 𝑘2 ∈ 𝐾.  Apabila 𝐾 

adalah submodul dari 𝑀, maka operasi pergandaan skalar pada 𝑀 juga berlaku di 

𝐾.  Akibatnya, untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑘 ∈ 𝐾, berlaku 𝑟 ∘ 𝑘 ∈ 𝐾. 

Sebaliknya, jika untuk setiap 𝑘1 , 𝑘2 ∈ 𝐾 berlaku 𝑘1 − 𝑘2 ∈ 𝐾, maka 𝐾 merupakan 

subgrup komutatif dari modul 𝑀.  Kemudian untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑘 ∈ 𝐾 

berlaku 𝑟 ∘ 𝑘 ∈ 𝐾, maka operasi pergandaan skalar pada modul 𝑀 berlaku di 𝐾.  

Dengan demikian, 𝐾 merupakan submodul di 𝑀.                                                            
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Berikut diberikan contoh dari submodul. 

 

Contoh 2.4.3 

Diberikan Modul ℤ atas ℤ.  Himpunan 5ℤ merupakan submodul dari ℤ, karena 

apabila diberikan sebarang 5𝑘1 , 5𝑘2 ∈ 5ℤ dan 𝑟 ∈ ℤ, diperoleh bahwa  

5𝑘1 − 5𝑘2 = 5(𝑘1 − 𝑘2) ∈ 5ℤ  

dan 

𝑟5𝑘1 = 5(𝑟𝑘1) ∈ 5ℤ. 

 

Apabila terdapat modul 𝑀 atas ring 𝑅 dan submodul-submodul 𝐺1, 𝐺2 dalam 𝑀 

maka jumlahan dari submodul 𝐺1 dan 𝐺2 sebagai berikut: 

𝐺1 + 𝐺2 ≝ {𝑥 + 𝑦|𝑥 ∈ 𝐺1 dan 𝑦 ∈ 𝐺2}. 

 

Berikut ini merupakan lemma yang mendukung pernyataan tersebut. 

 

Lemma 2.4.1 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅.  Jika 𝐺1 dan 𝐺2 merupakan submodul di 𝑀 maka 

i) 𝐺1 ∩ 𝐺2 merupakan submodul di 𝑀. 

ii) 𝐺1 + 𝐺2 merupakan submodul di 𝑀 (Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

i) Diberikan sebarang 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐺1 ∩ 𝐺2.  Diperoleh 𝑘1 , 𝑘2 ∈ 𝐺1 dan 𝑘1 , 𝑘2 ∈ 𝐺2 

karena 𝐺1 dan 𝐺2 merupakan submodul, berlaku 𝑘1 − 𝑘2 ∈ 𝐺1 dan 𝑘1 − 𝑘2 ∈

𝐺2.  Akibatnya, 𝑘1 − 𝑘2 ∈ 𝐺1 ∩ 𝐺2.   

Diberikan sebarang 𝑟 ∈ 𝑅.  Karena 𝐺1 dan 𝐺2 merupakan submodul, berlaku 

𝑟𝑘1, 𝑟𝑘2 ∈ 𝐺1 dan 𝑟𝑘1 , 𝑟𝑘2 ∈ 𝐺2.  Akibatnya, 𝑟𝑘1 , 𝑟𝑘2 ∈ 𝐺1 ∩ 𝐺2.  Oleh 

karena itu, terbukti bahwa 𝐺1 ∩ 𝐺2 merupakan submodul di 𝑀. 

ii) Diketahui 𝐺1 + 𝐺2 = {𝑥 + 𝑦|𝑥 ∈ 𝐺1 dan 𝑦 ∈ 𝐺2}.  Diberikan sebarang 

𝑘1 , 𝑘2 ∈ 𝐺1 + 𝐺2, berlaku 𝑘1 = 𝑥1 + 𝑦1 dan 𝑘2 = 𝑥2 + 𝑦2 untuk suatu  

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐺1 dan 𝑦1 , 𝑦2 ∈ 𝐺2.   Karena  𝐺1 dan 𝐺2 merupakan submodul, 

diperoleh  𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝐺1 𝑦1 − 𝑦2 ∈ 𝐺2.  Hal ini berakibat: 

𝑘1 − 𝑘2 = (𝑥1 + 𝑦1) − (𝑥2 + 𝑦2) = (𝑥1 − 𝑥2) + (𝑦1 − 𝑦2) ∈ 𝐺1 + 𝐺2. 

Diberikan sebarang 𝑟 ∈ 𝑅, 𝐺1 dan 𝐺2, maka 𝑟𝑥1 ∈ 𝐺1 dan 𝑟𝑦1 ∈ 𝐺2.  Jadi  

𝑟𝑘1 = 𝑟(𝑥1 + 𝑦1 ) = 𝑟𝑘1 + 𝑟𝑦1 ∈ 𝐺1 + 𝐺2. 

Oleh karena itu, terbukti bahwa 𝐺1 + 𝐺2 merupakan submodul di 𝑀.            ∎ 
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Untuk kasus lebih dari dua submodul, maka Lemma 2.4.1 dapat diperumum 

seperti yang disajikan dalam lemma berikut ini. 

 

Lemma 2.4.2 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅 dan himpunan indeks ∆.  Jika 𝐺𝛼 merupakan 

submodul di 𝑀 untuk setiap 𝛼 ∈ ∆ maka 

i) ⋂ 𝐺𝛼𝛼∈∆  merupakan submodul di 𝑀, 

ii) ∑ 𝐺𝛼 = {∑ 𝐺𝛼𝑖|𝛼𝑖 ∈ ∆, 𝑛 ∈ ℕ
𝑛
𝑖=1 }𝛼∈∆  merupakan submodul di 𝑀 (Adkins dan 

Weintraub, 1992) 

 

Submodul-submodul pada modul 𝑀 atas ring 𝑅 dapat membentuk hasil jumlah 

langsung.  Berikut ini diberikan definisi jumlahan langsung eksternal dan 

jumlahan langsung internal pada modul. 

 

Definisi 2.4.4 

Diberikan modul-modul atas ring 𝑅 yaitu 𝑀1 , 𝑀2 , … ,𝑀𝑛 .  Pada hasil kali kartesian 

pada himpunan 𝑀1 ×𝑀2 × …×𝑀𝑛 didefinisikan: 

i) (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) + (𝑦1 , 𝑦2 , … , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1 , 𝑥2 + 𝑦2 , … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛), 

ii) 𝑎(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = (𝑎𝑥1, 𝑎𝑥2, … , 𝑎𝑥𝑛). 

(0,0,… ,0) merupakan elemen identitas dan jumlahan langsung eksternal dari 

𝑀1 , 𝑀2 , … ,𝑀𝑛  dinotasikan dengan 𝑀1 ⊕𝑀2⊕…⊕𝑀𝑛 (Adkins dan Weintraub, 

1992). 

 

Definisi 2.4.5 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅, 𝐺1 dan 𝐺2 merupakan submodul di 𝑀.  Jika 𝐺1 ∩

𝐺2 = {0𝑀}, sehingga hasil jumlah dari submodul tersebut merupakan jumlahan 

langsung internal dan dinotasikan dengan 𝐺1⊕𝐺2 (Roman, 2005). 

 

Sebelum membahas definisi barisan eksak, terlebih dahulu akan didefinisikan 

mengenai homomorfisma modul.  Berikut ini diberikan definisinya. 
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Definisi 2.4.6 

Diberikan 𝐾, 𝐿 modul-modul atas ring 𝑅.  Fungsi 𝑓: 𝐾 → 𝐿 adalah homomorfisma 

modul jika: 

i) 𝑓(𝑘1 + 𝑘2) = 𝑓(𝑘1) + 𝑓(𝑘2), untuk setiap 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐾; 

ii) 𝑓(𝑎𝑘) = 𝑎𝑓(𝑘), untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 dan 𝑘 ∈ 𝐾 (Dummit dan Foote, 1999). 

 

Definisi 2.4.7 

Diberikan homomorfisma modul atas 𝑅 yang didefinisikan dengan 𝑓: 𝐾 → 𝐿.  

Kernel dan image dari 𝑓  didefinisikan sebagai berikut: 

i) Kernel (𝑓) = ker(𝑓) = {𝑘 ∈ 𝐾| 𝑓(𝑘) = 0}, 

ii) Image (𝑓) = Im(𝑓) = 𝑓(𝐾) = {𝑙 ∈ 𝐿| 𝑙 = 𝑓(𝑘), untuk 𝑘 ∈ 𝐾} (Adkins dan 

Weintraub, 1992). 

 

Definisi 2.4.8 

Diberikan homomorfisma modul atas 𝑅 yang didefinisikan dengan 𝑓: 𝑀 → 𝑀′. 

i) Fungsi 𝑓 disebut monomorfisma modul atas 𝑅 jika 𝑓 injektif (1-1), yaitu: 

untuk setiap 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀, 𝑓(𝑚1) = 𝑓(𝑚2) berakibat 𝑚1 = 𝑚2, 

ii) Fungsi 𝑓 disebut epimorfisma modul atas 𝑅 jika 𝑓 surjektif (onto), yaitu 

Im(𝑓) = 𝑀′, 

iii) Fungsi 𝑓 disebut isomorfisma modul atas 𝑅 jika 𝑓 bijektif (injektif dan 

surjektif) (Dummit dan Foote, 1999). 

Modul M dan 𝑀′ dikatakan isomorfik jika terdapat suatu isomorfisma modul atas 

𝑅 dari 𝑀 ke 𝑀′, yang dinotasikan dengan 𝑀 ≌ 𝑀′. 

 

Untuk lebih memahami definisi homomorfisma modul, berikut ini diberikan 

contoh homomorfisma modul. 

 

Contoh 2.4.4 

Diberikan modul ℤ atas ring ℤ.  Didefinisikan 𝑓: ℤ → ℤ, dengan 𝑓(𝑎) = 5𝑎  untuk 

setiap 𝑎 ∈ ℤ. 
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i) Diberikan sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, berlaku 

𝑓(𝑎 + 𝑏) = 5(𝑎 + 𝑏) 

                 = 5𝑎 + 5𝑏 

                         = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

ii) Diberikan sebarang 𝑛 ∈ ℤ, 𝑎 ∈ ℤ, berlaku 

𝑓(𝑛𝑎) = 5(𝑛𝑎) 

            = 𝑛(5𝑎) 

            = 𝑛𝑓(𝑎) 

Jadi, 𝑓 merupakan homomorfisma modul atas 𝑅 dari ℤ ke ℤ. 

 

Contoh 2.4.5 

Diberikan modul ℤ sebagai modul atas ℤ.  Pemetaan 𝑓: ℤ → ℤ dengan 𝑓(𝑎) = −𝑎 

untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ merupakan isomorfisma modul. 

 

Teorema 2.4.2 

Jika modul 𝑀 atas ring 𝑅 dan 𝑀1 , … ,𝑀𝑛 submodul dari 𝑀 sedemikian sehingga  

i) 𝑀 = 𝑀1 +⋯+ 𝑀𝑛, dan 

ii) 𝑀𝑖 ∩ (𝑀1 +⋯+𝑀𝑖−1 + ⋯+𝑀𝑖+1 + ⋯+𝑀𝑛) = {0}, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 

maka 

𝑀1⊕…⊕𝑀𝑛 ≅ 𝑀 (Dummit dan Foote, 1999). 

Bukti: 

Diberikan 𝑓𝑖: 𝑀𝑖 → 𝑀 merupakan pemetaan inklusi, maka 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥 untuk semua 

𝑥 ∈ 𝑀𝑖  dan didefinisikan 

𝑓: 𝑀1⊕…⊕𝑀𝑛 → 𝑀 

maka 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛. 

𝑓 merupakan homomorfisma modul atas 𝑅 dan berdasarkan kondisi (i) maka 𝑓 

bersifat surjektif.  Misalkan (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ker(𝑓).  Akibatnya 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛 = 0, 

sehingga untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 

𝑥𝑖 = −(𝑥1 + ⋯+ 𝑥𝑖−1 + 𝑥𝑖+1 +⋯+ 𝑥𝑛). 

Oleh karena itu, 

𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖 ∩ (𝑀1 + ⋯+𝑀𝑖−1 +⋯+ 𝑀𝑛) = {0} 
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sehingga (𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0 dan 𝑓 merupakan isomorfisma.                                     ∎ 

 

Setelah memahami definisi dan contoh mengenai homomorfisma modul, 

selanjutnya akan diberikan definisi mengenai barisan eksak.  

 

Definisi 2.4.9 

Diberikan modul 𝑀 atas ring R.  Barisan modul atas 𝑅 dan homomorfisma modul 

atas 𝑅 

… → 𝑀𝑖−1
𝑓𝑖
→𝑀𝑖

𝑓𝑖+1
→  𝑀𝑖+1 → ⋯                                                 (1) 

dikatakan eksak di 𝑀𝑖  jika Im(𝑓𝑖) = ker(𝑓𝑖+1).  Barisan (1) dikatakan eksak jika 

eksak di setiap 𝑀𝑖  untuk setiap 𝑖 ∈ 𝐼 (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Salah satu bentuk khusus dari suatu barisan eksak yaitu barisan pendek.  Berikut 

ini definisinya. 

 

Definisi 2.4.10 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅.  Terdapat submodul 𝑀1 dan 𝑀2 pada submodul 

𝑀, serta homomorfisma modul 𝑓 dan 𝑔.  Barisan 0 → 𝑀1
𝑓
→𝑀

𝑔
→𝑀2 → 0 

dikatakan barisan pendek (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Berdasarkan definisi barisan pendek, diperoleh teorema berikut ini. 

 

Teorema 2.4.3 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅.  Terdapat submodul 𝑀1 dan 𝑀2 pada submodul 

𝑀, serta homomorfisma modul 𝑓 dan 𝑔. 

i) Barisan 0 → 𝑀1
𝑓
→𝑀 eksak di 𝑀1 jika dan hanya jika 𝑓 injektif, 

ii) Barisan 𝑀
𝑔
→𝑀2 → 0 eksak di 𝑀2 jika dan hanya jika 𝑔 surjektif (Adkins dan 

Weintraub, 1992). 
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Teorema 2.4.4 

Barisan pendek: 

                                          0 → 𝑀1
𝑓
→𝑀

𝑔
→𝑀2 → 0                                                            

dikatakan barisan eksak jika dan hanya jika 𝑓 injektif, 𝑔 surjektif, dan  

Im(𝑓) = ker (𝑔).  Berdasarkan Teorema Utama Homomorfisma Modul, diperoleh 

bahwa 𝑀 Im(𝑓) ≌ 𝑀2⁄  (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Contoh 2.4.6 

Barisan 

                              0 → ℤ 3ℤ⁄
𝑓
→ℤ 12ℤ⁄

𝑔
→ℤ 2ℤ⁄ → 0                                                 

merupakan barisan eksak pendek dengan 𝑓(𝑎 + 3ℤ) = 2𝑎 + 12ℤ dan 𝑔(𝑏 +

12ℤ) = (𝑏 mod 2) + 2ℤ untuk setiap 𝑎 + 3ℤ ∈ ℤ 3ℤ⁄  dan 𝑏 + 12ℤ ∈ ℤ 12ℤ⁄ .  

Berdasarkan Teorema Utama Homomorfisma Modul diperoleh bahwa 

ℤ 12ℤ⁄
2ℤ 12ℤ⁄⁄ ≌ℤ 2ℤ⁄ . 

Setelah diberikan definisi mengenai barisan eksak dan barisan eksak pendek, 

maka selanjutnya akan diberikan definisi mengenai barisan eksak terpisah. 

 

Definisi 2.4.11 

Barisan eksak pendek: 

0 → 𝑀1
𝑓
→𝑀

𝑔
→𝑀2 → 0 

dikatakan barisan eksak terpisah jika Im(𝑓) = ker (𝑔) merupakan hasil jumlah 

langsung di 𝑀 (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Contoh 2.4.7 

Berdasarkan pada Contoh 2.5.3, diketahui bahwa: 

Im(𝑓) = ker(𝑔) 

= 2ℤ 12ℤ⁄                                                                                                          

             = {0 + 12ℤ, 2 + 12ℤ, 4 + 12ℤ, 6 + 12ℤ, 8 + 12ℤ, 10 + 12ℤ}.  

Oleh karena itu, barisan eksak pendek pada Contoh 2.4.6 merupakan barisan 

eksak terpisah. 
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Barisan eksak merupakan barisan eksak terpisah jika memenuhi syarat seperti 

pada Teorema 2.4.5. 

 

Teorema 2.4.5 

Diberikan barisan 

0 → 𝑀1
𝑓
→𝑀

𝑔
→𝑀2 → 0 

merupakan barisan eksak pendek dari modul atas 𝑅, maka pernyataan berikut 

ekuivalen: 

i) terdapat homomorfisma 𝛼:𝑀 → 𝑀1 sehingga 𝛼 ∘ 𝑓 = 1𝑀1; 

ii) terdapat homomorfisma 𝛽:𝑀2 → 𝑀 sehingga 𝑔 ∘ 𝛽 = 1𝑀2 ; 

iii) barisan tersebut merupakan barisan eksak terpisah. 

Jika kondisi tersebut terpenuhi, maka: 

𝑀 ≌ 𝐼𝑚(𝑓)⊕ ker(𝛼) 

     ≌ ker (𝑔) ⊕ 𝐼𝑚(𝛽) 

                                                           ≌ 𝑀1⊕𝑀2  

(Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Teorema 2.4.6 

Diberikan 

                                                 0 → 𝑀1
𝜙
→𝑀

𝜓
→𝑀2                                                (2) 

merupakan barisan dari modul atas 𝑅 dan homomorfisma modul atas 𝑅.  Oleh 

karena itu Barisan (2) merupakan barisan eksak jika dan hanya jika barisan 

                             0 → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀1)
𝜙∗
→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀)

𝜓∗
→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀2)            (3) 

merupakan barisan eksak dari modul atas ℤ untuk semua modul 𝑁 atas 𝑅.  Jika 

                                                     𝑀1
𝜙
→𝑀

𝜓
→𝑀2 → 0                                            (4) 

merupakan barisan dari modul atas 𝑅 dan homomorfisma modul atas 𝑅, maka 

Barisan (4) eksak jika dan hanya jika barisan 

                        0 → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀2, 𝑁)
𝜓∗

→ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀, 𝑁)
𝜙∗

→ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀1, 𝑁)                 (5) 

merupakan barisan eksak dari modul atas ℤ untuk semua modul 𝑁 atas 𝑅 (Adkins 

dan Weintraub, 1992). 
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Bukti: 

Asumsikan Barisan (2) merupakan barisan eksak dan modul 𝑁 merupakan 

sembarang modul atas 𝑅.  Diketahui bahwa 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀) dan 𝜙∗(𝑓) = 0,  

maka 

0 = 𝜙 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑓(𝑥)), 

untuk semua 𝑥 ∈ 𝑁. 𝜙 bersifat injektif, sehingga 𝑓(𝑥) = 0 untuk semua 𝑥 ∈ 𝑁.  

Oleh karena itu 𝑓 = 0 dan 𝜙∗ bersifat injektif. 

Diketahui 𝜓 ∘ 𝜙 = 0 (karena Barisan (2) merupakan barisan eksak di 𝑀), 

diperoleh 

𝜓∗(𝜙∗(𝑓)) = 𝜓 ∘ 𝜙∗(𝑓) = 𝜓 ∘ 𝜙 ∘ 𝑓 = 0, 

untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀).  Dengan demikian, Im(𝜙∗) ⊆ ker(𝜓∗).  Andaikan 

𝑔 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀) dengan 𝜓∗(𝑔) = 0,𝜓(𝑔(𝑥)) = 0 untuk semua 𝑥 ∈ 𝑁.  Jika 

ker(𝜓) = Im(𝜙), untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑁, maka 𝑔(𝑥) = 𝜙(𝑦) dengan 𝑦 ∈ 𝑀1 .  

Diketahui 𝜙 bersifat injektif, 𝑦 merupakan unik berdasarkan persamaan  

𝑔(𝑥) = 𝜙(𝑦).  Hal ini memungkinkan untuk mendefinisikan fungsi 𝑓:𝑁 → 𝑀1 

oleh 𝑓(𝑥) = 𝑦 dengan 𝑔(𝑥) = 𝑦.  Karena 𝜙∗(𝑓) = 𝑔, dapat disimpulkan 

ker(𝜓∗) = Im(𝜙∗).  Jadi, Barisan (3) merupakan barisan eksak. 

Sebaliknya, asumsikan Barisan (3) merupakan eksak untuk semua modul 𝑁 atas 

𝑅.  Akibatnya, 𝜙∗ bersifat injektif, untuk setiap modul 𝑁 atas 𝑅.  Diberikan  

𝑁 = ker(𝜙) dan 𝚤: 𝑁 → 𝑀1, sehingga 𝜙∗(𝚤) = 𝜙 ∘ 𝚤 = 0.   

𝜙∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀1) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀) bersifat injektif, 𝚤 = 0,𝑁 = (0).  Oleh karena 

itu, 𝜙 bersifat injektif. 

Diberikan 𝑁 = 𝑀1,diperoleh 

0 = (𝜓∗ ∘ 𝜙∗)(1𝑀1) =  𝜓 ∘  𝜙. 

Dengan demikian Im(𝜙) ⊆ ker(𝜓).  Diberikan 𝑁 = ker(𝜓) dan 𝚤: 𝑁 → 𝑀.  

Diketahui 𝜓∗(𝚤) = 𝜓 ∘ 𝚤 = 0, eksak dari Barisan (3) berimplikasi bahwa  

𝚤 = 𝜙∗(𝛼), untuk suatu 𝛼 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀1).  Dengan demikian, 

Im(𝜙) ⊇ Im(𝚤) = 𝑁 = ker(𝜓), 

dan menghasilkan Barisan (2) merupakan barisan eksak.                                      ∎ 
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Teorema 2.4.7 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅.  Jika  

                          0 → 𝑀1
𝜙
→𝑀

𝜓
→𝑀2 → 0                                       (6) 

merupakan barisan eksak terpisah dari modul atas ring 𝑅, maka barisan 

0 → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀1)
𝜙∗
→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀)

𝜓∗
→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀2) → 0             (7) 

dan 

0 → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀2, 𝑁)
𝜓∗
→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁)

𝜙∗
→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀1 , 𝑁) → 0……… (8) 

merupakan barisan eksak terpisah dari grup komutatif (Adkins dan Weintraub, 

1992). 

Bukti: 

Akan dibuktikan bahwa Barisan (7) dan (8) merupakan barisan eksak terpisah.  

Berdasarkan Teorema 2.4.5, akan ditunjukkan bahwa 𝜓∗ bersifat surjektif dan 

terdapat pemisahan pada Barisan (7).  Diambil sebarang 𝛽:𝑀2 → 𝑀 Barisan 

eksak terpisah (6) dan misalkan 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀2).  Akibatnya, 

𝜓∗ ∘ 𝛽∗(𝑓) = 𝜓∗(𝛽 ∘ 𝑓) 

                    = (𝜓 ∘ 𝛽) ∘ 𝑓 

                    = (1𝑀2) ∘ 𝑓 

                    = (1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀2))(𝑓). 

Dengan demikian diperoleh 𝜓∗ ∘ 𝛽∗ = (1𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀2)).  Jadi 𝜓∗ bersifat surjektif 

dan barisan 𝛽∗ merupakan barisan eksak terpisah.                                                  ∎ 

 

Sebelum membahas mengenai definisi modul bebas, terlebih dahulu akan 

didefinisikan mengenai ideal utama. 

 

Definisi 2.4.12 

Diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (𝑅, +, . ).  Ideal di 𝑅 disebut ideal 

utama jika 𝐼 dapat dibangun oleh suatu elemen dalam 𝑅, yaitu ada 𝑎 ∈ 𝑅 sehingga 

𝐼 = 〈𝑎〉 = 〈𝑟𝑎|𝑟 ∈ 𝑅〉 (Adkins dan Weintraub, 1992). 
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Untuk lebih memahami definisi tersebut, berikut ini diberikan contoh ideal utama. 

 

Contoh 2.4.8 

1) Di dalam ring ℤ, ideal-ideal berikut adalah ideal utama: 〈2〉, 〈4〉, 〈11〉, dan 

seterusnya. 

2) Di dalam ring ℤ[𝑥], ideal-ideal berikut adalah ideal utama: 〈𝑥〉, 〈2〉, 〈𝑥3〉, dan 

seterusnya. 

 

Suatu ideal disebut sebagai ideal utama jika memiliki satu elemen pembangun 

tunggal. Berikut ini diberikan definisi daerah ideal utama. 

 

Definisi 2.4.13 

Daerah integral 𝑅 disebut daerah ideal utama (DIU) jika setiap idealnya 

merupakan ideal utama, yakni setiap idealnya dapat dibangun oleh satu elemen 

(Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Berikut ini contoh daerah ideal utama. 

Contoh 2.4.9 

1) ℤ,ℝ[𝑥],𝐹, dan ℤ[𝑖] merupakan daerah ideal utama. 

2) ℤ[𝑥],ℤ[√−3], dan ℝ[𝑥, 𝑦] bukan merupakan daerah ideal utama. 

 

Definisi 2.4.14 

Diberikan modul 𝑀 atas ring  𝑅.  Himpunan bagian 𝑋 ⊆ 𝑀 dikatakan bergantung 

linear jika terdapat elemen 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 di 𝑋 dan elemen 𝑟1, 𝑟2 , … , 𝑟𝑛  di 𝑅 yang 

tidak semua nol sedemikian sehingga 𝑟1𝑥1 + 𝑟2𝑥2+ ⋯+ 𝑟𝑛𝑥𝑛 = 0.  Himpunan 

yang tidak bergantung linear disebut himpunan bebas linear (Adkins dan 

Weintraub, 1992). 

 

Definisi 2.4.15 

Diberikan modul 𝑀 atas ring 𝑅.  Himpunan 𝑋 dikatakan basis untuk modul 𝑀 jika 

𝑋 membangun modul 𝑀 atas ring 𝑅 dan 𝑋 bebas linear (Adkins dan Weintraub, 

1992). 
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Definisi 2.4.16 

Modul 𝑀 atas  ring 𝑅 disebut modul bebas (𝑓𝑟𝑒𝑒 𝑅 − 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑒) apabila modul 

tersebut memiliki basis (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Definisi 2.4.17 

Diberikan daerah integral 𝑅 dan modul 𝑀 atas ring 𝑅.  Elemen 𝑥 ∈ 𝑀 disebut  

elemen torsi jika terdapat 𝑟 ∈ 𝑅 − {0}, sehingga 𝑟𝑥 = 0𝑀.  Modul 𝑀 dikatakan 

modul torsi jika setiap elemen di 𝑀 merupakan elemen torsi, dinotasikan dengan 

𝑀 = 𝑀𝑇 .  Modul 𝑀 disebut modul bebas torsi jika elemen torsi di 𝑀 hanya 0𝑀, 

atau dengan kata lain 𝑀𝑇 = {0𝑀} (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Proposisi 2.4.1 

Jika 𝑅 merupakan daerah integral dan 𝑀 modul bebas atas ring 𝑅, maka 𝑀 adalah 

modul bebas torsi (Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Misalkan 𝑀 adalah modul bebas dengan basis 𝑆 = {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽
 dan misalkan 𝑥 ∈ 𝑀𝜏.  

Oleh karena itu, 𝑎𝑥 = 0 untuk beberapa 𝑎 ≠ 0 ∈ 𝑅.  Untuk 𝑥 = ∑ 𝑎𝑗𝑥𝑗𝑗∈𝐽 , 

sehingga 

0 = 𝑎𝑥 =∑ (𝑎𝑎𝑗)𝑥𝑗.
𝑗∈𝐽

 

Diketahui 𝑆 adalah basis dari modul 𝑀, 𝑎𝑎𝑗 = 0 untuk semua 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑎 ≠ 0 dan 𝑅 

adalah daerah integral, sehingga 𝑎𝑗 = 0 untuk semua 𝑗 ∈ 𝐽.  Oleh karena itu, 𝑥 =

0, 𝑀𝜏 = 〈0〉.  Akibatnya, 𝑀 adalah modul bebas torsi.                      ∎ 

 

Proposisi 2.4.2 

Jika diberikan modul bebas 𝑀 atas ring 𝑅 dengan basis 𝑆, modul 𝑁 atas ring 𝑅, 

dan fungsi ℎ: 𝑆 → 𝑁, maka terdapat dengan tunggal 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁) sedemikian 

sehingga 𝑓|𝑠 = ℎ (Adkins dan Weintraub, 1992). 
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Bukti: 

Misalkan 𝑆 = {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽
.  Setiap 𝑥 ∈ 𝑀 dapat ditulis menjadi 𝑥 = ∑ 𝑎𝑗𝑥𝑗𝑗∈𝐽  dengan 

tak hingga banyaknya 𝑎𝑗  adalah tidak nol.  Didefinisikan 𝑓:𝑀 → 𝑁 maka 

                                               𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑗ℎ(𝑥𝑗)𝑗∈𝐽 .                                               ∎ 

 

Teorema 2.4.8 

Jika 𝑅 ring komutatif dan 𝑀,𝑁 merupakan modul bebas atas ring 𝑅 yang 

dibangun secara berhingga, maka 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁) merupakan modul bebas atas  

ring 𝑅 yang dibangun secara berhingga (Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Misalkan 𝐵 = {𝑣1, … , 𝑣𝑚} merupakan basis dari modul 𝑀 dan 𝐶 = {𝑤1 , … ,𝑤𝑛} 

merupakan basis dari modul 𝑁.  Didefinisikan 𝑓𝑖𝑗 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀, 𝑁) untuk  

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  dan 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 sehingga 

𝑓𝑖𝑗(𝑣𝑘) = {
𝑤𝑗    jika 𝑘 = 𝑖,

0   jika 𝑘 ≠ 𝑖.
 

𝑓𝑖𝑗  merupakan elemen dari 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁) yang didefinisikan secara tunggal 

berdasarkan Proposisi 2.4.2. 

Misalkan 𝑓𝑖𝑗 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 merupakan basis dari 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀, 𝑁).  

Misalkan 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀,𝑁) dan 𝑓(𝑣𝑖) = 𝑎𝑖1𝑤1 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑤𝑛  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚.  

Misalkan 

𝑔 =∑∑𝑎𝑖𝑗𝑓𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 

maka 𝑔(𝑣𝑘) = 𝑎𝑘1𝑤1 +⋯+ 𝑎𝑘𝑛𝑤𝑛 = 𝑓(𝑣𝑘) untuk 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, jadi 𝑔 = 𝑓 

merupakan dua homomorfisma dengan basis 𝑀.  Oleh karena itu, 

 {𝑓𝑖𝑗 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 } membangun 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑀, 𝑁).                                      ∎ 

 

Proposisi 2.4.3 

Setiap modul 𝑀 atas ring 𝑅 adalah lapangan hasil bagi dari modul bebas dan jika 

modul 𝑀 dibangun secara berhingga, maka 𝑀 adalah lapangan hasil bagi dari 

modul 𝑀 atas ring 𝑅 yang dibangun secara berhingga (Adkins dan Weintraub, 

1992). 
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Bukti: 

Misalkan 𝑆 = {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽
 adalah himpunan yang dibangun untuk modul 𝑀 atas ring 𝑅 

dan misalkan 𝐹 =⊕𝑗∈𝐽 𝑅𝑗  dengan 𝑅𝑗 = 𝑅 merupakan modul bebas atas ring 𝑅.  

Didefinisikan homomorfisma 𝜓:𝐹 → 𝑀 sehingga 

𝜓((𝑎𝑗)𝑗∈𝐽
) = ∑ 𝑎𝑗𝑥𝑗𝑗∈𝐽 . 

Diketahui 𝑆 merupakan himpunan yang membangun modul 𝑀, 𝜓 merupakan 

fungsi yang bersifat surjektif dan 𝑀 ≅ 𝐹 ker(𝜓) .⁄   Catatan jika |𝑆| < ∞ maka 𝐹 

dibangun secara berhingga.  Diketahui 𝑀 merupakan hasil bagi dari 𝐹, sehingga 

𝜇(𝑀) ≤ 𝜇(𝐹).  Tetapi 𝐹 merupakan modul bebas dengan indeks 𝑗 sehingga 

𝜇(𝐹) ≤ |𝐽|, dan 𝐽 merupakan indeks yang membangun modul 𝑀, berimplikasi 

bahwa 𝜇(𝐹) ≤ 𝜇(𝑀) jika 𝑆 merupakan himpunan pembangun minimal dari 

modul 𝑀.  Oleh karena itu, 𝜇(𝐹) = 𝜇(𝑀).                                                             ∎ 

 

Definisi 2.4.18 

Diberikan 𝑀 adalah modul atas 𝑅 maka barisan eksak pendek 

0 → 𝐾 → 𝐹 → 𝑀 → 0 

dengan 𝐹 merupakan modul bebas atas 𝑅 merupakan presentasi bebas dari 𝑀 

(Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Proposisi 2.4.4 

Jika 𝐹 adalah modul bebas atas 𝑅, maka setiap barisan eksak pendek 

0 → 𝑀1 → 𝑀
𝑓
→𝐹 → 0 

dari modul atas 𝑅 adalah eksak terpisah (Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Misalkan 𝑆 = {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽
 adalah basis dari modul bebas 𝐹.  Karena 𝑓 surjektif, untuk 

setiap 𝑗 ∈ 𝐽 terdapat elemen 𝑦𝑗 ∈ 𝑀 sedemikian sehingga 𝑓(𝑦𝑗) = 𝑥𝑗 = 1𝐹(𝑥𝑗).  

Didefinisikan ℎ: 𝑆 → 𝑀 dengan ℎ(𝑥𝑗) = 𝑦𝑗 .  Berdasarkan Proposisi 2.4.2, terdapat 

dengan tunggal  𝛽 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝐹,𝑀), sehingga 𝛽|𝑠 = ℎ.  Karena  

 𝑓 ∘ 𝛽(𝑥𝑗) = 𝑥𝑗 = 1𝐹(𝑥𝑗) untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽.  Akibatnya, 𝑓 ∘ 𝛽 = 1𝐹 .                  ∎ 
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Akibat 2.4.1 

Diberikan 𝑁 merupakan modul atas 𝑅 dan 𝐹 merupakan modul bebas atas 𝑅.  Jika 

                                           0 → 𝑀1
𝜙
→𝑀

𝜓
→𝐹 → 0                                             (9) 

merupakan barisan eksak pendek dari modul atas 𝑅, maka 

0 → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀1)
𝜙∗
→𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀)

𝜓∗
→ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝐹) → 0 

merupakan barisan eksak terpisah dari grup abel (𝑅 − 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙 jika 𝑅 komutatif) 

(Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Berdasarkan Proposisi 2.4.4, Barisan (9) merupakan barisan eksak terpisah.        ∎ 

 

Salah satu bentuk khusus dari modul atas ring 𝑅 yaitu modul proyektif.  Modul 

proyektif berkaitan dengan modul bebas dan barisan eksak.  Sebelum diberikan 

definisi modul proyektif, berikut ini diberikan teorema yang berkaitan dengan 

modul proyektif. 

 

Teorema 2.4.9 

Modul 𝑃 atas ring 𝑅 ekuivalen dengan: 

(1) Setiap barisan eksak pendek dari modul atas 𝑅 

                           0 → 𝑀1 → 𝑀 → 𝑃 → 0                                                      

      adalah barisan eksak terpisah. 

(2) Terdapat modul 𝑃′ pada modul atas ring 𝑅 sedemikian rupa sehingga 𝑃 ⊕ 𝑃′ 

adalah modul bebas atas ring 𝑅. 

(3) Untuk setiap 𝑁 pada modul atas ring 𝑅 dan homomorfisma modul atas ring 𝑅 

bersifat surjektif dengan pemetaan 𝜓:𝑀 → 𝑃, homomorfisma  

                 𝜓∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑃)                                               

surjektif. 

(4) Untuk setiap homomorfisma modul atas ring 𝑅 surjektif dengan pemetaan 

𝜙:𝑀 → 𝑁, homomorfisma 

                      𝜙∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑁)                                           

surjektif (Adkins dan Weintraub, 1992). 
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Bukti: 

(1) ⟹ (2) Misalkan barisan 0 → 𝐾 → 𝐹 → 𝑃 → 0.  Barisan ini merupakan 

barisan eksak pendek terpisah.  Berdasarkan Teorema 2.4.5, diperoleh 

𝐹 ≌ 𝑃 ⊕ 𝐾.  Akibatnya, terdapat modul 𝐾 atas ring 𝑅 sedemikian sehingga 

𝑃 ⊕ 𝐾 merupakan modul bebas atas ring 𝑅. 

(2) ⟹ (3) Misalkan 𝐹 = 𝑃 ⊕ 𝑃′ adalah modul bebas.  Diberikan homomorfisma 

modul atas ring 𝑅 bersifat surjektif dengan pemetaan 𝜓:𝑀 → 𝑃, misalkan 

𝜓′ = 𝑀 ⊕𝑃′ → 𝑃 ⊕ 𝑃′ = 𝐹 dengan 𝜓′((𝑚, 𝑞)) = (𝜓(𝑚), 𝑞) untuk setiap 

(𝑚, 𝑞) ∈ 𝑀 ⊕𝑃′ adalah homomorfisma surjektif, sehingga terdapat barisan 

eksak  

                      0 → ker(𝜓′) → 𝑀 ⊕𝑃′
𝜓′
→𝐹 → 0.                                      (8) 

Berdasarkan Proposisi 2.4.4, karena 𝐹 adalah modul bebas berimplikasi 

bahwa Barisan (8) adalah barisan eksak terpisah.  Teorema 2.4.6 

menunjukkan bahwa 

                             𝜓∗
′ : 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑀⊕ 𝑃′) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑃 ⊕ 𝑃′) 

adalah homomorfisma surjektif.  Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 

homomorfisma 

𝜓∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑃) 

surjektif.  Misalkan 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑃) dan 𝑓′ = 𝚤 ∘ 𝑓, dengan 𝚤: 𝑃 → 𝑃 ⊕ 𝑃′.  

Diperoleh bahwa 𝑓′ ∈  𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁, 𝑃 ⊕ 𝑃′).  Karena 𝜓∗
′  surjektif, maka 

terdapat 𝑓  ∈  𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑁,𝑀 ⊕ 𝑃′) dengan 𝜓∗
′(𝑓) = 𝑓′.  Misal 𝜋: 𝑀 ⊕ 𝑃′ →

𝑀 dan 𝜋′: 𝑃 ⊕ 𝑃′ → 𝑃 adalah pemetaan proyeksi dengan 𝜋((𝑚, 𝑞)) = 𝑚 dan 

𝜋′(𝑝, 𝑞) = 𝑝.  Kedua pemetaan tersebut merupakan homomorfisma.  

Perhatikan bahwa 𝜋′ ∘ 𝚤 = 𝚤 𝑝 dan 𝜓 ∘ 𝜋 = 𝜋′ ∘ 𝜓′ sehingga 

𝜓∗(𝜋 ∘ 𝑓) = 𝜓 ∘ (𝜋 ∘ 𝑓) 

                = 𝜋′ ∘ 𝜓′ ∘ 𝑓 
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        = 𝜋′ ∘ 𝑓′ 

                = (𝜋′ ∘ 𝚤) ∘ 𝑓 

= 𝑓 

Oleh karena itu, 𝜓∗ adalah homomorfisma surjektif. 

(3) ⇒ (4) Misalkan barisan 0 → 𝐾 → 𝐹
𝜓
→𝑃 → 0 merupakan presentasi bebas 

dari 𝑃 (free presentation of 𝑃).  Berdasarkan syarat (3), homomorfisma 

                                 𝜓∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝐹) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑃)                                       (9) 

surjektif.  Sehingga terdapat 𝛽 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝐹) sedemikian sehingga  

𝜓∗(𝛽) = 1𝑝, sehingga 𝜓 ∘ 𝛽 = 1𝑝.  Misalkan 𝜙:𝑀 → 𝑁 merupakan 

𝑅 −homomorfisma modul surjektif. Akan dibuktikan bahwa  

𝜙∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑁) merupakan homomorfisma surjektif.  

Misalkan 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑁).  Diagram komutatif dari 𝑅 −homomorfisma 

modul sebagai berikut. 

𝐹
𝜓
→𝑃 → 0
↓𝑓

𝑀
𝜙
→𝑁 → 0

 

dengan baris eksak.  Misalkan 𝑆 = {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽
 adalah basis dari 𝐹.  𝜓 merupakan 

𝑅 −homomorfisma modul surjektif, dengan 𝑦𝑗 ∈ 𝑀 untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽 

sedemikian sehingga 𝜙(𝑦𝑗) = 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥𝑗) untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽.  Berdasarkan 

Proposisi 2.4.2, terdapat 𝑅 −homomorfisma modul 𝑔: 𝐹 → 𝑀 sedemikian 

sehingga 𝑔(𝑥𝑗) = 𝑦𝑗  untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽.  Diketahui  

(𝜙 ∘ 𝑔)(𝑥𝑗) = 𝜙(𝑦𝑗) = (𝑓 ∘ 𝜓)(𝑥𝑗) untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽, sehingga  

𝜙 ∘ 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝜓.  Didefinisikan 𝑓 ∈ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀) adalah 𝑓 = 𝑔 ∘ 𝛽 dan  

𝜙∗(𝑓) = 𝜙 ∘ (𝑔 ∘ 𝛽) 

       = 𝑓 ∘ 𝜓 ∘ 𝛽 

 = 𝑓 ∘ 1𝑝 

                                                                   = 𝑓. 
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Oleh karena itu, 𝜙∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑁) adalah homomorfisma 

surjektif. 

(4) ⇒ (1) Pada barisan eksak pendek 0 → 𝑀1 → 𝑀
𝜓
→𝑃 → 0, fungsi 𝜓:𝑀 → 𝑃 

bersifat surjektif.  Misalkan 𝑁 = 𝑃, diperoleh 

𝜓∗: 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃,𝑀) → 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑃) 

adalah surjektif.  Misalkan 𝛽: 𝑃 → 𝑀 dengan 𝜓∗(𝛽) = 1𝑝 ekuivalen dengan 

𝜓 ∘ 𝛽 = 1𝑝.  Akibatnya, 𝛽 adalah barisan eksak terpisah.                              ∎ 

 

Untuk lebih memahami tentang modul proyektif, maka diberikan definisi berikut 

ini. 

 

Definisi 2.4.19 

Jika modul 𝑃 pada modul atas ring 𝑅 memenuhi salah satu pernyataan pada  

Teorema 2.4.9, maka 𝑃 disebut modul proyektif atas ring 𝑅 (Adkins dan 

Weintraub, 1992). 

 

Berikut ini adalah beberapa karakterisasi dari modul proyektif. 

Proposisi 2.4.5 

Setiap modul bebas atas ring 𝑅 merupakan modul proyektif atas ring 𝑅 (Adkins 

dan Weintraub, 1992). 

 

Akibat 2.4.2 

Diberikan 𝑅 suatu daerah integral.  Jika 𝑃 adalah modul proyektif atas ring 𝑅, 

maka 𝑃 adalah modul bebas torsi atas ring 𝑅 (Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 2.4.9, 𝑃 adalah submodul dari modul bebas 𝐹 atas ring 𝑅.  

Berdasarkan Proposisi 2.4.1, setiap modul bebas pada daerah integral adalah 

bebas torsi, dan setiap submodul dari modul bebas torsi adalah bebas torsi.         ∎ 
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Akibat 2.4.3 

Suatu modul 𝑃 atas ring 𝑅 merupakan modul proyektif atas ring 𝑅 yang dibangun 

secara berhingga jika dan hanya jika 𝑃 merupakan hasil jumlah langsung dari 

suatu modul bebas atas ring 𝑅 yang dibangun secara berhingga (Adkins dan 

Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Misalkan modul 𝑃 adalah modul yang dibangun secara berhingga dan proyektif.   

Berdasarkan Proposisi 2.4.3, terdapat presentasi bebas  

0 → 𝐾 → 𝐹 → 𝑃 → 0 

Sedemikian sehingga 𝐹 adalah modul bebas dan 𝜇(𝐹) = 𝜇(𝑃) < ∞.  Berdasarkan 

Teorema 2.4.5, modul 𝑃 merupakan hasil jumlah langsung dari 𝐹. 

Kemudian, asumsikan bahwa modul 𝑃 adalah hasil jumlah langsung dari modul 

bebas 𝐹 atas ring 𝑅 yang dibangun secara berhingga.  Jadi 𝑃 adalah modul 

proyektif, dan jika 𝑃 ⊕ 𝑃′ ≅ 𝐹 maka 𝐹/𝑃′ ≅ 𝑃 sehingga modul 𝑃 dibangun 

secara berhingga.                                                                                                     ∎ 

 

Berikut ini akan diberikan suatu sifat yang menjelaskan bahwa modul proyektif 

atas ring 𝑅 dapat terbentuk oleh jumlah langsung dari tak hingga banyak modul 

proyektif atas ring 𝑅. 

 

Proposisi 2.4.6 

Diberikan {𝑃𝑗}𝑗∈𝐽
 merupakan keluarga modul proyektif atas ring 𝑅 dan modul 

𝑃 =⊕𝑗∈𝐽 𝑃𝑗  atas ring 𝑅.  Modul 𝑃 merupakan modul proyektif jika dan hanya jika 

𝑃𝑗  merupakan modul proyektif untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽 (Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Diberikan 𝑃 merupakan modul proyektif.  Berdasarkan Teorema 2.4.9, terdapat 

modul 𝑃′ atas ring 𝑅 sedemikian sehingga 𝑃 ⊕ 𝑃′ = 𝐹 merupakan modul bebas 

atas ring 𝑅.  Sehingga 

𝐹 = 𝑃 ⊕ 𝑃′ = (⊕𝑗∈𝐽 𝑃𝑗) ⊕ 𝑃′. 

Oleh karena itu, setiap 𝑃𝑗  merupakan hasil jumlah langsung dari modul bebas 𝐹 

atas ring 𝑅.  Dengan demikian, 𝑃𝑗  adalah proyektif. 
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Sebaliknya, diberikan 𝑃𝑗  adalah proyektif untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽 dan misalkan 𝑃𝑗′ 

merupakan modul atas ring 𝑅 sedemikian sehingga 𝑃𝑗 ⊕𝑃𝑗′ = 𝐹𝑗  adalah modul 

bebas.  Sehingga 

𝑃⊕ (⊕𝑗∈𝐽 𝑃𝑗′) ≅⊕𝑗∈𝐽 (𝑃𝑗 ⊕𝑃𝑗′) 

               ≅⊕𝑗∈𝐽 𝐹𝑗 . 

Diketahui hasil jumlah langsung dari modul bebas adalah bebas, maka 𝑃 

merupakan hasil jumlah langsung dari modul bebas, sehingga 𝑃 adalah 

proyektif.                                                                                                                                ∎ 

 

Proposisi 2.4.7 

Diberikan ring komutatif 𝑅.  Jika 𝑃 dan 𝑄 merupakan modul proyektif atas ring 𝑅 

yang dibangun secara berhingga, maka 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑄) merupakan modul proyektif 

atas ring 𝑅 yang dibangun secara berhingga (Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Diberikan 𝑃 dan 𝑄 merupakan modul proyektif atas ring 𝑅 yang dibangun secara 

berhingga, terdapat modul 𝑃′ dan 𝑄′ atas ring 𝑅 sedemikian sehingga 𝑃 ⊕ 𝑃′ dan 

𝑄 ⊕ 𝑄′ merupakan modul bebas yang dibangun secara berhingga. Oleh karena 

itu, berdasarkan Teorema 2.4.8, 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃 ⊕ 𝑃′, 𝑄 ⊕ 𝑄′) merupakan modul bebas 

yang dibangun secara berhingga. 

𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃 ⊕ 𝑃′, 𝑄 ⊕ 𝑄′)                                                                                                         

≅ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑄) ⊕ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑄
′) ⊕ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃

′, 𝑄) ⊕ 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃
′, 𝑄′)    

Sehingga 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑄) merupakan hasil jumlah langsung dari modul bebas atas 

ring 𝑅 yang dibangun secara berhingga.  Oleh karena itu, 𝐻𝑜𝑚𝑅(𝑃, 𝑄) merupakan 

proyektif dan dibangun secara berhingga berdasarkan Akibat 2.4.2.                     ∎ 

 

Sebelum diberikan suatu sifat agar ideal di dalam suatu daerah integral 𝑅 

membentuk suatu modul proyektif atas ring 𝑅, terlebih dahulu akan diberikan 

definisi mengenai invertible ideal. 
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Definisi 2.4.20 

Diberikan 𝑅 adalah suatu daerah integral dan 𝑆 adalah lapangan hasil bagi dari 𝑅.  

Ideal 𝐼 di 𝑅 dikatakan invertible jika terdapat elemen 𝑎1 , … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐼 dan 

𝑏1, … . , 𝑏𝑛 ∈ 𝑆 sedemikian sehingga: 

i) 𝑏𝑖𝐼 ∈ 𝑅 untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛}, 

ii) 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 1 (Adkins dan Weintraub, 1992). 

 

Contoh 2.4.10 

Diberikan 𝑅 = ℤ[√−5] dan ideal 𝐼 = 〈2,1 + √−5〉.  Diketahui 𝐼 bukan 

merupakan ideal utama, maka akan ditunjukkan 𝐼 merupakan invertible ideal.  

Misal 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 1 + √−5, 𝑏1 = −1, dan 𝑏2 = (1 − √−5) 2⁄ , maka diperoleh 

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 = −2 + 3 = 1.  Jelas bahwa 𝑎1𝑏1, 𝑎2𝑏2 ∈ 𝑅 sehingga diperoleh 

𝑏1𝐼 ∈ 𝑅 dan 𝑏2𝐼 ∈ 𝑅.  Sehingga terbukti bahwa 𝐼 merupakan invertible ideal. 

 

Setelah diberikan definisi dan contoh dari invertible ideal, berikut ini diberikan 

suatu sifat dari ideal di dalam suatu daerah integral 𝑅 membentuk suatu modul 

proyektif atas ring 𝑅. 

 

Teorema 2.4.10 

Diberikan 𝑅 adalah suatu daerah integral dan ideal 𝐼 di 𝑅.  Ideal 𝐼 merupakan 

modul proyektif atas ring 𝑅 jika dan hanya jika 𝐼 merupakan suatu invertible ideal 

(Adkins dan Weintraub, 1992). 

Bukti: 

Misalkan 𝐼 invertible, pilih 𝑎1 , … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐼 dan 𝑏1, … , 𝑏𝑛 pada lapangan hasil bagi 𝐾 

atas ring 𝑅 sehingga syarat pada Definisi 2.4.19 terpenuhi.  Misalkan fungsi 

𝜙: 𝑅𝑛 → 𝐼 didefinisikan oleh 

𝜙(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑎1𝑥1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛, 

dan didefinisikan 𝛽: 𝐼 → 𝑅𝑛, dengan 

𝛽(𝑎) = (𝑎𝑏1 , … , 𝑎𝑏𝑛). 

𝑎𝑏𝑖 ∈ 𝑅, untuk setiap 𝑖 berdasarkan syarat (i) pada Definisi 2.4.20.  Syarat (ii) 

pada Definisi 2.4.19 menunjukkan bahwa  
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𝜙 ∘ 𝛽(𝑎) =∑𝑎𝑖(𝑎𝑏𝑖) = 𝑎 (∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) = 𝑎

𝑛

𝑖=1

 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼.  Oleh karena itu 𝜙 ∘ 𝛽 = 1𝑝 dan Teorema 2.4.5 

mengimplikasikan bahwa 𝐼 adalah hasil jumlah langsung dari modul bebas 𝑅𝑛 

atas ring 𝑅, jadi 𝐼 merupakan modul proyektif atas ring 𝑅. 

Sebaliknya, asumsikan bahwa ideal 𝐼 ⊆ 𝑅 merupakan modul proyektif atas ring 𝑅.  

Sehingga 𝐼 merupakan hasil jumlah langsung dari modul bebas 𝐹 atas ring 𝑅, jadi 

terdapat homomorfisma modul atas ring 𝑅 dengan pemetaan 𝜙:𝐹 → 𝐼 dan 𝛽: 𝐼 →

𝐹 sedemikian sehingga 𝜙 ∘ 𝛽 = 1𝑓.  Diberikan 𝑆 = {𝑥𝑗}𝑗∈𝐽
 merupakan basis dari 

modul 𝐹.  Untuk 𝑥 ∈ 𝐼, 𝛽(𝑥) ∈ 𝐹 unik sehingga 

                                                     𝛽(𝑥) = ∑ 𝑐𝑗𝑥𝑗𝑗∈𝐽                                             (10) 

untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽, misalkan 𝜓𝑗(𝑥) = 𝑐𝑗 .  Diberikan 𝜓𝑗 : 𝐼 → 𝑅 merupakan 

homomorfisma modul atas ring 𝑅.  Jika 𝑎𝑗 = 𝜙(𝑥𝑗) ∈ 𝐼, maka 

i) untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐼, 𝜓𝑗(𝑥) = 0 kecuali untuk sebanyak berhingga 𝑗 ∈ 𝐽; 

ii) untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐼, Persamaan (10) menunjukkan bahwa 

𝑥 = 𝜙(𝛽(𝑥)) =∑𝜓𝑗(𝑥)𝑎𝑗
𝑗∈𝐽

. 

Diberikan 𝑥 ≠ 0 dan 𝑗 ∈ 𝐽, didefinisikan 𝑏𝑗 ∈ 𝐾 (𝐾 merupakan lapangan hasil 

bagi dari ring 𝑅) sehingga 

𝑏𝑗 =
𝜓𝑗(𝑥)

𝑥
. 

Elemen 𝑏𝑗 ∈ 𝐾 bergantung pada 𝑗 ∈ 𝐽 tetapi tidak pada elemen 𝑥 ≠ 0 ∈ 𝐼.  

Misalkan 𝑥′ ≠ 0 ∈ 𝐼 merupakan elemen lain dari 𝐼.  Sehingga 

𝑥′𝜓𝑗(𝑥) = 𝜓𝑗(𝑥
′𝑥) = 𝜓𝑗(𝑥𝑥

′) = 𝑥𝜓𝑗(𝑥
′) 

jadi  𝜓𝑗(𝑥) 𝑥⁄ =
𝜓𝑗(𝑥

′)

𝑥′
.  Oleh karena itu, untuk setiap 𝑗 ∈ 𝐽 dikatakan unik yang 

didefinisikan oleh 𝑏𝑗 ∈ 𝐾 terhingga banyaknya 𝑏𝑗 tidak nol.  Jika 𝑥 ≠ 0 ∈ 𝐼 maka 

𝑥 =∑𝜓𝑗(𝑥)𝑎𝑗 =∑(𝑏𝑗𝑥)𝑎𝑗 = 𝑥(∑𝑏𝑗𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1

) .

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑗=1

 

Untuk 𝑥 ≠ 0 dari persamaan tersebut menghasilkan 

𝑎1𝑏1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 1 
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dengan 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐼 dan 𝑏1 , … , 𝑏𝑛 ∈ 𝐾. 𝑏𝑗𝐼 ⊆ 𝑅 untuk 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛.  Namun, jika 

𝑥 ≠ 0 ∈ 𝐼 maka 𝑏𝑗𝑥 = 𝜓𝑗(𝑥)/𝑥 sehingga 𝑏𝑗𝑥 = 𝜓𝑗(𝑥) ∈ 𝑅.  Oleh karena itu, 𝐼 

merupakan invertible ideal dan terbukti bahwa 𝐼 merupakan modul proyektif atas 

ring 𝑅                                                                                                                        ∎ 

 

 

 

2.5 Modul Proyektif Rough 

 

 

 

Relasi adalah suatu aturan yang memasangkan anggota suatu himpunan ke 

anggota himpunan yang lain.  Selain itu, relasi juga dapat didefinisikan seperti 

berikut ini. 

 

Definisi 2.5.1 

Suatu relasi 𝑅 atas himpunan 𝑃 adalah suatu himpunan bagian dari  

𝑃 × 𝑃 = {(𝑎, 𝑏);𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃}.  Dapat juga diartikan bahwa suatu relasi 𝑅 atas 

himpunan 𝑃 adalah suatu aturan yang menghubungkan anggota dari himpunan 𝑃 

dengan anggota himpunan 𝑃 sendiri (Suwilo dkk, 1987). 

 

Berikut ini diberikan contoh relasi. 

 

Contoh 2.5.1 

Diberikan himpunan 𝑃 = {2,3,4,5,6,7}.  Relasi 𝑅 pada himpunan 𝑃 didefinisikan 

sebagai berikut: 

𝑅 = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑃 × 𝑃|𝑎 membagi habis 𝑏}.  Olhe karena itu, diperoleh  

𝑅 = {(2,2), (2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (4,4), (5,5), (6,6)}. 

 

Contoh 2.5.2 

Diberikan himpunan 𝑃 = {1,2,3, … . ,15}.  Relasi 𝑅 pada himpunan 𝑃 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑅 = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑃 × 𝑃|𝑏 = 2𝑎}.  Diperoleh 𝑅 =

{(1,2), (2,4), (3,6), (4,8), (5,10), (6,12), (7,14)}. 
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Setelah diberikan definisi dan contoh mengenai relasi.  Selanjutnya akan diberikan 

definisi dan contoh mengenai relasi ekuivalensi. 

 

Definisi 2.5.2 

Suatu relasi 𝑅 pada suatu himpunan 𝑃 disebut relasi ekuivalensi jika 𝑅 memiliki 

sifat refleksif, simetris, dan transitif. 

i) Relasi 𝑅 bersifat refleksif jika dan hanya jika 𝑥𝑅𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑃. 

ii) Relasi 𝑅 bersifat simetris jika dan hanya jika 𝑥𝑅𝑦 berakibat  𝑦𝑅𝑥  untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃. 

iii) Relasi 𝑅 bersifat transitif jika dan hanya jika 𝑥𝑅𝑦 dan 𝑦𝑅𝑧 berakibat 𝑥𝑅𝑧  

untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑃 (Marsudi, 2010). 

 

Contoh 2.5.3 

Diberikan himpunan 𝑃 = {1,3,6,7,8}.  Relasi 𝑅 pada himpunan 𝑃 didefinisikan 

yaitu 𝑥𝑅𝑦, dengan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 jika dan hanya jika 𝑥 − 𝑦 = 3𝑚, dengan 𝑚 ∈ ℤ.  

Dapat juga diartikan, 𝑥 − 𝑦 habis dibagi oleh 3. Berikut ini akan dibuktikan 

bahwa 𝑅 merupakan relasi ekuivalensi pada 𝑃. 

i) untuk 𝑥 ∈ 𝑃, berlaku 𝑥𝑅𝑥 karena 𝑥 − 𝑥 = 0 = 3.0 dan 0 ∈ ℤ.  Oleh karena 

itu, relasi 𝑅 bersifat refleksif. 

ii) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃, jika 𝑥𝑅𝑦 maka 𝑥 − 𝑦 = 3𝑚 untuk 𝑚 ∈ ℤ.  Hal ini 

berakibat 𝑦 − 𝑥 = −3𝑚 = 3(−𝑚), dengan −𝑚 ∈ ℤ.  Sehingga, 𝑦𝑅𝑥.  Oleh 

karena itu, 𝑅 bersifat simetris. 

iii) untuk 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑃, jika 𝑥𝑅𝑦 dan 𝑦𝑅𝑧 maka 𝑥 − 𝑦 = 3𝑚 dan 𝑦 − 𝑧 = 3𝑛 untuk 

suatu 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ.  Hal ini berakibat 

𝑥 − 𝑧 = (𝑥 − 𝑦) + (𝑦 − 𝑧) = 3𝑚 + 3𝑛 = 3(𝑚 + 𝑛), 

dengan 𝑚 + 𝑛 ∈ ℤ, maka dapat dikatakan 𝑥𝑅𝑧.  Oleh karena itu, relasi 𝑅 

bersifat transitif. 

Dengan demikian, relasi 𝑅 adalah relasi yang bersifat refleksif, simetris dan 

transitif. Sehingga, 𝑅 merupakan relasi ekuivalensi. 

 

Setelah membahas definisi dan contoh dari relasi ekuivalensi. Selanjutnya akan 

dibahas mengenai kelas ekuivalensi.  
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Definisi 2.5.3 

Diberikan relasi 𝑅 adalah relasi ekuivalensi pada himpunan 𝑃 dan 𝑎 ∈ 𝑃.  Kelas 

ekuivalensi dari 𝑎 pada 𝑅 adalah [𝑎]𝑅 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑃 dan 𝑎𝑅𝑥}.  Dapat juga 

diartikan, kelas ekuivalensi 𝑎 pada 𝑅 memuat semua anggota pada himpunan 𝑃 

yang mempunyai relasi dengan 𝑎 (Barnier dan Feldman, 1990). 

 

Berikut ini merupakan contoh dari kelas ekuivalensi. 

 

Contoh 2.5.4 

Berdasarkan Contoh 2.5.3, relasi 𝑅 adalah relasi ekuivalensi pada 𝑃.  Kelas 

ekuivalensi dalam Contoh 2.5.3 adalah [1] = {1,3,7} atau himpunan bilangan 

bulat ganjil dari himpunan 𝑃 dan [2] = {6,8} atau himpunan bilangan bulat genap 

dari himpunan 𝑃. 

 

Pada awal tahun 1980-an, Pawlak memperkenalkan tentang himpunan rough.  

Metode himpunan rough adalah suatu pendekatan matematis untuk menganalisis 

pola data yang bersifat tak pasti.  Himpunan rough berkaitan dengan aproksimasi 

bawah dan aproksimasi atas.  Oleh karena itu, sebelum diberikan definisi 

himpunan rough terlebih dahulu akan diberikan definisi aproksimasi bawah dan 

aproksimasi atas. 

 

Definisi 2.5.4 

Misalkan 𝑆 = (𝑈, 𝑅) adalah ruang aproksimasi dan 𝑋 adalah himpunan bagian 

dari 𝑈.  Aproksimasi bawah dan aproksimasi atas didefinisikan sebagai berikut: 

𝐴𝑝𝑟(𝑋) = {𝑥|[𝑥]𝑅 ⊆ 𝑋} 

𝐴𝑝𝑟(𝑋) = {𝑥|[𝑥]𝑅 ∩ 𝑋 ≠ ∅} 

𝑋 disebut aproksimasi bawah dari 𝑋 dan 𝑋 disebut aproksimasi atas dari 𝑋 pada 

ruang aproksimasi 𝑆 (Miao dkk., 2005). 

 

Berikut ini diberikan contoh aproksimasi bawah dan aproksimasi atas dari suatu 

himpunan. 
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Contoh 2.5.5 

Diberikan ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅), dengan himpunan 𝑈 = {𝑥1, 𝑥2,… . , 𝑥10} dan 

𝑅 adalah relasi ekuivalensi pada 𝑈 dengan kelas ekuivalensi sebagai berikut: 

𝐸1 = {𝑥1, 𝑥3}; 

𝐸2 = {𝑥2, 𝑥4}; 

𝐸3 = {𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}; 

𝐸4 = {𝑥7, 𝑥9}; 

𝐸5 = {𝑥10}. 

 

Jika dipilih 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}, maka aproksimasi atas dan aproksimasi bawah 

dari 𝑋 adalah sebagai berikut: 

𝐴𝑝𝑟(𝑋) = {𝑥1, 𝑥3} ∪ {𝑥2, 𝑥4}; 

𝐴𝑝𝑟(𝑋) = {𝑥1, 𝑥3} ∪ {𝑥2, 𝑥4} ∪ {𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}. 

 

Setelah diberikan definisi mengenai aproksimasi bawah dan aproksimasi atas 

beserta contoh. Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai himpunan rough. 

 

Definisi 2.5.5 

Diberikan 𝑅 adalah relasi ekuivalensi pada himpunan semesta 𝑈, maka pasangan 

(𝑈, 𝑅) adalah ruang aproksimasi.  Suatu himpunan bagian 𝑋 ⊆ 𝑈 merupakan 

himpunan rough jika 𝐴𝑝𝑟(𝑋) − 𝐴𝑝𝑟(𝑋) ≠ ∅ (Pawlak, 1982). 

 

Berikut ini contoh dari himpunan rough. 

 

Contoh 2.5.6 

Berdasarkan Contoh 2.5.5, pasangan berurutan aproksimasi bawah dan 

aproksimasi atas dari 𝑋 yaitu  

({𝑥1, 𝑥3} ∪ {𝑥2, 𝑥4}, {𝑥1, 𝑥3} ∪ {𝑥2, 𝑥4} ∪ {𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}) 

= ({𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}, {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥8}) 

merupakan himpunan rough di dalam ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅). 

 

Sebelum membahas mengenai modul proyektif rough, terlebih dahulu akan 

diberikan definisi yang berkaitan dengan modul proyektif rough. 
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Definisi 2.5.6 

Misalkan 𝑆 = (𝑈, 𝑅) adalah ruang aproksimasi dan ∗ merupakan operasi biner 

pada 𝑈.  Himpunan bagian 𝑃 ⊆ 𝑈 dikatakan grup rough jika  

𝐴𝑝𝑟(𝑃) = (𝐴𝑝𝑟(𝑃), 𝐴𝑝𝑟(𝑃)) memenuhi: 

i) 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑃), untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃. 

ii) (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) di 𝐴𝑝𝑟(𝑃) untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑃) (berlaku 

sifat asosiatif di 𝐴𝑝𝑟(𝑃). 

iii) Terdapat 𝑒 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑃) sedemikian sehingga 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥, untuk setiap 

𝑥 ∈ 𝑃.  Elemen 𝑒 disebut elemen identitas rough (rough identity element) di 

𝑃. 

iv) Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑃, terdapat 𝑦 ∈ 𝑃 sedemikian sehingga  𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑒.  

Elemen 𝑦 disebut elemen invers dari 𝑥 di 𝑃 (Miao dkk, 2005). 

 

Teorema 2.5.1 

Diberikan ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅) dan operasi biner ∗ pada 𝑈 sedemikian 

sehingga 𝑈 merupakan suatu grup terhadap operasi biner ∗.  Diberikan himpunan 

𝑋 ⊆ 𝑈.  Jika 𝐴𝑝𝑟(𝑋) merupakan subgrup 𝑈, maka 𝑋 merupakan subgrup rough 

(upper rough subgroup) dari 𝑈 (Jesmalar, 2017). 

Bukti: 

Diketahui 𝐴𝑝𝑟(𝑋) merupakan subgrup dari 𝑈 dan 𝑋 ⊆ 𝐴𝑝𝑟(𝑋), untuk setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 berlaku 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑋).  Sifat asosiatif berlaku di 𝐴𝑝𝑟(𝑋) dan terdapat 

elemen identitas 𝑒 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑋) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 berlaku 𝑥 ∗

𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥, dengan 𝑒 merupakan elemen identitas rough di 𝑋.  Untuk setiap 

𝑥 ∈ 𝑋, terdapat 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑋) sedemikian sehingga berlaku 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 = 𝑒, 

dengan 𝑦 merupakan elemen invers rough dari 𝑥 di 𝑋.  Oleh karena itu, 𝑋 

merupakan subgrup rough dari 𝑈.                                                                          ∎ 

 

 

 

 

 



46 
 

 
 

Definisi 2.5.7 

Misalkan (𝑈1, 𝑅) dan (𝑈2, 𝑅) adalah dua ruang aproksimasi, dan ∗ dan ∗ 

merupakan dua operasi biner atas 𝑈1 dan 𝑈2.  Misalkan 𝑃1 ⊆ 𝑈1 dan 𝑃2 ⊆ 𝑈2.  

𝐴𝑝𝑟(𝑃1) dan 𝐴𝑝𝑟(𝑃2) disebut homomorfisma grup rough jika terdapat pemetaan 

𝜃 di 𝑃1 dan 𝑃2 sedemikian sehingga 𝜃(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝜃(𝑥) ∗ 𝜃(𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈

𝐴𝑝𝑟(𝑃1), 𝐴𝑝𝑟(𝑃2) (Miao dkk., 2005). 

 

Setelah memahami definisi himpunan rough, grup, dan ring.  Selanjutnya akan 

diberikan definisi dari ring rough.  Berikut diberikan definisinya. 

 

Definisi 2.5.8 

Diberikan ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅) dan dua operasi biner (+,∗) pada 𝑈.  

Himpunan bagian tak kosong 𝑃 ⊆ 𝑈 disebut ring rough jika memenuhi: 

i) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃, berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑃); 

ii) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃 berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎, (+ bersifat komutatif di 𝑃); 

iii) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑃), berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐), ( operasi 

+ bersifat asosiatif di 𝐴𝑝𝑟(𝑃)); 

iv) terdapat elemen identitas rough (rough identity element) yaitu 𝑒 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑃), 

sehingga 𝑎 + 𝑒 = 𝑎 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑃; 

v) terdapat  elemen invers rough (rough invers element) yaitu – 𝑎 ∈ 𝑃 

sedemikian sehingga 𝑎 + (−𝑎) = 0 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑃; 

vi) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃, berlaku 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑃) (berlaku sifat tertutup di 𝑅); 

vii) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃 maka (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) (berlaku sifat asosiatif 

di 𝐴𝑝𝑟(𝑃)); 

viii) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃 berlaku: 

a) 𝑎 ∗ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) + (𝑎 ∗ 𝑐) (hukum distributif kiri), 

b) (𝑎 + 𝑏) ∗ 𝑐 = (𝑎 ∗ 𝑐) + (𝑏 ∗ 𝑐) (hukum distributif kanan) (Isaac dan 

Neelima, 2013). 
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Proposisi 2.5.1 

Diberikan ruang aproksimasi (𝑈, 𝑅) dan himpunan bagian 𝑆 ⊆ 𝑈 sedemikian 

sehingga 𝑆 merupakan ring rough terhadap operasi biner (+,⋅).  Diberikan 

himpunan 𝑇 ⊆ 𝑆, 𝑇 merupakan subring rough dari 𝑆 jika dan hanya jika untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇, berlaku: 

i) 𝑇 ≠ ∅, 

ii) 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑇), 

iii) 𝑥 ∙ 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑇) (Garnis, 2022). 

 

Definisi 2.5.9 

Diberikan (𝐴𝑝𝑟(𝑅),+,∙) merupakan ring rough dengan unity, (𝐴𝑝𝑟(𝑀),+) 

merupakan grup komutatif rough.  𝐴𝑝𝑟(𝑀) dikatakan modul kiri rough atas ring 

𝐴𝑝𝑟(𝑅) jika terdapat pemetaan 𝐴𝑝𝑟(𝑅) × 𝐴𝑝𝑟(𝑀) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀), (𝑎, 𝑥) → 𝑎𝑥 

sedemikian sehingga: 

i)  𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦, 𝑎 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅); 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀); 

ii) (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅); 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀); 

iii) (𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎(𝑏𝑥);𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅); 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀); 

iv) 1𝑥 = 𝑥, 1 merupakan elemen unit dari 𝐴𝑝𝑟(𝑅) dan 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀) (Qun-Feng 

dkk., 2006). 

 

Definisi 2.5.10 

Diberikan (𝐴𝑝𝑟(𝑅),+,∙) merupakan ring rough dengan unity, (𝐴𝑝𝑟(𝑀),+) 

merupakan grup komutatif rough.  𝐴𝑝𝑟(𝑀) dikatakan modul kanan rough atas 

ring 𝐴𝑝𝑟(𝑅) jika terdapat pemetaan 𝐴𝑝𝑟(𝑅) × 𝐴𝑝𝑟(𝑀) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀), (𝑎, 𝑥) → 𝑎𝑥 

sedemikian sehingga: 

i) 𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦, 𝑎 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅); 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀); 

ii) (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅); 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀); 

iii) (𝑎𝑏)𝑥 = 𝑏(𝑎𝑥); 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅); 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀); 

iv) 1𝑥 = 𝑥, 1 merupakan elemen unit dari 𝐴𝑝𝑟(𝑅) dan 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀) (Qun-Feng 

dkk., 2006). 
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Definisi 2.5.11 

Suatu himpunan bagian rough 𝐴𝑝𝑟(𝑁) ≠ ∅ dari suatu modul rough 𝐴𝑝𝑟(𝑀) 

dikatakan submodul rough dari 𝐴𝑝𝑟(𝑀), jika 𝐴𝑝𝑟(𝑁) memenuhi: 

i) 𝐴𝑝𝑟(𝑁) merupakan subgrup rough dari 𝐴𝑝𝑟(𝑀); 

ii) 𝑎𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑁), untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅) dan 𝑦 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑁) (Jacobson, 1951). 

 

Definisi 2.5.12 

Diberikan 𝐴𝑝𝑟(𝑀) dan 𝐴𝑝𝑟(𝑀′) merupakan dua modul rough atas ring rough 𝑅.  

Jika terdapat pemetaan 𝜂 dari 𝑀 ke 𝑀′ sedemikian sehingga:  

i) 𝜂 merupakan homomorfisma dari grup rough 𝐴𝑝𝑟(𝑀) ke 𝐴𝑝𝑟(𝑀′); 

ii) 𝜂(𝑎𝑥) = 𝑎𝜂(𝑥), 𝑎 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅), 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀), 

maka 𝜂 dikatakan homorfisma dari modul rough 𝐴𝑝𝑟(𝑀) ke 𝐴𝑝𝑟(𝑀′).  Jika 𝜂 

merupakan pemetaan 1-1, 𝜂 dikatakan isomorfisma dari modul rough 𝐴𝑝𝑟(𝑀) ke 

𝐴𝑝𝑟(𝑀′) (Qun-Feng dkk., 2006). 

 

Definisi 2.5.13 

Barisan  homomorfisma modul rough atas ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅), 

𝐴𝑝𝑟(𝑀′)
𝛼
→𝐴𝑝𝑟(𝑀)

𝛽
→𝐴𝑝𝑟(𝑀′′) 

dikatakan barisan eksak jika Im(𝛼) = ker(𝛽) jika dan hanya jika memenuhi 

aksioma: 

i) 𝛽 ∘ 𝛼 = 0, 

ii) Relasi 𝛽(𝑥) = 0,dengan 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀) dan 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀).  Berakibat 𝑥 = 𝛼(𝑥′) 

untuk beberapa 𝑥′ ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀′) (Sinha dan Prakash, 2014). 

 

Definisi 2.5.14 

Diberikan 𝐴𝑝𝑟(𝑅) merupakan ring rough dan diberikan 𝐴𝑝𝑟(𝑀) merupakan 

modul rough atas ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅).  Himpunan bagian 𝑆 ⊆ 𝐴𝑝𝑟(𝑀) dikatakan 

bebas linear terhadap 𝐴𝑝𝑟(𝑅) jika terdapat 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 di 𝑆 dan elemen 𝑎1 , … , 𝑎𝑛 

dari 𝐴𝑝𝑟(𝑅) tidak bernilai 0, sedemikian sehingga 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 0 
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merupakan himpunan tidak bebas linear terhadap ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅) (Sinha dan 

Prakash, 2014). 

 

Definisi 2.5.15 

Diberikan 𝐴𝑝𝑟(𝑀) merupakan modul rough atas ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅).  Himpunan 

bagian 𝑆 dari 𝐴𝑝𝑟(𝑀) merupakan basis dari 𝐴𝑝𝑟(𝑀) ≠ {0} jika dan hanya jika 

setiap 𝑥 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑀) sehingga 

𝑥 = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 

untuk 𝑎1 , 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴𝑝𝑟(𝑅) dan 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝑆 (Sinha dan Prakash, 2014). 

 

Definisi 2.5.16 

Modul rough 𝐴𝑝𝑟(𝑀) atas ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅) merupakan modul bebas rough 

jika memiliki basis (Sinha dan Prakash, 2014). 

 

Definisi 2.5.17 

Modul 𝐴𝑝𝑟(𝑃) terhadap ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅) dikatakan proyektif jika dan hanya 

jika terdapat homomorfisma surjektif 

𝑢′′: 𝐴𝑝𝑟(𝑃) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀′′) dan 𝛽: 𝐴𝑝𝑟(𝑀) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀′′) 

sehingga terdapat homomorfisma surjektif 𝑢: 𝐴𝑝𝑟(𝑃) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀).  Oleh karena itu 

𝐴𝑝𝑟(𝑃) dikatakan proyektif jika dan hanya jika diberikan homomorfisma 𝑢" dari 

𝐴𝑝𝑟(𝑃) yang dipetakan ke lapangan hasil bagi 𝐴𝑝𝑟(𝑀") dari sebarang modul 

𝐴𝑝𝑟(𝑀) terhadap ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅) dapat menghasilkan homomorfisma 𝑢 dari 

𝐴𝑝𝑟(𝑃) ke 𝐴𝑝𝑟(𝑀) (Sinha dan Prakash, 2014). 

 

Proposisi 2.5.2 

Diberikan dua homomorfisma atas modul proyektif rough  

𝛼: 𝐴𝑝𝑟(𝑀) → 𝐴𝑝𝑟(𝑁),  𝛼′: 𝐴𝑝𝑟(𝑀′) → 𝐴𝑝𝑟(𝑁) dengan bentuk diagram 

𝐴𝑝𝑟(𝑀′)

↓ 𝛼′

𝐴𝑝𝑟(𝑀)
𝛼
→𝐴𝑝𝑟(𝑁)                   
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dan pemetaan 𝛽: 𝐴𝑝𝑟(𝐿) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀), 𝛽′: 𝐴𝑝𝑟(𝐿) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀′) sedemikian 

sehingga diagram berikut 

𝐴𝑝𝑟(𝐿)
𝛽′
→ 𝐴𝑝𝑟(𝑀′) 

𝛽 ↓                         ↓ 𝛼′ 

𝐴𝑝𝑟(𝑀)
𝛼
→ 𝐴𝑝𝑟(𝑁) 

komutatif (Sinha dan Prakash, 2014). 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

III. METODE PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2022/2023 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof.Dr.Ir.Soemantri Brojonegoro, Gedong 

Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung. 

 

 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Pada penelitian ini digunakan studi literatur yaitu sebagai berikut: 

1. studi literatur yang diperoleh dari jurnal, buku dan artikel ilmiah yang 

berkaitan dengan penelitian ini. 

2. mengkaji definisi dan teorema yang berhubungan dengan permasalahan pada 

penelitian. 
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Langkah-langkah dalam mencapai tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut: 

 

Mempelajari aljabar abstrak yaitu: himpunan, modul, homomorfisma 

modul, jumlahan langsung, barisan eksak, modul proyektif, relasi 

ekuivalensi, aproksimasi atas dan bawah, dan modul proyektif rough 

 

Tahap 1 

Menyelidiki sifat-sifat modul proyektif rough 

 

Tahap 2 

Mengkonstruksi modul proyektif rough pada suatu himpunan 

berhingga 

 

Tahap 3 

Menyelidiki sifat-sifat modul proyektif rough, diantaranya submodul pada modul 

proyektif rough dan jumlah langsung dari modul proyektif rough 

 

Tahap 4 

Membuat program untuk menunjukkan bahwa suatu himpunan berhingga pada 

ruang aproksimasi merupakan modul rough 

 

Gambar 3.2.1. Gambar langkah-langkah penelitian 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

Berdasarkan sifat-sifat modul proyektif rough pada bab IV diperoleh bahwa 

modul rough 𝐴𝑝𝑟(𝑃) atas ring rough dikatakan modul proyektif rough jika dan 

hanya jika barisan eksak rough  

0 → 𝐴𝑝𝑟(𝑀′) → 𝐴𝑝𝑟(𝑀)
𝑝
→ 𝐴𝑝𝑟(𝑃) → 0 

merupakan barisan eksak terpisah.  Sedangkan ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅) merupakan 

modul proyektif rough atas ring rough 𝐴𝑝𝑟(𝑅).  Berdasarkan pembahasan modul 

proyektif rough yang telah dikonstruksi sebelumnya, diperoleh kesimpulan bahwa 

setiap modul proyektif rough belum tentu merupakan modul proyektif, tetapi 

setiap modul proyektif sudah pasti merupakan modul proyektif rough. 

 

Berdasarkan pembahasan jumlahan langsung eksternal diperoleh bahwa, jika 

𝑀1 , 𝑀2 , … ,𝑀𝑛  merupakan modul proyektif rough pada ruang aproksimasi (𝑈, 𝜃).  

maka 𝑀1⊕𝑀2⊕…⊕𝑀𝑛 merupakan modul proyektif rough di ruang 

aproksimasi (𝑈𝑛, 𝜃𝑛) dengan (𝑎1 , 𝑎2 , … , 𝑎𝑛)𝜃
𝑛(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) jika dan hanya jika 

(𝑎1𝜃𝑏1 , 𝑎2𝜃𝑏2, … , 𝑎𝑛𝜃𝑏𝑛) untuk setiap (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∈ 𝑀1⊕

𝑀2⊕…⊕𝑀𝑛. 

 

 

5.2 Saran 

 

 

Berdasarkan hasil dan penelitian, dalam mengkonstruksi modul proyektif rough 

masih sedikit ditemukan sifat-sifatnya, tidak menutup kemungkinan masih 

terdapat sifat-sifat lain dari modul proyektif rough.  Selain itu, dalam 
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mengkonstruksi modul proyektif rough ke dalam contoh-contoh dapat 

menggunakan himpunan yang bersifat non-komutatif, himpunan universal lain, 

dan relasi selain yang ada pada penelitian ini. 
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