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ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI HASIL OPERASI KORONA GRAF
LINTASAN DENGAN GRAF SIKLUS

Oleh
NUR HAMZAH

Misalkan ¢ suatu pewarnaan titik pada graf terhubung G = (V, E) dengan c(u) #
c(v) untuk u dan v yang bertetangga di G. Misalkan S; himpunan titik-titik
menggunakan i warna yaitu 1, 2, ..., i, yang kemudian disebut dengan kelas warna,
maka I1={S;, S,,..., S;} merupakan himpuan yang terdiri dari kelas-kelas warna
dari V(G). Kode warna dari titik v dinotasikan dengan cp(v) adalah k — pasangan
terurut (d(v, S;), d(v,S3), ..., d(v,S;) dengan d(v,S;) = min{d(v,x)|x € S;}
untuk 1 < i < k. Jika setiap titik di G mempunyai kode warna yang berbeda, maka
¢ disebut pewarnaan lokasi dari G. Bilangan kromatik lokasi dari graf G dinotasikan
dengan y; (G) adalah bilangan bulat terkecil k sedemikian sehingga G mempunyai
pewarnaan lokasi dengan k warna. Operasi korona dari graf G dan graf H,
dinotasikan dengan G O H adalah graf yang diperoleh dari duplikat graf H
sebanyak titik yang ada di graf G (duplikat graf H dinyatakan dengan H; , i =
1,2,3, ..., |V(G)]) kemudian setiap titik ke-i di V (G) bertetengga dengan setiap titik
di H;. Bilangan kromatik lokasi dari P, © C5 adalah 5 untuk 3 < n < 7 dan 6 untuk
n > 7. Selanjutnya, y, (B, © C,) adalah 5 untuk 3 <n < 6 dan 6 untuk n > 6.

Kata Kunci: Bilangan Kromatik Lokasi, Operasi Korona Graf, Graf Siklus, Graf
Lintasan



ABSTRACT

THE LOCATING CHROMATIC NUMBER OF THE CORONA
OPERATION ON A PATH GRAPH WITH A CYCLE GRAPH

By
NUR HAMZAH

Let ¢ be a vertex coloring in a connected graph G = (V, E) with c(u) # c(v) for u
and v which are neighbors in G. Let S; be the set of vertices using i colors 1, 2,.., i,
which is called the color classes, thenIT = {S;,S,, ..., S;} is a set consisting of color
classes of V(G). The color code ¢ (v) of v is k — ordered pairs (d(v, S;), d(v,S,),
cen d(, Sy) with d(v,S;) = min{d(v,x)|x € S;} for 1 <i < k. If all distinct
vertices of G has a different color code, then c is called locating coloring of G. The
locating chromatic number of G denoted by y, (G), is the smallest integer k such
that G has a locating k —coloring. For any given graphs G and H, define the corona
product G O H between G and H as the graph obtained from G and H by taking
one copy of G and |V (G)| copies of H and then joining all the vertices of the i -
copy of H with the i*®-vertex of G. The locating chromatic number of P, ©® Cj; is
5for3<n<7and6forn>7. Next, y,(B, ® C,)is5for3 <n < 6and6 for
n = 6.

Keywords: Locating Chromatic Number, Corona Operation, Cycle Graph, Path
Graph.
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang mempelajari tentang
himpunan titik yang dihubungkan oleh himpunan sisi. Teori graf lahir dari upaya
penyelesaian permasalahan tujuh Jembatan Konigsberg (Seven Konigsberg
Bridges) pada tahun 1736 oleh Leonardo Euler seorang matematikawan Swiss. Cara
yang digunakan oleh Euler dalam menyelesaikan masalah tersebut adalah dengan
merepresentasikannya menjadi himpunan titik dan garis, daratan yang dihubungkan

oleh jembatan sebagai titik dan jembatan sebagai sisi, sehingga memudahkan dalam

menyelesaikan masalah tersebut.

Gambar 1. Jembatan Konigsberg dan representasinya pada graf.



Dalam tiga dasawarsa terakhir teori graf mengalami perkembangan yang signifikan
dalam teori maupun pengaplikasiannya. Berawal dari dimensi matrik yang dikaji
oleh Harary F dan Melter RA pada tahun 1976 dan dimensi partisi yang dikaji oleh
Chartrand, dkk. pada tahun 1998, selanjutnya perpaduan serta pengembangan dari
dimensi matrik dan dimensi partisi menghasilkan bilangan kromatik lokasi pada
graf yang dikaji dan diperkenalkan pertama kali oleh Chartrand, dkk.,(2002).

Chartrand, dkk., (2002) telah berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi pada
graf, diantaranya pada graf lengkap diperoleh y; (K,) = n, pada graf terhubung
(G) diperoleh 3 < x,(G) < nuntukorden > 3, serta pada graf siklus diperoleh
x. (C,) = 3untuk n ganjil dan x; (C,) = 4 untuk n genap. Setahun kemudian
Chartrand dkk. membuktikan bahwa bilangan kromatik lokasi graf G dengan orde

n yang memuat graf multipartit lengkap berorde (n — 1) sebagai subgraf
induksinya, berada pada selang ["T“n] dan juga graf-graf yang mempunyai

bilangan kromatik lokasi dengan batas atasnya (n — 2). Selanjutnya Chartrand,
dkk., (2003) juga menunjukkan bahwa terdapat pohon berorde n > 5 dengan

bilangan kromatik lokasi k € {34,..,n — 2,}.

Pada tahun 2011 Asmiati, dkk., telah menemukan bilangan kromatik lokasi graf
amalgamasi bintang. Selanjutnya, Asmiati, dkk., (2012) memperoleh bilangan
kromatik lokasi pada graf kembang api. Pada tahun yang sama juga, Asmiati dan
Baskoro (2012) berhasil menemukan karakteristik semua graf yang memuat siklus
berbilangan kromatik lokasi tiga. Kemudian, Baskoro dan Asmiati (2013) telah
mendapatkan karakterisasi semua pohon berbilangan kromatik lokasi tiga. Pada
tahun 2014 Asmiati menemukan bilangan kromatik lokasi pada graf amalgamasi
bintang tak homogen. Selanjutnya Asmiati (2016) meneliti bilangan kromatik
lokasi pada graf ulat tak homogen. Salah satu operasi pada graf adalah operasi
korona yang diperkenalkan oleh Fucht dan Harary pada tahun 1970.

Karena belum adanya teorema untuk menentukan bilangan kromatik lokasi
sembarang graf sehingga untuk mendapatkan bilangan kromatik lokasi pada kelas-

kelas graf yang berbeda diperlukan penelitian lebih lanjut. Pada penelitian ini akan



dikaji bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona graf lintasan dengan graf
siklus.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi hasil operasi
korona graf lintasan dengan graf siklus. Penelitian ini dibatasi untuk graf siklus
dengan 3 titik dan 4 titik.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut :
1. Menambah wawasan ilmu tentang teori graf khususnya bilangan kromatik
lokasi hasil operasi korona graf lintasan dengan graf siklus.
2. Sebagai referensi untuk penelitian lebih lanjut tentang bilangan kromatik
lokasi pada graf hasil operasi korona.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Menurut Deo (1989) suatu graf G adalah himpunan yang terdiri dari V dan E,
dimana V(G) adalah himpunan tak kosong dari elemen yang disebut titik(vertex)
dan E(G) adalah himpunan dari pasangan tak terurut (u, v) dimana u,v € V(G) ,
yang disebut sisi (edge). Untuk penyederhanaan penulisan sisi e = (u,v) €
E(G) dapat ditulis e = uv € E(G) dan Graf G = (V,E) dapat ditulis graf G.
Jika terdapat sisi antara u dan v, yaitu e = uv € E  maka titik u dikatakan
bertetangga (adjacent) dengan titik v dan himpunan semua titik yang beretangga
dengan v dinotasikan dengan N(v), selanjutnya sisi e dikatakan menempel

(incident) dengan titik u dan v.

Derajat (degree) titik v, dinotasikan deg(v) adalah banyak sisi yang menempel
pada titik v. Titik dengan derajat nol disebut titik terisolasi (isolated vertex)
sedangkan titik dengan derajat satu disebut daun (pendant). Sisi yang titik ujungnya
pada titik yang sama disebut loop sedangkan beberapa sisi berbeda yang
menghubungkan dua titik yang sama disebut sisi ganda (multiple edge). Graf yang
tidak mempunyai loop dan sisi ganda disebut graf sederhana (simple graph). Graf

G disebut terhubung (connected) jika setiap dua titik sebarang berbeda terhubung.



Gambar 2. Graf G dengan 5 titik dan 7 sisi

Gambar 2 merupakan graf G dengan himpunan titik V. = {v;, v, ,vs,v,,vs} dan
himpunan sisi E = {e;,e,,e3,e,,65,€4,€,}. Titik v, dan v, dikatakan
bertetangga sedangkan sisi e; menempel pada titik v; dan v,. Titik v, disebut
pendant, dan sisi e, disebut loop karena memiliki ujung yang sama yaitu dititik
v_4. Adapun derajat tiap titik adalah deg(v,) = 1, deg(v,) = 4, deg(vs) = 3,
deg(v,) = 4, deg(vs) = 2.

Graf lintasan P adalah urutan tak nol dari titik dan sisi P =
Ve Ve, ..Ve ... en_q U, dimana 1 < i < n. Lintasan dengan n titik disebut
P,. Titik v, adalah titik awal lintasan dan v,, adalah titik akhir lintasan. Di bawah

ini merupakan graf lintasan dengan 4 titik (P,).

Vi Va Vi Vv,
° ° ° °

Gambar 3. Graf lintasan P,.

Graf siklus adalah graf graf lintasan dengan titik awal dan titik akhir sama. Dengan
kata lain graf siklus adalah graf yang memiliki n titik yang setiap titik nya berderajat
2 dengan n > 3. Graf siklus dengan n titik disebut juga C,,. Berikut ini contoh graf
siklus dengan 3 titik (C3).



Gambar 4. Graf siklus Cs.

2.2 Operasi Korona Graf

Operasi korona dari graf G dan graf H, dinotasikan dengan G © H adalah graf yang
diperoleh dari duplikat graf H sebanyak titik yang ada di graf G (duplikat graf H
dinyatakan dengan H;,i=1,2,3,..,|V(G)|, dimana |V(G)| merupakan
banyaknya titik di G) kemudian setiap titik ke-i di V(G) bertetengga dengan setiap

titik di H;. Di bawah ini diberikan contoh hasil operasi korona P, ©® Cj.

NAVAVAS

Gambar 5. Graf hasil operasi korona P, © Cs

2.3 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Diberikan graf G, dan ¢ adalah suatu pewarnaan titik di G dengan c(u) # c(v)
untuk u dan v bertetangga di G. Minimum pewarnaan titik pada graf G disebut
bilangan kromatik dari graf G , dinotasikan dengan y(G). Selanjutnya diberikan
definisi bilangan kromatik lokasi yang diambil dari Chartand, dkk.(2002). Misalkan

C; adalah himpunan titik-titik yang di beri warna i, selanjutnya disebut kelas warna,



maka [] = {S1,S,, S3, ... , S, } adalah himpunan kelas warna dari V (G). kode warna
cn(v) dari v adalah k —pasang terurut (d(v,S;),d(v,S,),d(v,S3),...,d(v,Sk)
dengan d(v,S;) = min{d(v,x)|x €S;} untuk 1<i<k dimana d(v,x)
merupakan jarak minimum dari titik v ke titik x. Jika setiap titik di G mempunyai
kode warna yang berbeda, maka c disebut pewarnaan lokasi dari G. Sedangkan
banyakanya warna miminum yang digunakan dalam pewarnaan di G disebut
bilangan kromatik lokasi dari G, yang dinotasikan dengan y;(G). Karena

pewarnaan lokasi merupakan pewarnaan juga, maka y(G) < x.(G).

Teorema 2.1(Chatrand, dkk., 2002)

Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf G. Jika u dan v adalah dua titik
yang berbeda di G sedemikian sehingga d(u,w) = d(v,w) untuk semua w €
V(G) — {u,v}, maka c(u) # c(v). Secara khusus, jika u dan v adalah titik —
titik yang tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) = N(v), maka
c(u) # c(v).

Bukti:

Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung dan misalkan [] =
{81,5,, ... , S} adalah partisi dari titik — titik G ke dalam kelas warna S;. Untuk
semua titik u, v € V(G), andaikan c(u) = c(v) sedemikian sehingga titik u dan v
berada dalam kelas warna yang sama, misal S; dari II. Akibatnya, d(u,S;) =
d(v,S;) = 0.Karenad(u,w) = d(v,w) untuk setiap w e V(G) — {u, v} maka
d(w,S;)) = d(v,5;) untuk setiap j # i,1 < j < k. Akibatnya cp(u) =

cri(v) sehingga c bukan pewarnaan lokasi. Sehingga, c(u) # c(v). u

Akibat 2.1 (Chartrand , dkk., 2002)
Jika G adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan k daun,
maka y.(G) = k + 1.

Bukti:
Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun, yaitu x;, x, , ... , X

di G. Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari G mempunyai warna



yang berbeda untuk setiap x; dimana i = 1,2, ... , k. Karena v bertetangga dengan

semua x;, maka v harus mempunyai warna yang berbeda dengan semua daun x;.

Akibatnya y,(G) = k + 1. |
v,el v,e2 V,
19V7
V.Y 4
Ve ® Vg oV,
1 2 3

Gambar 6. Graf G dengan bilangan kromatik lokasi 4.

Diberikan suatu graf G pada Gambar 6 yang akan dicari bilangan kromatik lokasi
pada graf tersebut. Terlebih dahulu ditentukan batas bawah dari graf G. Karena titik
v, pada graf G memiliki jumlah daun terbanyak, yaitu 3 daun, maka berdasarkan
Akibat 2.1 y;(G) = 4. Misalkan ¢ adalah pewarnaan titik empat warna pada graf
G sedemikian sehingga diperoleh kelas-kelas warna yaitu: I1 = {S;,S,, S5, 54}
dimana S; = {vy,vs, v5}, S, ={v,,ve}, S3 ={v;, vg}, dan S, = {v,}. Setiap
titik pada graf tersebut memiliki kode warna sebagai berikut:
cn(vy) =1{0,2,2,1}; cn(vy) ={1,1,1,0}; cn(vy) ={0,1,2,3}
cn(v2) =1{2,0,2,1}; cn(vs) ={0,1,2,1}; cn(ve) = {2,1,0,3};
cn(vs) =1{2,2,0,1}; cn(ve) ={1,0,1,2}.
Karena kode warna pada setiap titik di graf G tersebut berbeda dan merupakan

pewarnaan minimun, maka graf tersebut memiliki bilangan kromatik lokasi
x.(G) =4

Teorema 2.2 (Chartrand, dkk., 2002)
Bilangan kromatik lokasi graf lintasan B,(n = 3) adalah 3.

Bukti: Perhatikan bahwa y;(P;) = 1dan y,(P,) = 2. Jelasbahwa y,(B,) = 3
untukn > 3. Berdasarkan Akibat 2.1 diperoleh y(G) = k + 1, dengan k derajat



titik maksimum. Karena pada B,k = 2 maka x,(G) = (2 + 1). Akibatnya,
x.(G) = 3,untukn > 3. |

Teorema 2.3 (Chartrand dkk., 2002)
Graf Siklus C,, misalkan n > 3, maka

(3, untuk n ganjil
x(Cn) = {4, untuk n genap

Bukti : Dengan mempertimbangkan dua kasus

Kasus 1.

n > 3adalah ganjil. Misal himpunan titik graf siklus V(C,) = {vy,v,, ...,
v, } ditetapkan warna 1 untuk v, diberi warna 1, warna 2 untuk v; jika i adalah
genap dan warna 3 untuk v; jika i > 3 dan ganjil. Berdasarkan Akibat 2.1 perlu
ditunjukan bahwa ini adalah pewarnaan lokasi untuk membuktikan bahwa

x.(C,) = 3. Pertimbangkan dua sub kasus berikut :

Subkasus 1.1

Jikan = 4k + 1,dimanak > 1.Untuk1 < i < k,(v,;) = (2i- 1,0,1) dan
untuk k + 1 < i < 2k, c(vy;) = 2k + 2- 2i,0,1). Juga, untuk 1 < i <
k, (vy;) = (2i —1,1,0) dan untuk k + 1 < i < 2k,c(vy) = Rk +
2 - 2i,0,1). Karena vektor-vektor, c(v;) berbeda. Sehingga pewarnaan tersebut

adalah pewarnaan lokasi, jadi y; (Csr41) = 3.

Subkasus 1.2
n = 4k + 3,dimana k > 0. Membuktikan bahwa y; (C4x4+3) = 3 dengan cara

yang sama pada subkasus 1.1 .

Kasus 2

Jika n > 4 adalah genap. Misalkan kembali himpunan titik graf siklus (C,) =
{vi, vy, ... ,v,}. Diberi warna 1 untuk v; ,warna 2 untuk v;, warna 3 untuk v; , jika
i = 3,1iganjil, dan warna 4 untuk v; jikai > 4 genap. Akan ditunjukkan bahwa

pewarnaan lokasi dari C,, adalah y; (C,x ) = 4.
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Subkasus 2.1

Jika n = 4k, dimana k > 1 untuk 1 < i < k,cq(vy; +1) = (2i,2i —
1,0,1), dimana k + 1 < i < 2k — 1,cq(vy +1) = (4k — 2i,4k — 2i +
1,0,1). Untuk 2 < i < k,cp(vy) = (2i — 1,2i — 1,1,0), dimana k + 1 <
i < 2k, cp(vy) = (2k + 12i,4k + 2 — 2i,1,0). Karena ordinat- ordinat

dari c;(v;) berbeda pewarnaan tersebut adalah pewarnaan lokasi .

Subkasus 2.2

Jikan = 4k + 2,dimana k > 1. Pembuktian bahwa pewarnaan tersebut adalah
pewarnaan lokasi sama seperti sub kasus 2.1. Selanjutanya ini hanya perlu
membuktikan bahwa y;(G) = 4, jika n adalah genap. Asumsikan sebaliknya
bahwa terdapat pewarnaan lokasi ¢ dari C,, memerlukan 3 warna, misalkan 1, 2, 3,
untuk n > 4. Setidaknya terdapat satu warna, misalkan 2 adalah warna bilangan
genap t darititik C,,, dimana 2 < t < n/2. Seperti proses siklus pada C,,. Dimulai
dengan 1 misalkan, v;q, Vs, ... , Vin, titik-titik dari C,, bahwa berwarna 2. Karena
tidak ada 2 titik yang bertetangga , termasuk untuk setiap bilangan bulat dengan

1< ] St,himpunan I] = {vij+1ivij+2"" yVij+1 — 1}

Pertama, akan ditunjukkan bahwa tidak ada interval yang memiliki kardinalitas

ganjil untuk 3 atau lebih, untuk asumsi sebaliknya beberapa selang /; memuat
bilangan ganjil pada titik 3 atau lebih . Asumsikan bahwa v;;,; dan v;j,, —
1 diberi warna 1. Meskipun demikian, cy(v;; + 1) = cp(vijr — 1) = (0,1,1)
tetapi tidak mungkin.

Kedua, akan ditunjukkan bahwa tidak ada selang yang memuat bilangan genap pada
titik-titiknya, untuk asumsikan sebaliknya, bahwa terdapat selang-selang yang
memuat bilangan genap di titik —titiknya. Karena c,;, memiliki susunan genap, pasti
terdapat bilangan genap dari selang yang memuat bilangan genap pada titik-
titiknya. Misal [; dan I, menjadi 2 selang berbeda memuat bilangan genap
dititiktitiknya. Asumsikan, tanpa menghilangkan keumuman, bahwa v;; + 1 diberi
warna 1. Tepat hanya 1 dari v;, + 1 dan vy, — 1 diberi warna 1, maka cp(v;; +

1) = cn(vij41 — 1) = (0,1,1) kontradiksi. Akibatnya, semua selang t = n/2
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memuat tepat satu titik. Sehingga, terdapat bilangan bulat terkecil [; (1 < j <
n/2), maka v, + 1dan v; — 1 diberi warna yang berbeda, misalkan 1 dan 3,
secara berturut-turut. Pentingnya, terdapat bilangan bulat I, > I; bahwa v, —
1 diberi warna 3 dan vy, + 1 diberi warna 1. Meskipun demikian c(v;; + 1) =
cn(vij+1 — 1) = (0,1,1). Hasil akhir kontradiksi oleh karena itu x,(C,) =
4 jika n adalah genap. n



I11.  METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan llmu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester genap tahun ajaran
2021/2022.

3.2 Metode Penelitian

Pada penelitian ini dibagi menjadi dua kasus dan dilakukan melalui tahapan-
tahapan sebagai berikut :
1. Mencari bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona graf lintasan n titik
korona graf siklus 3 titik (B, ® C5).

a. Menentukan batas bawah dari graf hasil operasi korona B, ©® Cj;.
Batas bawah dimulai dari bilangan kromatik lokasi C,,, x.(B, ©
C5) = 3 untuk n ganjil. Kemudian dilakukan penambahan warna
sehingga memenuhi syarat bilangan kromatik lokasi.

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf hasil operasi
korona P, © (5. Pewarnaan dikonstruksi sedemikian sehingga
diperoleh pewarnaan minimum yang memenuhi syarat bilangan
kromatik lokasi.

c. Memformulasikan hasil yang diperoleh dalam pernyataan

matematika.
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d. Membuktikan hasil yang sudah diperoleh.

2. Mencari bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona graf lintasan n titik
korona graf siklus 4 titik (B, © C,).

a. Menentukan batas bawah dari graf hasil operasi korona B, ©® C,.
Batas bawah dimulai dari bilangan kromatik lokasi C,, x.(B, ©
C,) = 4 untuk n genap. Kemudian dilakukan penambahan warna
sehingga memenuhi syarat bilangan kromatik lokasi.

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf hasil operasi
korona B, ® C,. Pewarnaan dikonstruksi sedemikian sehingga
diperoleh pewarnaan minimum yang memenuhi syarat bilangan
kromatik lokasi.

c. Memformulasikan hasil yang diperoleh dalam pernyataan
matematika.

d. Membuktikan hasil yang sudah diperoleh.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan untuk bilangan kromatik lokasi
hasil operasi korona graf lintasan n titik korona graf siklus 3 titik (B, © C3) dan

graf lintasan n titik korona graf siklus 4 titik (B, ® C,), diperoleh :

5, untuk3 <n<7
X.(B O C3) = {6, untukn > 7
dan
5, untuk3 <n <6
X.(F O Cy) = {6, untukn > 6
5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk mencari bilangan kromatik lokasi hasil

operasi korona graf B, ©® C,, dengan m > 5, serta untuk operasi graf lainnya.
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