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ABSTRACT

THE SUM OF THE SERIES OF RECIPRICALS OF THE QUADRATIC
POLYNOMIALS WITH DOUBLE POSITIVE INTEGER ROOT

By

Pristi Ayu Utami

A harmonic series is a series whose terms are the reciprocal of the natural
numbers. This research examines how to calculate the number of series whose
terms are the reciprocal of a square polynomial with double positive integer
roots. Determination of the formula for the number of series, considering the
generalized harmonic series. The results obtained indicate that there is a

relationship between the number of these series and the Riemann zeta function.

Keywords : Inverse Series, Quadratic Polynomials, Harmonic Numbers, Roots of
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ABSTRAK

JUMLAH DERET KEBALIKAN DARI POLINOMIAL KUADRAT
DENGAN AKAR BILANGAN BULAT POSITIF GANDA

Oleh

Pristi Ayu Utami

Deret harmonik merupakan deret yang suku-sukunya berupa kebalikan bilangan
asli. Pada penelitian ini dikaji bagaimana menghitung jumlah deret yang suku-
sukunya merupakan kebalikan dari polinomial kuadrat dengan akar bilangan bulat
positif ganda. Penentuan formula jumlah deret tersebut, mempertimbangkan deret
harmonik yang diperumum. Hasil yang diperoleh menunjukkan adanya

keterkaitan antara jumlah deret tersebut dengan fungsi zeta riemann.

Kata kunci : Deret Kebalikan, Polinomial Kuadrat, Bilangan Harmonik, Akar

Bilangan Bulat Positif Ganda
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan salah satu ilmu yang banyak dimanfaatkan dalam
kehidupan sehari-hari. Secara umum matematika digunakan dalam transaksi
perdagangan, pertukangan, dan lain-lain. Hampir di setiap aspek kehidupan, ilmu
matematika banyak diterapkan. Karena itu matematika mendapat julukan sebagai
ibu segala ilmu. Matematika juga mempunyai banyak kelebihan dibanding ilmu
pengetahuan lain. Selain sifatnya yang fleksibel dan dinamis, matematika juga
selalu dapat mengimbangi perkembangan zaman, terutama di masa sekarang
ketika segala sesuatu dapat dilakukan dengan komputer.

Salah satu cabang ilmu matematika yang banyak dikaji adalah matematika
analisis dan aljabar. Materi yang dikaji diantaranya berupa konsep suku banyak,
barisan serta deret. Suku banyak atau polinomial dapat diartikan sebagai
persamaan yang memiliki variabel dengan pangkat bertingkat. Suku banyak atau
polinom dalam variabel x yang berderajat n secara umum dapat ditulis sebagai
berikut:

Py (x) = apgx™ + a;_1x" Y 4+ ap_x™ %+ tax? +ax + a,,ay# 0



Contoh persamaan yang termasuk dalam suku banyak adalah x* + 1,2x3 + x? —
5, dan lain sebagainya.
Adapun deret dari suatu barisan bilangan {a,,} didefinisikan sebagai :
Zak =a;t+a;+az+--
k=1
Barisan jumlah parsial {S,} yang dikaitkan dengan deret Y.;_; a; didefinisikan

untuk masing-masing n adalah sebagai berikut :

NgE

Sn= ak=a1+a2+"'+an

=
I

1

Salah satu deret yang terkenal adalah deret harmonik. Bilangan harmonik ke-n

meupakan jumlah kebalikan dari n bilangan asli yang pertama yaitu

Hy=142+2+ +1—il
203 n Lk

Kemudian bilangan harmonik ini diperumum untuk orde n dengan pangkat r

sebagai berikut

n
1
Hor = ) 7
k=1

Dalam penelitian ini akan dikaji bagaimana menentukan jumlah deret berbentuk

k+a

dengan mempertimbangkan bentuk bilangan harmonik yang diperumum. Deret di
atas dapat dinyatakan sebagai deret yang suku-sukunya merupakan kebalikan dari

polinomial orde 2 (kuadrat) dengan akar bilangan bulat positif ganda.



1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan penelitian ini adalah menentukan formula jumlah dari deret
yang suku-sukunya kebalikan dari polinomial kuadrat dengan akar bilangan bulat

positif ganda. Serta menetukan bentuk bilangan harmonik yang di perumum.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian tentang jumlah dari deret timbal balik dari
poliomial kuadrat dengan akar bilangan bulat positif ganda ini, diantaranya adalah
sebagai berikut.

1. Mengetahui masalah pada jumlah dari deret kebalikan dari poliomial

kuadrat dengan akar bilangan bulat positif ganda,

2. Memahami bilangan harmonik,

3. Dapat memberi ide bagi penulis lain yang akan meneliti lebih lanjut

tentang polinomial kuadrat dengan akar bilangan bulat positif ganda.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Polinomial

Persamaan bilangan bulat rasional atau yang sering disebut sebagai
persamaan polinomial memiliki bentuk standar seperti berikut:

agx™ + a;x" 1+ ax™ %+ +a,_1x + +a, =0 (2.1)
Dengan a disebut sebagai koefisien polinomial yang merupakan bilangan riil dan
n merupakan derajat polinomial yang berupa bilangan bulat positif. Suku-suku
pangkat dari x disusun dalam derajat menurun. Bila tidak terdapat sebuah suku,
maka nilai koefisien dari suku tersebut adalah nol. Suku a,x™ disebut sebagai
suku terdepan, a, disebut sebagai suku konstanta, dan a, disebut sebagai
koefisien terdepan, (Ayres & Schmidt, 2004).

Polinomial disebut sebagai polinomial monoid yaitu polonomial yang
koefisein variabel x berderajat tertinggi sama dengan 1. Bentuk polinomial adalah
sebagai berikut:

x4+ a x4+ a x4 +a, =0 (2.2)



Contoh-contoh polinomial berdasarkan derajat polinomial adalah sebagai berikut:
a. Polinomial kuadrat (quadratic polinomial) yaitu polinomial dengan nilai
pangkat tertinggi dari suku x adalah 2, (Harris & Stocker, 1998).
fx)=ax*+bx+c=0
b. Polinomial kubik (cubic polynomial) merupakan polinomial yang nilai
pangkat tertinggi dari suku x adalah tiga (n=3)
f)=ax*+bx*+cx+d=0
Dengan a,b,c merupakan bilangan real dan a # 0
c. Polinomial kuartik (quartic polynomial) adalah polinomial berderajat
empat dimana nilai pangkat tertinggi x adalah empat (n=4)
f)=ax*+bx}+cx*+dx+e=0
d. Polinomial berderajat n merupakan polinomial dengan nilai pangkat
tertinggi dari variabel x adalah n.
f)=x"+ax" 1+ a,x" %+ +a, =0
Dimana a4, a,, ..., a,, merupakan bilangan real.
Persamaan polinomial f(x) = 0 memiliki akar polinomial r jika dan hanya
jikaf (r) = 0. Akar-akar sebuah persamaan polinomial dapat berupa akar-akar
kompleks. Akar-akar irasional dan rasional apabila persamaan polinomial
f(x) =0 memiliki koefisien real dan jika bilangan kompleks a + bi juga

merupakan akar persamaan polinomial tersebut.



2.1.1 Fungsi Polinomial

Sebarang fungsi yang diperoleh dari fungsi konstan dan fungsi identitas dengan
melakukan operasi penjumlahan, pengurangan, dan perkalian disebut fungsi

polinomial (Purcell, 1999).

2.1.2 Bentuk Fungsi Polinomial

Fungsi f dikatakan fungsi polinom jika berbentuk, f(x) = a,x™ + a,_1x™ 1 +--
+a,x? + a;x + ay, Vx € R;

n= bilangan bulat tak negatif a,, a,, ..., a,= bilangan rill, a, # 0.

2.2 Definisi Fungsi

Sebuah fungsi f adalah suatu aturan padanan yang menghubungkan tiap
obyek x dalam suatu himpunan, yang disebut daerah asal, dengan sebuah nilai
unik f(x) dari himpunan kedua. Himpunan nilai yang diperoleh secara demikian

disebut daerah hasil (jelajah) fungsi tersebut, (Varberg et al., 2006).

2.3 Barisan dan Deret

Barisan merupakan suatu runtutan angka atau bilangan dari kiri ke kanan
dengan pola serta aturan tertentu. Barisan berkaitan erat dengan deret. Jika barisan
adalah kelompok angka atau bilangan yang berurutan, maka deret merupakan

jumlah dari suku-suku barisan, (Anwar, 2017).



2.3.1 Barisan Tak Terhingga

Barisan tak terhingga adalah sebuah fungsi yang daerah asalnya adalah
himpunan bilangan asli. Suatu barisan a,,a,, as,, dapat disajikan sebagai
{a,} n°=°1 , atau lebih singkat {a, }. Pada dasarnya barisan yang terdiri dari semua
bilangan asli yang lebih besar atau sama dengan bilangan asli yang disebutkan,
misalnya by, by, by, , dan cg, ¢y, c19,*, Yang rumus umumnya dapat dituliskan

sebagai bentuk suatu pola, seperti pada barisan 1,4,7,10,13, ...



2.3.2 Barisan Sebagai Fungsi

Suatu fungsi yang domainnya berupa bilangan bulat positif disebut
barisan. Barisan dikatakan barisan tak hingga apabila domainnya berupa
himpunan bilangan bulat positif {1,2,3, ..., n,..}. Dan barisan dikatakan barisan
hingga bila domainnya merupakan himpunan bagian hingga dari bilangan bulat

positif, (Afidah & Khairunnisa, 2014).

2.3.3 Barisan Jumlah Parsial

Didefinisikan sebuah deret sebagai penjumlahan

Zak = a;ta;t+az+

k=1
Barisan jumlah parsial {Sn} yang terkait dengan deret Y- a, didefinisikan untuk
masing-masing n penjumlahan dari barisan {a, } dari a, ke a,, , yaitu

n
Sn = z ak == a1 + az -+ +an
k=1
Deret 7, a; konvergen ke batas jika dan hanya jika barisan jumlah

parsial {Sh} konvergen ke S, yaitu lim,_,. S, = S. Dikatakan bahwa deret ».;°_; a,

memiliki jumlah dan tulis Y., a; =S, (Potucek, 2016).

2.3.4 Deret Bilangan
Deret bilangan merupakan jumlah dari suku-suku pada barisan bilangan.

Jika ay, a,, as, ", a,_,a, adalah barisan bilangan a, + a, + a3 + - + a, adalah



sebuah deret bilangan. Deret bilangan yang dinotasikan dengan S, yaitu jumlah n
suku barisan bilangan. Maka dapat ditulis S,, = a; + a, + a3 + - + a,,, (Afidah

& Khairunnisa, 2014).

2.3.5 Deret Harmonik

Deret harmonik adalah barisan bilangan-bilangan yang kebalikannya

membentuk sebuah deret hitung. Jadi %

-PIH

11 1 .
ST adalah sebuah deret harmonis

sebab 2, 4, 6, 8, 10,... adalah sebuah deret hitung, (Spiegel, 1999).

Suku-suku antara dua suku yang diberikan disebut rata-rata antara dua
suku tersebut. Jadi dalam deret hitung 3,5,7,9,11, ... rata-rata suku antara 3 dan 7
adalah 5, dan empat rata-rata suku antara 3 dan 13 adalah 5,7,9,11. Dalam deret

geometri 2, -4, 8, -16,... dua rata-rata geometri antara 2 dan -16 adalah -4 dan 8.

Dalam deret harmonis

) J ) )

S YN
N
Wl
A=
-

ul |-
N

,++ rata-rata antara % dan % adalah % dan tiga

rata-rata harmonis antara ! dan i adala

le
-PIH

% (Spiegel, 1999).

2.3.6 Deret Kebalikan

Deret kebalikan atau reciprocals series adalah sebuah deret yang setiap
sukunya terdiri dari kebalikan hasil kali r faktor dalam deret aritmatika. Faktor
pertama dari penyebut berada dalam deret aritmatika yang sama. Sebanyak r

faktor berbentuk a(a + b)(a + 2b) ... (a + (r — 1)b), dengan a sebagai suku kata

1
a(a+b)(a+2b)..(a+(r-1)b)

pertamanya dan b sebagai beda. Kebalikannya menjadi



10

1
ar(ag+b)(ag+2b)..(ag+(r—1)b

Jika suku ke-k adalah , maka faktor pertama dari

penyebutnya adalah a,, dan faktor dikatakan berada dalam barisan aritmatika

yang sama, jadi a, = ao+k . Kemudian suku Kke-k ini menjadi

1
(ag+kb)(ag+(k+1)b)(ag+(k+2)b)..(ag+(k+r—1)b) !

dan deretnya menjadi

1
; (ag + kb)(ay + (k + 1)b)(ay + (k + 2)b) ...(ay + (k +r —1)b)

- lavam

k=0 j=0

2.4 Bilangan Bulat

Bilangan bulat adalah suatu konsep dalam ilmu matematika yang
digunakan untuk pencacahan dan pengukuran. Salah satu contohnya adalah
bilangan bulat. Bilangan bulat sendiri ialah himpunan bilangan yang mencakup
bilangan cacah, bilangan asli, bilangan nol, bilangan satu, bilangan prima,
bilangan komposit dan bilangan negatif atau himpunan bilangan yang mencakup
seluruh bilangan, kecuali bilangan imajiner, irasional dan pecahan. Bilangan bulat
juga adalah himpunan bilangan yang terdiri dari bilangan bulat negatif, nol, dan
bilangan bulat positif, (Drajat & Ismandi, 2008).

Salah satu bentuk bilangan bulat adalah bilangan bulat positif. Bilangan
bulat positif adalah bilangan yang dimulai dari bilangan satu ke atas dan

seterusnya. Contoh bilangan bulat positif: {1,2,3,4,5,...}.
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2.5 Fungsi Zeta Riemman

Menurut Berndhard Riemman (1859) bahwa Fungsi zeta Riemann {(S)
hanya memiliki akar bilangan genap negatif dan bilangan kompleks dengan
bagian real . Fungsi Zeta Riemann adalah fungsi yang didefinisikan sebagai

berikut:

1
(=) —
n=1

Yang pada awalnya terdefinisi untuk S € C dengan Re(S) > 1, diperluas ke

seluruh bidang kompleks melalui kontinuasi analitik.

2.6 Deret Telescoping

Deret telescoping adalah deret dimana setiap suku dihilangkan dengan
suku sebelum atau sesudahnya. Jadi jumlah parsialnya hanya memiliki bilangan
tetap dari suku-suku yang telah dihilangkan. Metode mengubah deret yang
memiliki suku-suku berbentuk fungsi rasional menjadi deret telescoping yaitu di

transformasi ke bentuk fungsi rasional dengan metode pecahan parsial. Misalnya,

1 A B
==4+— lalu

oo 1 HH VT 1 —_
Zk=1k2 memiliki suku deret ke-n seperti: an = s = n T

+k
didapatkan persamaan 1 = A (n + 1) + Bn. Dipecahkan untuk A dan B diperoleh:
a, =1/n—1/(n+ 1). Setelah itu atur ketentuan n jumlah parsial dalam bentuk
S, =a, +a,+ -+ a, . Kemudian ditemukan batas barisan jumlah parsial S,
untuk menemukan penjumlahan dari deret telescoping tak terhingga sebagai S =

lim,_., Sp. Dalam kasus contoh ini diperoleh, (Potucek, 2016):



S—(l 1)+(1 1)+ +( 1 1)+<1 1 )_1 1
"\l 2 2 3 n—-1 n n n+1/ n+1

Jadi diperoleh lim,,_,, S,, = lim (1 - L) =1.

n—-oo n+1



BAB Il
METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2022/2023 di
jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini antara lain:

1. Menghitung jumlah dari deret kebalikan dari polinomial kuadrat
dengan akar bilangan bulat positif ganda.

2. Menentukan jumlah s(a,a) dari deret

o1

k+a

3. Memeriksa bahwa jumlah s(a, a) apabila menggunakan rumus yang

diperoleh mendapatkan hasil yang sama.
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4. Menentukan jumlah s(a,a) menggunakan bentuk umum bilangan
harmonik H,.1, dari orde a — 1 dengan rumus singkat dengan nilai

bilangan harmonik diperumum H,_, ,

i
s(a,a) = 5 +Hg 12



BAB V
KESIMPULAN

Pada penelitian ini telah dikaji formula jumlah deret kebalikan dari polinomial

kuadrat dengan akar bilangan bulat positif ganda bentuk Y;-, ﬁ dengan
k+a

mengaitkannya pada deret harmonik yang diperumum. Hasil diperoleh

menunjukkan bahwa jumlah deret tersebut dapat dinyatakan sebagai
-1
S(a,a) = Z k=2~ {(2) + Hg-1,2
k=1
k+a
Dalam hal ini, {(2) = Z,?Zlk—lz yang konvergen ke %2 dari H,_, , diperoleh dengan

menggunakan deret harmonik yang diperumum.
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