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ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI
SUBDIVISI GRAF BARBEL SPLIT SIKLUS

Oleh

WAHYU HIDAYAT TULLAH

Graf barbel split siklus diperoleh dengan membuat salinan dari graf split siklus yang dihubungkan
oleh sebuah jembatan, dinotasikan dengan B, ,n = 3. Subdivisi graf barbel split siklus adalah
graf yang diperoleh dengan menyisipkan beberapa titik di jembatan pada graf barbel split siklus,
dinotasikan dengan Bgpc;sy dengan n =3 dan s = 1,2,..,m. Bilangan kromatik lokasi dari
subdivisi graf barbel split siklus By, (c;s) dengan s = 1,2, ..., m adalah 5 untuk n > 3 ganjil, dan 6
untuk n = 4 genap.

Kata kunci: Graf barbel split siklus, subdivisi graf barbel split siklus, bilangan kromatik lokasi.



ABSTRACT

LOCATING CHROMATIC NUMBER FOR SUBDIVISION OF BARBELL
SPLIT CYCLE GRAPHS

By

WAHYU HIDAYAT TULLAH

Barbell split cycle graph is obtained by making a copy of a split cycle graph connected by a bridge,
denoted by By, (c,) »n = 3. Subdivision of barbell split cycle graph is a graph obtained by inserting

several vertices on the bridge in a barbell split cycle graph, denoted by B, (c;sy Withn = 3 and s =
1,2, ..., m. The locating chromatic number for the subdivision of barbell split cycle graphs, B, (c:s)
withs = 1,2,...,m is 5 for odd n > 3, and 6 for even n > 4.

Keywords: split cycle graph, barbell split cycle graph, subdivision of barbell split cycle graph,
locating chromatic number.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Pada abad ke-18 di tahun 1736, Leonard Euler memperkenalkan dasar
pengembangan teori graf. Pada saat itu di kota Konigsberg (Rusia) terdapat suatu
sungai yang membelah kota menjadi empat daratan terpisah dan dihubungkan oleh
tujuh jembatan. Warga kota tersebut ingin melewati setiap jembatan tepat satu kali
dan kembali lagi ke tempat awal. Euler membuktikan dengan suatu bentuk
representasi graf, bahwa tidak mungkin untuk melewati jembatan tepat satu kali dan
kembali lagi ke tempat awal. Bentuk representasi itu kemudian berkembang

menjadi teori graf yang saat ini dikenal.

Salah satu konsep teori graf yang umum dikenal adalah konsep pewarnaan graf.
Pewarnaan graf bertujuan memberikan warna berbeda untuk setiap dua titik
bertetangga pada graf. Pewarnaan graf dapat diterapkan untuk menyelesaikan
masalah penjadwalan, pewarnaan peta, penugasan, dan lain sebagainya. Pewarnaan
graf memiliki berbagai aplikasi dalam sistem keamanan informasi dan

penjadwalan.



Pewarnaan graf akan memiliki kode warna yang berbeda untuk setiap titik yang
berbeda pada suatu graf, yang disebut sebagai pewarnaan lokasi graf. Minimum
warna yang digunakan dalam pewarnaan lokasi graf disebut bilangan kromatik
lokasi graf, dinotasikan dengan x, (¢). Bilangan kromatik lokasi graf pertama kali
dikaji oleh Chartrand dkk., pada tahun 2002. Bilangan kromatik lokasi graf
merupakan topik baru yang menarik untuk dipelajari karena belum ada teorema

umum untuk menentukan bilangan kromatik lokasi sembarang graf secara umum.

Pada tahun 2003, Chartrand dkk. telah berhasil mengkonstruksi graf pohon dengan
n titik, n > 5 dengan bilangan kromatik lokasi bervariasi dari 3 sampai n, kecuali
untuk (n—1). Pada tahun 2011, Asmiati dkk., berhasil menentukan bilangan
kromatik lokasi amalgamasi bintang dan bilangan kromatik lokasi dari graf
kembang api F,, ., selanjutnya Asmiati dan Baskoro (2012) telah mengkarakteristik
semua graf yang memuat siklus dengan bilangan kromatik lokasi tiga. Pada tahun
2014, Behtoei dan Omoomi berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi dari
gabungan graf lintasan, siklus dan graf lengkap. Behtoei dan Omoomi (2016)
mengkaji bilangan kromatik lokasi hasil kali kartesian dari lintasan dan graf
lengkap. Pada tahun 2017, Asmiati mengkaji bilangan kromatik lokasi n
amalgamasi bintang yang dihubungkan oleh suatu lintasan. Penelitian tentang
bilangan kromatik lokasi suatu graf terus berkembang. Putri dkk., (2018) berhasil
memperluas mengenai bilangan kromatik lokasi yang diaplikasikan pada graf tak
terhubung dengan graf lintasan dan siklus sebagai komponen-komponennya.
Muthuramakrishnan dan Jayaraman (2018), berhasil menentukan total pewarnaan

graf split dari lintasan, siklus dan bintang. Parameswari dan Rajeswari (2018)



mendapatkan total pelabelan magic cordial graf split dari siklus roda dan kipas.
Tahun 2018 Ganesan dkk., membahas pelabelan prime graf split lintasan. Ghanem
dkk., (2019) berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi kuasa dari lintasan dan
siklus. Prawinasti dkk. (2021), berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi
untuk graf split siklus. Berdasarkan hasil penelitian tersebut, penelitian akan
dilanjutkan dengan melihat pengaruh dari penambahan subdivisi pada salah satu

jembatan graf barbel split siklus terhadap bilangan kromatik lokasi yang dihasilkan.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. menentukan bilangan kromatik lokasi subdivisi graf barbel split siklus B, c:s)
untuk titik n = 3 dan banyak titik subdivisi s = 1,2,3 ..., m.

2. mengetahui dampak menambahkan s titik pada jembatan graf barbel split siklus
Bspi(c,) terhadap banyaknya warna yang digunakan pada bilangan kromatik

lokasi.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:
1. memberikan pemahaman dan wawasan mengenai bilangan kromatik lokasi

graf, khususnya subdivisi graf barbel split siklus B, (c:s).

2. mengetahui dampak penambahan subdivisi pada graf barbel split siklus.



3. memberikan sumbangan pemikiran untuk memperluas dan memperdalam
bidang teori graf terutama tentang bilangan kromatik lokasi dari subdivisi graf
barbel split siklus.

4. sebagai bahan kajian untuk referensi penelitian selanjutnya mengenai bilangan

kromatik lokasi dari subdivisi graf barbel split siklus.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan di berikan penjabaran materi tentang teori dasar, definisi,

serta istilah-istilah yang berhubungan dengan penelitian ini.

2.1 Konsep Dasar Graf dan Kelas-Kelas Graf

Teori graf diperkenalkan pertama kali dalam pembuktian kemungkinan melewati
dalam sekali jalan empat daerah yang dihubungkan dengan tujuh jembatan di atas
sungai Pregel di Konigsberg, Rusia oleh Leonhard Euler tahun 1736. Konsep dasar
graf yang diambil dari Deo N. (1989) menyatakan bahwa graf merupakan kumpulan
titik dan sisi, dinotasikan dengan G = (V,E), dengan V # @ menyatakan
himpunan titik {v,,v,,vs,..,v,} dan E menyatakan himpunan sisi
{eq, e, €3, ... ,e,} yang merupakan pasangan tak terurut dari titik-titik di v.

Banyaknya titik pada graf G disebut orde dari graf G.

Va2
V1 ) V3
O €1 €2
€4 es
€5

v
e\ ‘*
Ve €7 Vs €6

Gambar 1 Graf G dengan 6 titik dan 8 sisi.



Graf G = (V,E) pada Gambar 1 dengan himpunan titik V(G) =
{v1, V2, V3, Vs, Us, U} dan himpunan sisi E(G) = {eq, e, €3, €4, €5, €6, €7, €g}. Dua
titik pada graf G dikatakan bertetangga bila keduanya terhubung dengan suatu sisi.
Suatu sisi dikatakan menempel dengan suatu titik v, jika titik v merupakan salah
satu titik ujung dari sisi tersebut. Misalkan, jika titik v; dan titik v, dihubungkan
dengan suatu sisi e;, maka titik v; dan titik v, menempel pada sisi e; begitu juga
dengan sisi e; menempel pada titik v; dan titik v, sehingga titik v; bertetangga
dengan titik v,. Pada Gambar 1 dapat diambil contoh, titik v, bertetangga dengan

titik v, sisi e; menempel dengan titik v, dan titik v,.

Derajat suatu titik v pada graf G adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik
v, dinotasikan dengan d(v). Jika setiap titik mempunyai derajat yang sama disebut
graf regular. Daun adalah titik yang berderajat satu. Loop adalah sisi yang memiliki
titik awal dan titik akhir yang sama. Sisi paralel adalah beberapa sisi yang memiliki
dua titik ujung yang sama. Graf yang tidak memiliki sisi paralel dan loop disebut
graf sederhana. Graf G pada Gambar 1, bukan termasuk graf sederhana karena
terdapat loop pada titik v, yaitu pada sisi eg dan terdapat sisi paralel pada titik v,
dan vg. Derajat masing-masing titik pada graf G adalah d(v,) =1,d(vy) =
3,d(v3) = 2,d(vy) = 2,d(vs) = 5,d(ve) = 3 dan titik v; memiliki derajat 1
sehingga dikatakan sebagai daun. Jalan (walk) adalah barisan berhingga dari titik
dan sisi, dimulai dan diakhiri dengan titik, sedemikian sehingga setiap sisi
menempel dengan titik sebelum dan sesudahnya pada suatu graf. Lintasan (path)
adalah jalan yang memiliki atau melewati titik yang berbeda-beda dimana titik-titik

yang dilewati tepat satu kali pada suatu graf.



Dua buah titik dalam graf, titik u dan titik v dikatakan terhubung jika terdapat
lintasan dari u ke v. Jika setiap titik di dalam graf terhubung, maka graf tersebut

disebut sebagai graf terhubung (Siang, 2002).

Lemma 2.1 (Deo, 1989)
Misalkan G (V, E) adalah graf terhubung. Jumlah derajat semua titik pada graf G

adalah genap, yaitu dua kali banyak sisi pada graf tersebut, dapat dinyatakan dengan

Zzld(vi) = 20E(6))

Sebagai contoh pada Gambar 1 yaitu jumlah derajat seluruh titik pada graf tersebut
adalahd(vy) + d(v,) + d(v3) +d(vy) +d(vs) +d(vg) =1+3+2+2+5+

3 = 16 sama dengan dua kali banyaknya sisi.

Selanjutnya akan diberikan definisi graf siklus, graf split siklus, graf barbel split

siklus dan subdivisi graf barbel split siklus.

Siklus adalah lintasan tertutup, yaitu lintasan yang memiliki titik awal dan titik
akhir yang sama. Siklus dibedakan menjadi dua macam, yaitu siklus ganjil dan
siklus genap. Siklus ganjil adalah siklus yang memuat banyaknya titik ganjil,
sedangkan siklus genap adalah siklus yang memuat banyaknya titik genap. Pada
Gambar 1, contoh lintasan adalah v; —e; —v, — e, — V3 — e3 — V5 — €7 —

v dan contoh siklus ganjil adalah v, — e, — v3 — e3 — v5 — e, — v,.



Menurut Deo (1989) graf siklus merupakan graf regular yang masing-masing
titiknya berderajat dua, yang dinotasikan dengan C,, dengan n menyatakan orde dari

graf.

Gambar 2 Graf siklus dengan orde 6 (Cg)

Graf split siklus adalah graf yang diperoleh dengan menambahkan pada setiap titik
v pada graf siklus C,, satu titik baru v’, sedemikian sehingga v ' bertetangga dengan
setiap titik yang bertetangga dengan v di C,,, dinotasikan dengan spl(C,,) (Sugeng,

dkk., 2014).

Gambar 3 Graf spl (Cy).

Graf barbel adalah graf sederhana yang dibentuk dengan menghubungkan dua
tiruan atau jiplakan dari graf lengkap yang dihubungkan dengan sebuah sisi (Ihwan
dkk., 2014). Graf barbel split siklus adalah barbel yang diperoleh dengan membuat

salinan dari graf split siklus dan dihubungkan oleh sebuah jembatan pada titik



(vﬁ, w@) untuk n ganjil dan pada titik (vﬁ, wﬁ) untuk n genap, yang dinotasikan

2 2 2 2

dengan Bgpcn)-
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Gambar 4 Graf B,y (c,) -

Graf subdivisi adalah graf yang diperoleh dari graf G dengan memasukkan titik
tambahan ke beberapa sisi di graf G. Subdivisi graf barbell split siklus adalah
penambahan subdivisi sebanyak s = 1,2,3,...,m titik pada jembatan dari graf

barbel split siklus, dinotasikan dengan B;(c:s).-

S

2000 D OO O OO O (W
JOXy X2 X3 Xz X5 Xg Xs. s
/

Gambar 5 Graf B¢

Pada Gambar 5, graf tersebut telah disubdivisi sebanyak s titik dimana s =
1,2,3, ..., m pada jembatan/sisi yang menghubungkan dua graf lengkap spl(C,),

yang dinotasikan dengan By, c:s) (Mirajkar, Doddamani, dan Priyanka, 2016).



2.2 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Definisi dari bilangan kromatik lokasi graf menurut Chartrand dkk., pada tahun
2002 yaitu misalkan c suatu pewarnaan di graf G dengan c(u) # c(v) untuk titik
u dan titik v yang bertetangga di graf G. Misalkan C; adalah himpunan titik-titik
yang diberi warna i, disebut kelas warna, maka 11 = {C;,C;,C5 ... ,Cy } adalah
himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari V(G). Kode warna dinotasikan
cp(v;) vyaitu k-pasang terurut (d(v,C,),d(v,Cy),...,d(v,C;)) dengan
d(w,C;) = min{d(v,x)|x € C;} untuk 1 < i < k, jika setiap titik di G
mempunyai kode warna yang berbeda, maka c disebut pewarnaan lokasi dari G,
banyak warna minimum yang digunakan pada pewarnaan lokasi disebut bilangan

kromatik lokasi graf, yang dinotasikan dengan x, (). Berikut ini adalah beberapa

teorema yang digunakan dalam bilangan kromatik lokasi graf.

Teorema 2.1 (Chartrand dkk., 2002)

Misal y adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan N(v) merupakan
himpunan dari tetangga pada titik v. Jika u dan v adalah dua titik yang berbeda
pada graf G. Sedemikian sehingga d(u,w) = d(v,w) untuk setiapw € V(G) —
{u, v}, maka c(u) # c(v). Dalam hal khusus, jika u dan v adalah titik-titik yang

tidak bertetangga di G sedemikian sehingga N(u) = N(v), maka c(u) # c(v).

Bukti:

Misalkan y adalah suatu pewarnaan lokasi graf terhubung G dan misalkan IT =

{C,,C,,C5 ..., Cy } adalah partisi dari titik-titik G ke dalam kelas warna C; . Untuk
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suatu u, v € V(G), andaikan c(u) = c(v) sedemikian sehingga titik u dan titik v
berada dalam kelas warna yang sama, misal C; dari I1. Akibatnya d(u,C;) =
d(v,C;) = 0.Karenad(u,w) = d(v,w) untuk setiapw € V(G)- {u, v}, maka
d(u,C;) # d(v,C;) untuk setiap j # i, 1 < j < k. Akibatnya, c;(w) = ¢y (v)

sehingga y bukan pewarnaan lokasi. Jadi, c; (u) # cp(v).

2 Fj""'“ii k"'\/"il
PSRN
// \'\
f \
30 vs \p) (:; 2

‘\\ /
\\ X /
N t v 3{,\‘/

(. A
3

2

Gambar 6 Minimum pewarnaan lokasi dari graf Cj.

Proposisi 2.1
Untuk setiap graf terhubung G dengan orde n > 3.

3<x(G)<n

Teorema 2.2 (Chartrand, dkk., 2002)

Pada graf siklus C,,, misalkan n > 3, maka

_ (3, jikan ganjil
x(Ca) = {4, jika n genap

Bukti : Pembuktian dibagi menjadi 2 kasus

Kasus 1

Jika n >3 adalah ganjil. Misal himpunan titik graf siklus V(C,) =
{vi, vy, v3, ..., vy} ditetapkan warna 1 untuk v, warna 2 untuk v; jika i adalah

genap, dan warna 3 untuk v;, jika i > 3 dan i ganjil. Berdasarkan proposisi 2.1

11



yaitu hanya perlu ditunjukkan bahwa ini adalah pewarnaan lokasi untuk

memastikan y;(C,,) = 3. Pertimbangkan dua subkasus berikut:

Subkasus 1.1

Jikan>4k+1, dimana k > 1. Untuk 1 <i<k,cq(vy) = (2i—1,0,1) dan
untuk k+1<i<2k,cq(vy)=QRk+2-2i,01). Juga, untuk 1<i<
k,cn(vaizq) = (2i,1,0) dan untuk k+1<i<2k,cq(vys) =Rk —2i+
1,1,0). Karena vektor-vektor, cp(v;) berbeda. Sehingga pewarnaan tersebut

adalah pewarnaan lokasi, sehingga y;(Csx+1) = 3.

Subkasus 1.2
Jikan = 4k + 3, dimana k > 0. Membuktikan bahwa y; (C4x+1) = 3 langkah

pembuktian sama seperti pada Subkasus 1.1.

Kasus 2

Jikan > 4 adalah genap. Misalkan himpunan titik graf siklus V(C,) =

{vi, vy, v3, ..., v, }. Diberi warna 1 untuk v,, warna 2 untuk v;, warna 3 untuk v;,
jikai > 3,i ganjil, dan warna 4 untuk v; jika i > 4 genap. Akan ditunjukkan
bahwa pewarnaan lokasi dari C,, dengan demikian memverifikasi bahwa

XL(Cn) < 4.

Subkasus 2.1
Jika n =4k, dimana k>1. Untuk 1<i<k, cq(vyy1) = (2i,2i —1,0,1)

dimana untuk k+1<i<2k-1, cq(vy4) = 4k —2i,4k —2i+ 1,0,1).
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Untuk 2 <i <k, cq(vy) = (2i —1,2i — 2,1,0) dimana untuk k + 1 < i < 2k,
cn(vy) = (4k +1—2i,4k + 2 — 2i,1,0), karena cp(v;) berbeda, maka

pewarnaan ini adalah pewarnaan lokasi.

Subkasus 2.2

Jika n =4k + 2, dimana k > 1. Pembuktian pewarnaan tersebut adalah suatu
pewarnaan lokasi sama seperti pembuktian Subkasus 2.1. Selanjutnya hanya perlu
membuktikan bahwa y;(C,) = 4, jika n adalah genap. Asumsikan sebaliknya,
bahwa terdapat pewarnaan lokasi ¢ dari C,, memerlukan 3 warna, misalkan 1,2,3
untuk beberapa n > 4. Setidaknya terdapat paling sedikit satu warna, misalkan 2
digunakan untuk mewarnai sejumlah bilangan genap t titik dari graf C,, dimana

2<t<- Seperti proses siklus pada C,. Dimulai dengan v, misalkan

N3

Vi, Vi, Vi, -, Uy, adalah titik-titik dari graf C,, yang terwarnai dengan 2. Karena
tidak ada 2 titik yang bertetangga. Hal ini sejalan dengan untuk setiap bilangan
bulat j dengan 1<j<t, dengan selang I =

Vi1, Vi Vijrzs o Vipr1-1 (subskrip dihitung modulo n) tidak kosong.

Pertama, klaim bahwa tidak ada selang yang memiliki kardinalitas ganjil untuk 3
atau lebih, asumsikan secara kontradiksi, bahwa beberapa selang I; memuat
bilangan ganjil pada titik 3 atau lebih. Tanpa menghilangkan keumumannya,

asumsikan bahwa Vi1 dan Vi;41-1 diberi warna 1. Meskipun demikian,

cn (vijﬂ) =cn(Vij,,-1= (0,1,1) yang mana itu tidak mungkin.
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Kedua, akan ditunjukkan bahwa tidak ada selang yang memuat bilangan genap pada
titik-titiknya. Sebaliknya, terdapat selang-selang yang memuat bilangan genap di
titik-titiknya. Karena C,;, memiliki susunan genap, pasti terdapat bilangan genap
dari selang yang memuat bilangan genap pada titik-titiknya. Misal I; dan I;,, menjadi
2 selang berbeda memuat bilangan genap di titik-titiknya. Asumsikan, tanpa
kehilangan keumumannya, bahwa Vi1 diberi pewarnaan 1. Tepat hanya 1 dari
Vi 41 dan vy, _, diberi warmna 1, maka ¢, (vijﬂ) = cz(vi41) = (0,1,1),

kontradiksi.

Akibatnya, semua selang t = g memuat tepat 1 titik. Sehingga, terdapat bilangan

bulat i; (1 <j< g) sedemikian sehingga Vij—1 dan Vij+1 diberi warna secara
berbeda, misalkan 1 dan 3 secara berturut-turut. Terdapat bilangan bulat i) > i

sedemikian sehingga Vij—1 diberi warna 3 dan v;, _, diberi warna 1. Meskipun
demikian maka cp (vij) = cn(v;,) = (1,0,1), menghasilkan hasil akhir yang
kontradiksi. Oleh karena itu, y; (C,) = 4 jika n adalah genap.

Teorema 2.3 (Kasandra, 2021)

Misal B¢,y adalah graf barbel split siklus, dengan n = 3. Maka bilangan

kromatik lokasi graf barbel split siklus (Bspc,))

5,jika n ganjil
X (Bspicc,y) = {6, jika n genap
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Bukti

Misalkan Bgp,(c,), dengan n = 3 adalah graf barbel split siklus dengan himpunan
titik  V(Bspicc,y) = {vi,wi, vi,w{;[1,n]} dan himpunan sisi E(Bgpc,) =
i € [Ln— 13U vl i € [Ln — 13U (v i € [Ln— 113U

{nv1} U (v} U {vpvi} U {wiwiygs i € [Ln — 1} U fwiwi, ;i € [Ln — 1]} U

Wiwiig;1 € [1,n =113 U {w,wy} U {w,wi} U {wyw,} U

{vﬁwﬁ} untuk n ganjil U {vﬁwﬁ} untuk n genap. Terbagi menjadi dua kasus.

2 2 2 2

Kasus 1 (n ganjil)

Gambar 7 Graf By (c,) n ganjil

Pertama menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf barbel split
siklus Bgp(c,) n ganjil. Karena graf barbel split siklus By, memuat graf split
siklus spl(C,) n ganjil, sehingga berdasarkan Teorema 2.3 akan memiliki
XL (Bspl(Cn)) > 4. Misalkan y pewarnaan titik dengan menggunakan 5 warna, maka
pada graf barbel split siklus By, (¢, akan ada kode warna yang sama. Akibatnya,

kontradiksi untuk )(L(Bspl(cn)) = 4, jadi dibutuhkan sekurang-kurangnya 4+1
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warna untuk mewarnai graf barbel split siklus tersebut. Sehingga )(L(Bspl(cn)) >

5 untuk n ganjil.

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel split
siklus Bgpi(c,) n ganjil. Misalkan y pewarnaan titik dengan menggunakan 5 warna

sebagai berikut:

Gambar 8 Minimum pewarnaan lokasi pada graf By, (c,) n ganjil

1, untuki=1
c(vy) = c(wy) = {2, untuk i > 2 genap
3, untuki > 3 ganjil

c(v)) =4,untuki =1,2,...,n

c(wj) =5,untuki =1,2,...,n

Kode warna dari V(Bsy(c,)) untuk n ganjil seperti berikut:
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i—1, ordinat ke — 1 untuk i < —
] ) - n+1
n—i+1, ordinat ke — 1 untuk i > 5
n+1 ) oo n+1
( > )+1—l, ord1natke—5untukl<T
cn(v;) =13 n+1 n+1
n (V1) i+1—( > ), ordinatke—Suntuki>T
0 ordinat ke — 2 untuk i genap
’ ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3
) o n+1
3, ordinat ke — 5 untuk i = —
1, ordinat lainnya
ce(v))
( ) o n+1
i—1, ordinatke — 1untuk 2 <i < —
] ) o on+1
n—i+1, ordinat ke — 1 untuk i > —
n+1 n+1
( > )+ 1—i, ordinatke —5untuki < (T) —1,n=5
n+1 ) . n+1
l+1—< > ), ordinat ke — 5 untuk i >( > >+1,n2 5
= 0, ordinat ke — 4 untuki = 1,2, ...,n
n+1 n+1
4, ordinat ke — 5 untuk i = ( > ) —1dan (
3, ordinatke — 5untuki = 1dan3,n =3
ordinat ke — 1 untuki =1
2, ordinat ke — 2 untuk i genap
ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3
\ 1, ordinat lainnya.
] ) o o n+1
i—1, ordinat ke — 1 untuk i < —
) ) o n+1
n—i+1, ordinat ke — 1 untuk i > —
n+1 . _ o o n+1
( > >+1—l, ord1natke—4untukl<T
cr(wy) = n+1 n+1
(Wi <i+1—< 5 ), ordinatke—4untuki>T
0 ordinat ke — 2 untuk i genap
’ ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3
) o n+1
3, ordinat ke — 4 untuk i = ——
\ 1, ordinat lainnya

n+1

)+1,n25



n+1
ordinatke — luntuk2 <i < —

. o on+1
ordinat ke — 1 untuki > ——

2
n+
ordinat ke — 4 untuk i < (— —

)
)

v

1,n=>5
n
1,n>=5

+

] SN
\Y

ordinat ke — 4 untuk i > (
ordinat ke — 5 untuki = 1,2, ...,

n+1 n+
ordinat ke — 4 untuk i = (T) — 1dan ( >

ordinatke — 4 untuki =1dan3,n =3
ordinat ke — 1 untuki =1

ordinat ke — 2 untuk i genap

ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3
ordinat lainnya.

1
>+1,n25

Kode warna dari setiap titik graf barbel split siklus By, ¢,y n ganjil tidak memiliki

kode warna yang sama, maka y adalah pewarnaan lokasi.

Akibatnya,

x.(Bspice,y) < 5. Sehingga, x.(Bspicc,)) = 5 untuk n ganjil.

Kasus 2 (n genap)

Gambar 9 Graf By, (c,) n genap

Pertama menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf barbel split

siklus Bgp(c,) n genap. Karena graf barbel split siklus Bgy,(c,) memuat graf split
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siklus spl(C,) n genap, sehingga berdasarkan Teorema 2.3 akan memiliki
XL (Bspl(Cn)) > 5. Misalkan y pewarnaan titik dengan menggunakan 5 warna, maka
pada graf barbel split siklus Bgp, (¢, akan ada kode warna yang sama. Akibatnya,
kontradiksi untuk yx(Bspicc,)) = 5. jadi dibutuhkan sekurang-kurangnya 5+1
warna untuk mewarnai graf barbel split siklus tersebut. Sehingga XL(BSpl(Cn)) >

6 untuk n genap. n

Selanjutnya, akan ditentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel split
siklus Bsp;(c,) n genap. Misalkan y pewarnaan titik dengan menggunakan 6 warna

sebagai berikut:

Gambar 10 Minimum pewarnaan lokasi pada graf B¢,y n genap

1, untuki=1

2, untuki > 2genap,2<i<n-—2
3, untuki > 3 ganjil

4, untuki=n

3, untuki=1
,):{4
5

c(w) = cwy) =

, untuki=n
, untuk2<i<n-1

3, untuki=1
c(w)) =14, untuki=n
6, untuk2<i<n-1
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Kode warna dari V(Bsy(c,)) untuk n genap seperti berikut:

CT[(vi) =

Cn(vi’) =9

(-1,

n—i+1,

<(g)+1—i,

ordinat ke — 1 untuk i < g
ordinat ke — 1 untuk i > g
ordinat ke — 4 untuk i < g
ordinat ke — 4 untuk i > g
ordinat ke — 6 untuk i < g

n
ordinat ke — 6 untuk i > 3

ordinat ke — 2 untuk i genap,2 <i<n-—2

ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3

n
ordinat ke — 6 untuk i = >

ordinat ke — 2 untuki = n
ordinat ke — 3 untuki =1
ordinat lainnya

n
ordinatke — 1untuk 2 <i < >
n
ordinat ke — 1 untuk i > 3
n
ordinat ke — 4 untuk i < >
n
ordinat ke — 4 untuk i > >
n
ordinat ke — 6 untuk i < (E) —1,n=6
n

ordinat ke — 6 untuk i > (—) +1

N

ordinat ke — 3untuki =1
ordinatke — S5untuk2<i<n-1

ordinat ke — 6 untuk i = (2) —1dan (n

2
ordinat ke — 1 untuki =1

ordinat ke — 2 untuk i genap
ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3
ordinat ke — 5untuki =1dani =n
ordinat lainnya.

2

)+1
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cr(wy) =4

Cn (Wi,) = 9

i—1,
n—i+1,
L,
n-—i,

IA

SN|I3SNISNS

ordinat ke — 1 untuk i
ordinat ke — 1 untuk i >
ordinat ke — 4 untuk i <

ordinat ke — 4 untuk i > —

NS

i, ordinatke —5untuki < —

n
ordinat ke — 5 untuk i > >

ordinat ke — 2 untuk i genap,2 <i<n-—2
ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3

n
ordinat ke — 5 untuk i = )

ordinatke — 2 untuki =n
ordinat ke — 3untuki =1
ordinat lainnya

n
ordinatke —1untuk 2 <i < >
n
ordinat ke — 1 untuk i > 3
n
ordinat ke — 4 untuk i < >
n
ordinat ke — 4 untuk i > >
n
ordinat ke — 5 untuk i < (E) —1,n=6
n

ordinat ke — 5 untuk i > (—) +1

N

ordinat ke — 3 untuki =1
ordinatke —6untuk2 <i<n-1

ordinat ke — 6 untuk i = (g) —1dani = (g) +1

ordinat ke — 1 untuki =1

ordinat ke — 2 untuk i genap
ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3
ordinat ke — 6 untuki =1dani=n
ordinat lainnya.
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Cn (Wi) = 9

n—i+1,

n+1
ordinat ke — 1 untuk i < —

) - n+1
ordinat ke — 1 untuk i > 5

n+1

n+1 ) ) )
( >+ 1—1i, ordinatke — 4 untuk i <T

n+1 n+1
i+1—( ), ordinatke—4untuki>T

2
ordinat ke — 2 untuk i genap

0, ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3
, o n+1
3, ordinat ke — 4 untuk i = —
\ 1, ordinat lainnya
ce(W;)
, o n+1
i—1, ordinatke — 1untuk 2 <i <
n+1
n—i+1 ordinatke—luntuki>T
n+1 _ ) n+1
( > >+1—l, ord1natke—4untukl<(T)—l,nZS
n+1 n+1
l+1—( ), ordinatke—4untuki>( > )+1,n25
= 0, ordinat ke — 5untuki =1,2,...,n
. . n+1 n+1
4, ord1natke—4untukl=(T)—ldan < > >+1,n25
3, ordinat ke — 4 untuki =1dan 3,n =3
ordinat ke — 1 untuki =1
2, ordinat ke — 2 untuk i genap
ordinat ke — 3 untuk i ganjil,i > 3

1, ordinat lainnya.

Kode warna dari setiap titik graf barbel split siklus B¢,y n genap tidak memiliki

kode warna yang sama, maka y adalah pewarnaan lokasi.  Akibatnya,

x1(Bspicc,)) < 6. Sehingga, x, (Bspicc,)) = 6 untuk n genap.
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I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini telah dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2022/2023
di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Tahap-Tahap Penelitian

Tahap-tahap yang dilakukan pada penelitian ini untuk menentukan bilangan

kromatik lokasi subdivisi graf barbel split siklus adalah sebagai berikut:

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi subdivisi graf barbel split siklus, untuk n>3:
a. menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi subdivisi graf barbel split

siklus Bp;(c:s)y dengan n = 3 dan banyak titik subdivisi s > 1. Karena memuat

graf barbel split siklus maka batas bawah bilangan kromatik lokasinya
sekurang-kurangnya menggunakan batas bawah graf barbel split siklus. Jika
batas atas trivial ini belum memenuhi syarat pewarnaan lokasi, maka dilakukan
penambahan bertahap pewarnaanya sedemikian sehingga syarat pewarnaan

lokasi terpenuhi.



b. menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi subdivisi graf barbel split
siklus Bgp(czsy dengan n >3 dan banyak titik subdivisi s =1,2,3,...,m.
Mengkonstruksi pewarnaan titik-titik dengan melihat struktur dari grafnya.
Pewarnaan titik dimulai dengan label terkecil sedemikian diperoleh minimum
pewarnaan titik yang memenuhi syarat pewarnaan lokasi;

c. jika batas bawah dan batas atas bilangan kromatik lokasi Bp;(c:s) sama, misal

y maka diperoleh bilangan kromatik lokasinya, yaitu y, (Bspl( C*S)> =y;
d. memformulasikan hasil-hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan
matematika;

e. mengetahui pengaruh dari penambahan subdivisi sebanyak s titik pada graf

barbel split siklus.
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V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut :
1. Bilangan kromatik lokasi yang dihasilkan dari subdivisi graf barbel split siklus
Bspic;s) sebagai berikut

(B ) _ { 5untuk s = 1,2,3, ..., mdan n > 3 ganjil
XL\Pspl(ci) = 16, untuk s = 1,2,3, ..., m dan n > 4 genap

2. Penambahan sebanyak s titik subdivisi dengan s = 1,2,3, ..., m pada graf barbel

split siklus Bgp(c,) untuk n =3 tetap mempertahankan bilangan kromatik

lokasinya.
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