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ABSTRACT

FACTORIAL ANALYSIS APPROACHING PRIMA AND PRIMORIAL
APPROACHING PRIMA

by
Dimiantika

An integer with p > 1 is said to be prime if and only if its positive divisors are 1
and p. Prime numbers can be obtained through factorial and primorial approaches.
If a prime number is p > n! + 1, then p > n! + n is also prime. In addition, if the
prime number p satisfies n! + 1 < p < n! + r2 then p — n! also a prime where r is
the smallest prime number such that » > n. Furthermore, if the prime p satisfies
n! —s? <p <n!—1then n! —p is also a prime with n > 2 and s is the largest
prime number so that s < n. If prime p satisfies qg# + 1 < p < q# + r? then p —
q# is also prime with g < r being consecutive prime numbers.

Key Words: Prime numbers, Factorial, Primorial



ABSTRAK

ANALISIS FAKTORIAL MENDEKATI PRIMA DAN PRIMORIAL
MENDEKATI PRIMA

oleh

Dimiantika

Suatu bilangan bulat dengan p > 1 dikatakan prima jika dan hanya jika pembagi
positifnya adalah 1 dan p. Bilangan prima dapat diperoleh melalui pendekatan
faktorial dan primorial. Jika bilangan prima p > n!+ 1, maka p > n! + n juga
prima. Selain itu, jika bilangan prima p memenuhin! + 1 <p < n! + r? makap —
n! juga prima dengan r adalah bilangan prima terkecil sehingga » > n. Selanjutnya,
jika prima p memenuhi n! — s? < p < n! — 1 maka n! — p juga prima dengan n >
2 dan s adalah bilangan prima terbesar sehingga s < n. Jika prima p memenuhi
g+ 1 <p < q#+1r? maka p — q# juga prima dengan q < r adalah bilangan
prima berurutan.

Kata Kunci: Bilangan prima, Faktorial, Primorial
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l. PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang Masalah

Matematika adalah salah satu ilmu yang banyak dibutuhkan dalam
mengembangkan ilmu pengetahuan lainnya. Selain sebagai dasar pengembangan
ilmu, matematika juga dapat direalisasikan untuk memecahkan masalah yang sering
dijumpai dalam kehidupan. Carl Friedrich Gauss mengatakan bahwa matematika
adalah ratu dari ilmu pengetahuan dan aritmatika adalah ratu dari matematika
(Polarida, dkk., 2016). Penerapan ilmu matematika akan menghasilkan solusi dari
masalah yang ada. Oleh karena itu, perlu adanya pendalaman tersendiri bagi ilmu
matematika. Matematika memiliki berbagai cabang materi yang dapat dipelajari.

Salah satu cabang matematika yang ada adalah teori bilangan.

Teori bilangan adalah salah satu cabang tertua dari matematika. Selama dua ribu
tahun lebih teori bilangan berhasil menarik perhatian bagi para amatir maupun
matematikawan (Polarida, dkk., 2016). Secara tradisional, teori bilangan adalah
cabang dari matematika yang mempelajari sifat-sifat hubungan dan jenis-jenis
bagian dari bilangan. Berdasarkan jenis cabang yang dipelajari dalam teori
bilangan, hal yang paling penting adalah himpunan bilangan bulat positif (Burton,
2006). Dalam teori bilangan dasar, bilangan bulat dipelajari tanpa menggunakan
teknik dari area matematika lainnya. Bilangan bulat adalah bilangan yang tidak

mempunyai pecahan desimal misalnya 9, 21, 8764, -34, 0 (Burton, 1998).

Jika membicarakan tentang teori bilangan maka tidak akan terlepas dari berbagai
jenis bilangan yang ada. Tak terkecuali bilangan prima. Bilangan ini bukanlah hal
yang asing bahkan bagi bukan ahli matematika sekalipun. Bilangan prima

merupakan bilangan bulat positif yang lebih besar dari satu dan hanya habis dibagi



oleh satu dan dirinya sendiri (Puspita, dkk., 2015). Pada tahun 1640, Fermat
menduga bahwa semua bilangan asli yang berbentuk 22™ + 1 adalah bilangan
prima. Namun, dugaan ini digugurkan oleh Euler dengan contoh penyangkal yaitu
untuk m = 5 (Sugiyono, dkk.,2020). Bilangan prima terkecil dan satu-satunya
bilangan prima yang genap adalah dua (Rizal & Lukito, 2012). Menurut Euclid
bilangan prima adalah bilangan-bilangan yang secara potensial tidak terbatas
(Sabirin, 2014).

Bilangan prima dapat dibangun melalui banyak metode, salah satunya melalui
faktorial dan primorial. Faktorial prima adalah bilangan prima yang lebih kecil atau
lebih besar dari faktorial. Sedangkan primorial prima adalah bilangan prima yang
muncul dari bentuk gq# + 1 dimana g# adalah primorial dari q (Cejchan, dkk.,
2022). Faktorial dan primorial dapat mendekati prima. Pada dasarnya faktorial
medekati prima dapat dibangun melalui n! +1 maupun n!— 1. Sedangkan
primorial mendekati prima dapat dibangun melalui g# 4+ 1 maupun q# —1
(Cejchan, dkk., 2022). Namun belum terdapat pengkajian lebih lanjut mengenai
topik ini. Berdasarkan latar belakang tersebut peneliti tertarik untuk meneliti lebih

lanjut mengenai faktorial mendekati prima dan primorial mendekati prima.
1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah menganalisis faktorial mendekati prima dan

primorial mendekati prima.
1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai berikut :

1.  Menambah pengetahuan terutama pada bidang teori bilangan.

2. Menambah informasi mengenai faktorial mendekati prima dan primorial
mendekati prima.

3. Memberikan kontribusi penelitian tentang faktorial mendekati prima dan

primorial mendekati prima.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini akan dibahas mengenai konsep dasar yang mencakup keterbagian,
bilangan prima, faktorial, dan primorial. Sehingga konsep dasar tersebut dapat
digunakan untuk membuktikan faktorial mendekati prima dan primorial mendekati

prima.
2.1  Bilangan

Bilangan adalah suatu konsep yang terdapat dalam matematika dimana konsep ini
dapat diterapkan pada pencacahan dan pengukuran. Menurut Soedadiatmodjo
bilangan merupakan suatu idea yang dipakai untuk menggambarkan atau
mengabstraksikan banyaknya anggota dari suatu himpunan. Bilangan tidak dapat
dilihat, ditulis, dibaca, dan dikatakan karena merupakan suatu ide yang hanya dapat
dihayati atau dipikirkan saja (Soedadiatmojo, dkk.,1983). Bilangan dapat
membangun sebuah sistem yang biasa disebut sebagai sistem bilangan. Diantara
sistem bilangan yang ada, sistem yang paling sederhana adalah bilangan-bilangan
asli, yaitu 1, 2, 3, 4, 5, ... (Triandi, 2014).

Berdasarkan beberapa pendapat ahli tersebut maka dapat ditarik garis besar bahwa
bilangan merupakan salah satu bagian dari matematika yang dipakai untuk
melakukan pencacahan dan pengukuran dimana bilangan juga memiliki sifat

abstrak sebagai suatu gambaran dari banyaknya anggota himpunan.
2.2  Sistem Bilangan Bulat

Sistem bilangan bulat merupakan sistem yang terdiri atas bilangan bulat
Z={-, -3 -2, -1,0,1,2,3,---} beserta dengan operasi biner penjumlahan

(+) dan juga perkalian (x) yang memenuhi aksioma berikut:



Sifat tertutup terhadap penjumlahan

Misalkan a, b € Z maka (a + b) berada dalam Z.
Contoh 1

1)

2)

3)

—-8+11=3

Diketahui bahwa —8 dan 11 adalah bilangan bulat dan 3 juga merupakan
bilangan bulat yang berada dalam Z.

14+ (-4) =10

Diketahui bahwa 14 dan —4 adalah bilangan bulat dan 10 juga merupakan
bilangan bulat yang berada dalam Z.

—-26 + (—11) = =37

Diketahui bahwa —26 dan —11 adalah bilangan bulat dan —37 juga

merupakan bilangan bulat yang berada dalam Z.

Sifat tertutup terhadap perkalian

Misalkan a, b € Z maka (a X b) berada dalam Z.
Contoh 2

1)

2)

3)

7xX3=21

Diketahui bahwa 7 dan 3 adalah bilangan bulat dan 21 juga merupakan
bilangan bulat yang berada dalam Z.

3x(—-12) =-36

Diketahui bahwa 3 dan —12 adalah bilangan bulat dan —36 juga
merupakan bilangan bulat yang berada dalam Z.

—5x%x(=3) =15

Diketahui bahwa —5 dan —3 adalah bilangan bulat dan 15 juga merupakan

bilangan bulat yang berada dalam Z.

Sifat komutatif penjumlahan

a+b=>b+a.
Contoh 3

1)
2)
3)

3+7=10dan7+3 =10
—6+15=9dan 15+ (—6) =9
8+(-2)=6dan—-2+8=6

Sifat komutatif perkalian

axXb=>bXa.



Contoh 4

1) 11 x4 =44dan4 x 11 = 44

2) —=7x5=-35dan5 x (-=7) = -35

3) —11x3=33dan3 x(—11) =33

Sifat asosiatif penjumlahan

(a+b)+c=a+ (b+0).

Contoh 5

1) (4 + 8)+ 6 = 18 hasilnya sama dengan 4 + (8 + 6) = 18

2) (=7 + (—~13)) + 33 = 13 hasilnya sama dengan —7 + (—13 + 33) = 13
3) (9+ (—3)) + 3 = 9 hasilnya sama dengan 9 + ((—3) + 3) = 9

Sifat asosiatif perkalian

(axb)xc=ax(bxXc).

Contoh 6

1) (3 x3) x 2 =18 hasilnya sama dengan 3 x (3 x 2) =18

2) ((—4) x 3) x 5= —60 hasilnya sama dengan —4 x (3 X 5) = —60

3) ((=3) x (=6)) x 2 = 36 hasilnya sama dengan —3 x ((—6) x 2) = 36
Sifat distributif kiri perkalian atas penjumlahan

axXx((b+c)=(axb)+ (axc).

Contoh 7

1) 2x(11+4)=02x11)+(2x4)=30

2) 4x(249)=(0@4x2)+(4x9) =44

3) =5x(3+6)=((=5)%x3)+((=5)x6)=—45

Sifat distributif kanan perkalian atas penjumlahan

(a+b)xc=(axc)+ (bxc).

Contoh 8

1) (174+3)x2=(17%x2)+(3x2)=140

2) 21+2)x3=(21x3)+(2x%x3)=069

3) (-12+9)x4=((-12) x4) + (9x4) = —12

Unsur identitas terhadap penjumlahan

Untuk setiap a, terdapat elemen identitas atau elemen 0 dalam Z sedemikian

rupa sehinggaa+0=0+a =a.



Contoh 9
1) 36+0=0+36=236
2) —4940 =0+ (—49) = —49
3) 51+0=0+51=51
10. Unsur identitas terhadap perkalian
Untuk setiap a, terdapat elemen identitas perkalian atau elemen 1 sedemikian
sehinggaax1=1Xa = a.
Contoh 10
1) 19x1=1x19=19
2) 23x1=1x23=23
3) 7x1=1x7=7
11. Unsur invers terhadap penjumlahan
Untuk setiap a, terdapat unsur invers penjumlahan sedemikian sehingga a +
(—a) =(-a)+a=0.
Contoh 11
1) 344+ (-34)=(-34)+34=0
2) 27+ (=27)=(=27)+27=0
3) 52+ (-53)=(-53)+53=0

2.3  Keterbagian

Keterbagian adalah salah satu bagian dalam ilmu matematika yang mempelajari
suatu bilangan bulat yang habis dibagi bilangan lain yang dianggap sebagai
pembagi. Dalam keterbagian akan menjelaskan lebih lanjut mengenai definisi dan

teorema keterbagian.

Definisi 2.3.1

Dimisalkan bahwa a dan b merupakan bilangan bulat yang dapat dinotasikan
sebagai a,b € Z. Sehingga dapat dikatakan bahwa a habis membagi b yang
dinotasikan dengan a|b jika ac = b untuk beberapa c € Z. Sedangkan akan
dikatakan bahwa a tidak membagi habis b yang dinotasikan dengan a t b jika tidak
terdapat ¢ € Z sedemikian sehingga ac = b (Stein, 2008).



Contoh 12
Bilangan 39 habis dibagi 13 karena 39 = 13 - 3. Namun, 10 tidak habis dibagi oleh
3 sehingga karena tidak ada bilangan bulat ¢ yang memenuhi maka 10 = 3¢ adalah

benar.

Istilah lain untuk menunjukkan relasi a|b adalah a membagi b, a pembagi dari b,
a faktor dari b atau b adalah kelipatan dari a. Jika a merupakan pembagi bagi b,
maka —a juga merupakan pembagi bagi b, sehingga pembagi suatu bilangan selalu
memiliki pasangan. Jadi untuk menentukan semua faktor dari suatu bilangan bulat
dapat dilakukan dengan menentukan pembagi positifnya kemudian gabungkan
faktor positif dengan faktor negatifnya (Burton, 2006). Berdasarkan Definisi 2.3.1
diperoleh beberapa konsep sebagai berikut:

1. al0

2. 1lla

3. ala

Dapat dilihat bahwa konsep a|0 sudah pasti terbukti karena jelas bahwa 0 adalah
bilangan yang akan selalu habis dibagi oleh bilangan apapun selain nol.
Selanjutnya, konsep 1|a menunjukkan bahwa bilangan 1 merupakan sebuah
pembagi bagi bilangan apapun termasuk nol. Sedangkan konsep a|a menunjukkan
bahwa bilangan tak nol selalu habis membagi dirinya sendiri dan hasil akhir dari

pembagiannya adalah 1 (Burton, 1998).

Teorema 2.3.1 (Sukirman, 1997)
Untuk setiap a, b, c € Z maka berlaku pernyataan berikut:

1. a|1l jika dan hanya jika a = 1 ataua = —1.

Bukti.

Jikaa = 1 atau a = —1, maka jelas bahwa a|1. Sebaliknya, diketahui a|1 maka
terdapat k € Z sehingga 1 = ka. Sehingga persamaan ini hanya akan dipenuhi
oleh dua kemungkinan sebagai berikut: k =1, a =1 atau k = —1, a = —1.
Maka berlaku jika a|1 maka a = 1 atau a = —1. Jadi terbukti a|1 jika dan hanya

jika a|l ataua = —1.



Contoh 13
1) 1)1
2) —1|1

2. Jika a|b dan c|d maka ac|bd.
Bukti.
Diketahui bahwa a|b dan c|d yaitu ada k4, k, € Z sehingga diperoleh b = k;a
dan d = k,c. Kalikan kedua persamaan tersebut dan diperoleh:
bd = (k,k;)ac dengan k,,k, € Z
maka ac|bd terbukti.

Contoh 14

1) Jika 2|4 dan 3|6 maka (2 x 3)|(4 X 6)

2) Jika 3|9 dan 4|8 maka (3 x 4)|(9 x 8)

3) Jika 4|12 dan 5|10 maka (4 x 5)|(12 x 10)

3. Jika a|b dan b|c maka a|c.
Bukti.
Diketahui a|b dan b|c, maka akan terdapat k4, k, € Z sehingga
b =kqa (2.1)
dan
c=kyb (2.2)
Subtitusikan persamaan (2.1) ke persamaan (2.2), sehingga diperoleh
¢ =k,b =k,(k;a) = (k;k,)a=kadengank =k, -k, €Z
Jadi a|c terbukti.

Contoh 15

1) Jika 3|6 dan 6|12 maka 3|12

2) Jika 4|16 dan 16|32 maka 4|32
3) Jika 7|14 dan 14|28 maka 7|28

4. a|b dan b|a jika dan hanya jika a = b atau a = —b.



5.

6.

Bukti.
Diketahui

a=kib (2.3)
dan

b =k,a (2.4)

Kalikan persamaan (2.3) dengan persamaan (2.4) sehingga diperoleh hasil ab =
(k,k;)(ab). Sehingga k.k, =1, yaitu k, =k, atau k,; = k, = —1. Jadi

terbukti bahwa a = b atau a = —b.

Contoh 16
1) 5|5dan 5|5 karenaa = b
2) 8| —8dan —8|8 karenaa = —b

Jika a|b dan b # 0, maka |a| < |b].
Bukti.
Diberikan b = ac untuk suatu ¢ € Z. Ambil nilai mutlak |b| = |ac| = |al]c].

Karena b # 0 maka |c| = 1. Jadi diperoleh |b| = |allc| = |al.

Contoh 17

1) Jika 6/18 maka |6] < |18]
2) Jika 3|6 maka |3]| < |6]
3) Jika 2|8 maka |2| < |8|

Jika a|b dan a|c, maka a|(bx + cy) untuk sebarang bilangan bulat x dan y.
Bukti.

Diketahui a|b dan a|c, maka terdapat k,, k, € Z. Sehingga terdapat b = k,a
dan ¢ = k,a. Untuk sebarang x,y € Z berlaku: bx + cy = kjax + kyay =
(kix + kyy)a dengan k,x + k,y € Z yang artinya a|(bx + cy).

Contoh 18
1) Jika 2|4 dan 2|6 maka 2|((2 x 3) + (6 x 3))
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2) Jika 3|12 dan 3|9 maka 3|(12 x 2) + (9 x 3))
3) Jika 5|15 dan 5|25 maka 5[(15 x 3) + (25 x 2))

Teorema 2.3.2 (Sukirman, 1997)
Jika a adalah suatu bilangan bulat dan b adalah bilangan bulat positif, maka ada

tepat satu bilangan bulat g dan r sehingga a = gb + r dimana 0 < r < b.

Bilangan bulat g disebut hasil bagi dan r disebut sisa pembagian. Jika r = 0 maka
dikatakan a habis dibagi oleh b dan ditulis b|a. Jika r # 0 maka ditulis b  a.

Adapun sifat-sifat keterbagian adalah sebagai berikut:
ala (sifat reflektif)
a|b dan b|c maka a|c (sifat transitif)
a|b maka a|mb untuk setiap bilangan bulat m

1.
2.
3
4. al|bdana|c maka alb + c,alb — c atau a|bc
5. ab|c maka b|c dan a|c

6

a|b dan a|c maka a|(bx + by) untuk setiap bilangan bulat x dan y
2.4  Bilangan prima

Bilangan prima adalah bilangan yang sudah tidak asing lagi ditemui dalam cabang
ilmu matematika, berikut akan dijabarkan definisi dan teorema yang lebih lanjut

mengenai bilangan prima yang diambil dari (Burton, 2006).

Definisi 2.4.1

Suatu bilangan bulat dengan n > 1 dikatakan prima jika dan hanya jika pembagi
positif bagi n adalah 1 dan n. Jika n tidak prima maka n dapat disebut sebagai
komposit. Terdapat bilangan yang tidak dapat dikatakan sebagai prima ataupun

komposit yaitu bilangan 1.

Berdasarkan definisi ini maka dapat dijabarkan beberapa bilangan prima antara lain
2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 41, 43, 47, 53, 61, 67, 71, 73,79, ...

Beberapa bilangan komposit antara lain 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22,
24, 25, 26, 27, 28, 30, 32, 33, 34, ...
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Teorema 2.4.1

Setiap bilangan asli merupakan suatu perkalian dari bilangan prima.

Bukti.

Akan dibuktikan bilangan asli merupakan suatu hasil kali dari bilangan prima.

Misalkan bahwa n adalah bilangan asli. Terdapat beberapa kemungkinan, yaitu:

1. Jikan = 1, maka n adalah hasil perkalian kosong dari bilangan prima.

2. Jika n merupakan bilangan prima, maka jelas terbukti bahwa n adalah perkalian
dari bilangan prima.

3. Jika n merupakan komposit, maka terdapat n = ab dimana a,b < n. Karena a
dan b adalah perkalian dari bilangan prima, maka n juga merupakan perkalian
dari bilangan prima.

Jadi terbukti bahwa bilangan asli merupakan suatu perkalian dari bilangan prima.

Teorema 2.4.2

Setiap bilangan bulat n dengan n > 1 dapat dibagi oleh suatu bilangan prima.
Bukti.

Jika n merupakan bilangan prima maka n|n dan teorema telah terbukti. Misalkan n
adalah bilangan komposit, maka n memiliki faktor selain 1 dan n. Ambil d, dan
d,|n maka terdapat n, sehingga n = d,n,. Perlu diingat bahwa d, # 1 dan d; #
n yang berakibat 1 < n; < n. Jika n; merupakan bilangan prima maka n, |n. Jadi

teorema terbukti.

Teorema 2.4.3

Jika n bilangan komposit, maka n memiliki suatu faktor k sedemikian rupa
sehingga 1 < k < v/n.

Bukti.

Diketahui n bilangan komposit sehingga terdapat bilangan-bilangan bulat k dan m
dimana km = ndengan 1 < k <n dan 1 < m < n. Jika k dan m lebih besar dari
vn maka n = km > +/n-+n = n. Maka diperoleh n > n dimana hal ini tidak

dapat dibuktikan kebenarannya. Jadi salah satu dari k atau m haruslah lebih kecil
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atau sama dengan +/n. Misalkan k lebih kecil atau sama dengan +/n, maka diperoleh

1 < k < +/n. Jadi k adalah bilangan prima.

Teorema 2.4.4

Jika n bilangan komposit, maka n memiliki suatu faktor prima yang lebih kecil atau
sama dengan /n.

Bukti.

Berdasarkan Teorema 2.4.4 diketahui bahwa n memiliki faktor k sedemikian
sehingga 1 < k <+/n, maka k memiliki faktor prima. Misalkan p merupakan
faktor prima sehingga p < k, maka diperoleh p < k < +/n. Jadi teorema ini terbukti
benar, begitu pula dengan kontraposisinya, yaitu jika n tidak memiliki faktor prima

yang lebih kecil atau sama dengan v/n maka n bilangan prima.

Teorema 2.4.5

Jika p bilangan prima dan p|ab maka p|a atau p|b.

Bukti.

Diketahui bahwa p bilangan prima, maka p hanya memiliki faktor 1 dan p.
Sehingga FPB(a,p) = 1 atau FPB(a,p) = p untuk sebarang bilangan bulat a. Jika
FPB(a,p) = 1 dan karena p|ab maka p|b dan jika FPB(a,p) = p maka p|a. Jadi

terbukti bahwan jika p bilangan prima maka p|a atau p|b.

Teorema 2.4.6

Dua bilangan bulat a dan b disebut sebagai relatif prima atau prima satu sama lain
ketika gcd(a, b) = 1.

Bukti

Akan dibuktikan bahwa bilangan bulat a dan b adalah relatif prima ketika
gcd(a, b) = 1. Ingat kembali bahwa pasangan bilangan bulat mungkin saja menjadi
relatif prima walupun kedua bilangan bulat bukan bilangan prima. Misalkan p
adalah bilangan prima, menurut definisi bilangan prima diperoleh gcd(a,p) =1

jika dan hanya jika p { a adalah benar. Pembagi untuk p adalah 1 dan dirinya
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sendiri, sehingga gcd(a,p) = 1 atau gcd(a, p) = p. Jadi terbukti bahwa bilangan
bulat relatif prima ketika gcd(a, b) = 1.

Teorema 2.4.7

Misal diberikan a dan b adalah bilangan bulat, dimana keduanya bukan nol. Maka
a dan b adalah relatif prima jika dan hanya jika ada bilangan bulat x dan y
sedemikian sehingga 1 = ax + by.

Bukti.

Akan dibuktikan a dan b relatif prima jika dan hanya jika ada bilangan bulat x dan
y sedemikian sehingga 1 = ax + by. Diketahui bahwa a dan b adalah bilangan
bulat tak nol. Jika a dan b adalah relatif prima, sehingga gcd(a,b) = 1. Ingat
teorema sebelumnya dimana bilangan bulat a dan b dengan a dan b tak nol maka
terdapat bilangan bulat x dan y sedemikian sehingga gcd(a,b) = ax + by.
Berdasarkan teorema tersebut maka jelas terdapat bilangan bulat x dan y yang
mengakibatkan 1 = ax + by. Sebaliknya, misalkan 1 = ax + by. Karena d|a dan
d|b, maka haruslah d|(ax + by) atau d|1. Sehingga berakibat d = 1 karena d
adalah bilangan bulat positif. Jadi terbukti a dan b relatif prima jika dan hanya jika

ada bilangan bulat x dan y sedemikian sehingga 1 = ax + by.

2.5  Ketakberhinggaan Bilangan Prima

Bilangan prima, sama halnya dengan bilangan bulat, mempunyai jumlah yang tak
berhingga. Bukti dari pernyataan ini terdapat dalam FEuclid’s Elements. Euclid
menyatakan bahwa terdapat lebih banyak bilangan prima daripada sejumlah

berhingga bilangan prima yang diberikan.

Sebagai bukti, akan digunakan pembuktian terbalik atau membuktikan kontradiksi
dari pernyataan tersebut. Diasumsikan ada sejumlah terbatas bilangan prima

P1,P2, P3,- .- Pn. Lalu, dilakukan operasi sebagai berikut:

Q=p1 " pP2bntl

Didapat sebuah bilangan baru Q yang merupakan hasil perkalian seluruh bilangan

prima ditambahkan dengan 1 (satu). Menurut Teori Fundamental Aritmetik, seluruh
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bilangan bulat positif dapat difaktorkan menjadi satu atau lebih bilangan prima.
Dengan dasar tersebut, Q dapat difaktorkan menjadi satu atau lebih bilangan prima.
Namun, tidak ada satu pun bilangan prima (yang telah diasumsikan berjumlah
berhingga) yang dapat habis membagi Q karena apapun bilangan primanya,

misalkan p;, Q@ dibagi p; selalu akan menghasilkan sisa minimal 1.

Jadi, terdapat suatu bilangan prima baru yang tidak termasuk dalam bilangan prima
P1, P2, P3,- .- Pn Yaitu Q sendiri bila prima atau faktor prima dari Q. Kesimpulan ini
kontradiktif dengan asumsi sebelumnya bahwa ada sejumlah berhingga bilangan

prima. Oleh karena itu, bilangan prima berjumlah tak berhingga (Rosen, 2007).

Teorema 2.5.1 (Ktizek, dkk., 2021)
Bilangan prima memiliki jumlah yang tak berhingga.
Bukti.
Asumsikan sebaliknya bahwa hanya terdapat sejumlah bilangan prima yang
berhingga yang dituliskan sebagai p,, p,, -+, p, dan himpunan

m=pips - pn+ 1. (2.7)
Jika m dibagi dengan p; maka hasilnya akan selalu menyisakan 1, maka dari itu
tidak terdapat p; yang membagi habis m. Berdasarkan teorema fundamental, m
adalah prima lainnya atau m adalah komposit dan habis dibagi oleh prima yang
berbeda dari p,, p,, -+, p,,. Hal ini berkontradiksi dengan asumsi awal bahwa hanya
terdapat sejumlah bilangan prima yang berhingga. Jadi terbukti bahwa bilangan

prima memiliki jumlah yang tak berhingga.

Contoh 19

Tentukan bilangan prima a, b dan ¢ sedemikian sehingga a? — b? = ¢

Penyelesaian.

Diketahui a? — b? = ¢ maka lakukan pemfaktoran sehingga diperoleh
(a=b)(a+b)=c

Karena a,b,c prima maka berdasarkan bentuk pemfaktoran diperoleh

kemungkinan sebagai berikut:

a—b=1
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a+ b = prima

a—b = prima

a+b=1

Dapat diketahui bahwa satu-satunya bilangan prima yang memiliki selisih satu
adalah 3 —2 =1 dan tidak ada dua bilangan prima yang bila dijumlahkan akan

diperoleh hasil 1. Jadi diperoleh a = 3,b = 2 danc = 5.

Contoh 20
Tentukan semua bilangan bulat positif n sedemikian rupa sehingga 6n? + 5n — 4
merupakan bilangan prima.
Penyelesaian.
Diketahui 6n2 + 5n — 4 maka lakukan pemfaktoran sehingga diperoleh
(3n + 4)(2n — 1) adalah bilangan prima. Berdasarkan bentuk pemfaktoran maka
kemungkinan yang diperoleh adalah sebagai berikut:
1) 3n+ 4 =1 maka 2n — 1 adalah bilangan prima.
Diperoleh 3n = —3,n = —1 dimana hal ini tidak memenuhi syarat.
2) 3n+4primamaka2n—1=1.
Diperoleh 2n=2,n=1 maka 3n+4 = (3 x 1) + 4 = 7 adalah bilangan
prima.

Jadi nilai n yang memenuhi adalah n = 1.
2.6  Faktorial

Faktorial bilangan asli n merupakan hasil dari perkalian semua bilangan asli yang
kurang atau sama dengan n. Faktorial biasanya akan dilambangkan dengan tanda
seru atau !. Sehingga faktorial n dapat dituliskan kembali sebagai n! (Ktizek, dkk.,
2021).

Contoh 21
11=1
21=1x2=2

3lI=1%x2%x3=6
41 =1X2%Xx3X4=24
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51=1x2Xx3%x4x5=120

6!=1%x2%x3%X4x5%x6=720
71=1%X2X3%Xx4X5%X6x%x7=05.040
Bl=1X2Xx3X4x5%x6x7x8=40.320
MN=1Xx2X3X4xXx5Xx6%Xx7x%x8x%x9=2362.880
10I=1Xx2x3%x4X5%x6x%x7x8x9x10=3.628.800, dan seterusnya.

2.6.1 Faktorial Prima
Berdasarkan persamaan (2.7) pada Teorema 2.5.1 maka diperoleh sebuah
persamaan baru, yaitu

m=pl+1 (2.8)
dimana p merupakan prima terbesar, jika hanya terdapat bilangan prima yang
berhingga. Sehingga untuk setiap bilangan asli terdapat g < p yang mengakibatkan
m/q akan menghasilkan sisa 1. Maka tidak ada bilangan prima yang kurang dari
atau sama dengan p membagi m. Jadi, bilangan m adalah bilangan prima
selanjutnya atau m habis dibagi bilangan prima yang lebih besar dari p. Maka hal
ini berkontradiksi. Persamaan (2.8) disebut sebagai faktorial prima, walaupun p
bukan bilangan prima (Ktizek, dkk., 2021).

2.7 Primorial

Misalkan g adalah sembarang bilangan prima. Maka semua perkalian dari semua
bilangan prima yang tidak melebihi g atau dapat dituliskan sebagai g# =2 -3 -
5---g. Primorial biasanya dilambangkan penulisannya dengan g# (Cejchan, dkk.,
2022).

Contoh 22

2# =2
3#=2-3
5#=2-3-5
7T#=2-3-5-7

11#=2-3-5-7-11
13#=2-3-5-7-11-13
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17#=2-3-5-7-11-13-17
19#=2-3-5-7-11-13-17-19
23#=2-3-5-7-11-13-17-19-23
29#=2-3-5-7-11-13-17-19-23 - 29, dan seterusnya.

2.8 Metode Pembuktian Matematika

Adapun disajikan beberapa metode pembuktian matematika yang akan digunakan

dalam penelitian kali ini diambil dari (Hernadi, 2008).

2.8.1 Metode Kontradiksi

Kebenaran implikasi p = q dibuktikan dengan diketahui p dan ~ q. Dengan kata
lain pembuktian kontradiksi terjadi dengan adanya pernyataan yang bertentangan.
Keuntungan dari metode ini adalah diperolehnya dua pernyataan (kenyataan) yang
bertentangan. Sedangkan, kelemahannya adalah tidak ada yang tahu pasti dimana

kontradiksi akan terjadi.

Contoh 23

Misalkan himpunan A didefinisikan sebagai interval setengah terbuka. A := [0,1).
Buktikan maksimum A tidak ada.

Bukti.

Bentuk implikasi dari pernyataan di atas adalah “jika A := [0,1) maka maksimum

A tidak ada. Misalkan maksimum A ada, katakan p. Sedemikian sehingga 0 < p <

1 yang mengakibatkan %p < % dan % (p+1) <1, maka

1 1 1 1 1
p=sp+tip<;pt+t;=5;(+1<1

Terdapat dua pernyataan yang diperoleh dari hasil tersebut, yaitu:

1) p maksimum A4, yaitu elemen terbesar himpunan A.
2) Adagq € A, yaitu q := %(p + 1) yang lebih besar dari p.

Karena kedua pernyataan tersebut kontradiksi maka pengandaian awal salah. Jadi

haruslah tidak ada maksimum.
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Contoh 24

Buktikan jika r bilangan real sedemikian sehingga r? = 2, maka r irasional.
Bukti.

Akan dibuktikan bahwa r irasional dengan menggunakan metode kontradiksi.

Misalkan 2 = 2 dan r tidak irasional. Karena r rasional, maka terdapat bilangan
bulat m dan n sedemikian sehingga r = % Asumsikan bahwa m dan n tidak

memiliki common divisor yang lebih dari 1, karena jika m dan n memiliki common

divisor maka pembilang dan penyebut dapat dibagi dengan greatest common
2
divisor tersebut. Maka r? = 1:—2 dan diperoleh m? = r?n?. Karena r? = 2, maka

diperoleh m? = 2n?. Oleh karenanya maka haruslah m? genap, maka n haruslah
genap juga. Suatu kelipatan perseketuan (common divisor) lebih besar dari 1
diperoleh karena m dan n keduanya genap. Hal ini jelas berkontradiksi dengan
asumsi awal bahwa m dan n tidak mempunyai kelipatan persekutuan lebih besar

dari 1. Jadi pengandaian salah dan yang benar adalah r bilangan rasional.

1.8.2  Metode Induksi

Induksi matematika adalah metode pembuktian untuk proporsisi terkait dengan
bilangan bulat positif. Induksi matematika adalah suatu teknik pembuktian yang
baku dalam matematika. Metode ini dapat mempersingkat langkah-langkah
pembuktian bahwa semua bilangan bulat termasuk dalam suatu himpunan

kebenaran dengan jumlah langkah yang terbatas.

Dalam melakukan pembuktian dengan metode ini diperlukan adanya prinsip
induksi matematika. Prinsip induksi matematika adalah prinsip yang digunakan
untuk inferensi terhadap pernyataan tentang n dimana n berjalan pada himpunan
bilangan bulat,biasanya himpunan bilangan asli N atau pada himpunan bagian
bilangan asli, N; c N. Bilangan asli n tersebut biasa dianyatakan dengan P(n).
Prinsip induksi matematika sederhana adalah sebagai berikut:
a. Misalkan P(n) adalah proporsi bilangan bulat positif dan akan dibuktikan
bahwa P(n) adalah benar untuk semua bilangan bulat positif n. Lakukan

langkah-langkah berikut untuk melakukan pembuktian:
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() P(1) benar.
(i) Asumsikan bahwa P (n)benar, maka P(n + 1) benar untuk setiap n > 1.

Sehingga P (n) benar untuk semua bilangan bulat positif n.

b. Basis Induksi
Basis induksi digunakan untuk memperlihatkan bahwa suatu pernyataan benar
jika n diganti dengan 1, dimana 1 adalah bilangan bulat positif terkecil.
Kemudian buat impilkasi untuk fungsi berikutnya benar untuk setiap bilangan
bulat positif.

c. Langkah Induksi
Langkah induksi berisi pengandaian atau asumsi yang akan menunjukkan
bahwa P (n) benar. Asumsi tersebut biasa disebut dengan hipotesis induksi.

Contoh 25

Tunjukkan bahwa untuk n>1,14+24+3+4+--4+n=n(n+1)/2 melalui

induksi matematika.
Bukti.

(i)

(i)

Basis induksi
Akan ditujukkan p(1) benar. P(1) benar - n = 1 diperoleh dari:
1=11+4+1)=2

1=1(2)/2
1=2/2
1=1

Langkah induksi

Misalkan bahwa P (n) benar. Asumsikan14+2+3 4+ -4+ n(n+1) =n(n+
1)/2 adalah benar. Akan ditunjukkan bahwa P(n + 1) juga benar. Sehingga
diperoleh:

1+2+3++n+Mm+1)

=m+1D[n+1)+1]/2

=1+2+3+--n)+(n+1)

=[nn+1)/2]+(n+1)

=[(n*+n)/2]+ (n+1)

= [(* +n)/2] + [(2n + 2)/2]
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=(n?+3n+2)/2

=m*+1)(n+2)/2

=+ D[n+1)+1]/2

Karena langkah (i) dan (ii) benar maka terbukti bahwan > 1,1+ 2 + 3 +

-+ n =n(n+ 1)/2 untuk semua bilangan bulat positif n.

Contoh 26

Buktikan bahwa jumlah n buah bilangan ganjil positif pertama adalah n? dengan

induksi matematika.
Bukti.

(i)

(if)

Basis induksi

Akan ditunjukkan P (1) benar. P(1) benar — jumlah 1 buah bilangan ganjil
positif pertma adalah 12 = 1.

Langkah induksi

Misalkan bahwa P(n) benar. Sehingga 1+ 3+ 5+ .-+ (2n— 1) = n?
adalah benar. Akan ditunjukkan bahwa P(n + 1) juga benar. Maka akan
diperoleh

1+3+5++2n-1D+@2n+1)
=[14+3+5+--4+2n-1)]+2n+1)

=n’+(2n+1)

=n?+2n+1

=+ 1)>?

Karena langkah (i) dan (ii) benar maka terbukti untuk jumlah n buah

bilangan ganjil positif pertama adalah n2.
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Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian kali ini antara lain:

1. Mengkaji tentang bilangan prima, faktorial, primorial, faktorial mendekati
prima, dan primorial mendekati prima.

2. Menjabarkan definisi, lemma, dan teorema terkait pembuktian faktorial
mendekati prima dan primorial mendekati prima.

3. Membuktikan faktorial mendekati prima dan primorial mendekati prima

dengan berlandaskan dasar teori yang telah dikaji.



V. KESIMPULAN

51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan didapat kesimpulan bahwa bilangan prima
diperoleh melalui pendekatan faktorial dan primorial. Jika bilangan primap > n! +
1, maka p > n! + n juga prima. Selain itu, jika bilangan prima p memenuhi n! +
1 < p < n!+r? maka p — n! juga prima dengan r adalah bilangan prima terkecil
sehingga r > n. Selanjutnya, jika prima p memenuhi n! —s? < p <n! — 1 maka
n! — p juga prima dengan n > 2 dan s adalah bilangan prima terbesar sehingga s <
n. Jika prima p memenuhi g# + 1 < p < q# + r? maka p — g# juga prima dengan

q < r adalah bilangan prima berurutan.

5.2  Saran
Beberapa konjektur atau dugaan pada paper telah diberikan dan dapat dijadikan

sebagai penelitian lanjutan.
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