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ABSTRACT 

 

 

STUDY OF SAWI TRANSFORM AND ITS APPLICATION 

 IN SOLVING THE SYSTEMS OF LINEAR ORDINARY  

DIFFERENTIAL EQUATION (ODE) 

 

 

 
By 

 

 

Elvina Halim 

 

 

 

 
There are many problems in nature whose solutions are obtained through mathematical concepts. 

One of the most common mathematical concepts is a mathematical concept classified in an initial 

value problem, for example, a system of ordinary differential equations equipped with initial values. 

One tool that can solve the initial value problem is the Sawi transform. This thesis describes the 

study of initial value problems in the form of a system of linear ordinary differential equations and 

their solution using the Sawi transform. In addition, as part of implementing the theory produced in 

this thesis, 2 (two) case examples were selected (a first-order chemical reaction system with three 

certain chemicals and a mass-spring system with forced motion) to be solved using the Sawi 

transform. For the problem solution to be interpreted and simple in understanding, in the 2 (two) 

case studies discussed and focused on the concentration of the reacting chemical, simulations were 

carried out for several different initial values and reaction rate constants. Compared with other 

methods (Laplace transform), the results obtained from using the Sawi transform for the cases 

discussed show that the analytic solutions for the selected initial values have similar solutions. 

 

 

Keywords : Sawi Transform, System of Linear Ordinary Differential Equations, Inverse Sawi 
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STUDI TRANSFORMASI SAWI DAN APLIKASINYA 

 DALAM PENYELESAIAN SISTEM PERSAMAAN  

DIFERENSIAL BIASA (PDB) LINIER 

 

 

 
Oleh 

 

 

Elvina Halim 

 

 

 

 

Terdapat banyak persoalan di alam yang solusinya diperoleh melalui konsep matematika. Salah satu 

konsep matematika yang banyak dijumpai adalah konsep matematika yang diklasifikasikan dalam 

sebuah masalah nilai awal, misalnya sistem persamaan diferensial biasa yang dilengkapi dengan 

nilai-nilai awal. Salah satu alat yang dapat digunakan dalam menyelesaikan masalah nilai awal yang 

dimaksud adalah transformasi Sawi. Dalam skripsi ini dideskripsikan studi tentang studi masalah 

nilai awal dalam bentuk sistem persamaan diferensial biasa linier dan solusinya menggunakan 

transformasi Sawi. Selain itu, sebagai bagian dari implementasi teori yang dihasilkan dalam skripsi 

ini, dipilih 2 (dua) contoh kasus (sistem reaksi kimia orde satu dengan tiga zat kimia tertentu dan 

sistem pegas massa dengan gerak paksa (forced motion) untuk diselesaikan dengan menggunakan 

transformasi Sawi. Agar solusi permasalahan dapat diinterpretasikan dan sederhana dalam 

pemahamannya maka pada 2 (dua) studi kasus yang dibahas dan difokuskan pada konsentrasi zat 

kimia yang bereaksi, dilakukan simulasi untuk beberapa nilai awal dan konstanta laju reaksi yang 

berbeda. Jika dikomparasikan dengan metode lain (transformasi Laplace), hasil yang diperoleh dari 

penggunaan transformasi Sawi terhadap kasus yang dibahas menunjukan bahwa solusi analitik 

untuk nilai awal yang dipilih memiliki kemiripan solusi. 

 

 

 

Kata kunci : Transformasi Sawi, Sistem Persamaan Diferensial Biasa Linier, Sistem Reaksi Kimia 

Orde Satu, Sistem Pegas Massa Gerak Paksa 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

 

 

Metode transformasi integral merupakan salah satu alat matematika yang 

digunakan oleh para peneliti untuk menyelesaikan persoalan dalam berbagai ilmu 

pengetahuan, seperti astronomi, ekonomi, telekomunikasi, statistik, ilmu termal, 

ilmu kelautan, biologi, kimia, fisika, matematika, kedokteran, aerodinamika, teknik 

sipil, teori kontrol, kardiologi, mekanika, dan banyak bidang lainnya yang dapat 

dinyatakan dalam berbagai bentuk pemodelan matematika, baik dalam bentuk 

persamaan maupun sistem persamaan dapat ditangani dengan bantuan transformasi 

integral dengan mengubahnya menjadi bentuk matematika. Saat ini banyak metode 

transformasi integral yang dikembangkan untuk menyelesaikan persoalan linier, 

seperti transformasi Laplace, transformasi Fourier, transformasi Sumudu dan lain-

lain. Namun untuk transformasi integral yang baru dikembangkan belakangan terus 

diteliti oleh para peneliti kelebihan dan karakteristik dari transformasi integral 

tersebut. 

 

Metode Transformasi Sawi merupakan salah satu bentuk transformasi integral yang 

diperoleh dari integral Fourier klasik sehingga didapatkan transformasi Sawi dan 

sifat-sifat dasarnya. Transformasi Sawi diperkenalkan oleh Mohand dan Mahgoub 

pada tahun 2019 untuk memudahkan proses penyelesaian persamaan diferensial 

biasa dan parsial dalam domain waktu (Mohand & Mahgoub, 2019). Transformasi 

Sawi memiliki keunggulan dalam mereduksi kerja komputasi dan kesalahan hasil 

analisis terhadap solusi yang tepat (Nadeem et al., 2022). 
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Pada tahun 2019 penelitian yang dilakukan oleh Aggarwal & Singh mencari solusi 

dari pertumbuhan dan penurunan penduduk dengan metode transformasi Sawi 

dengan mengaplikasikan solusi numerik untuk menjelaskan efektivitas dari 

transformasi Sawi. Hasil penelitian yang dilakukan membuktikan bahwa 

transformasi Sawi cukup berguna untuk mencari solusi masalah pertumbuhan dan 

penurunan penduduk (Aggarwal & Singh, 2019). Di tahun yang sama, Aggarwal & 

Gupta menyajikan dualitas antara transformasi Sawi dan transformasi integral yang 

bertujuan untuk membangun hubungan dualitas antara beberapa transformasi 

integral dengan transformasi Sawi (Aggarwal & Gupta, 2019). 

 

Pada tahun 2020 penelitian yang dilakukan oleh Aggarwal, dkk menyajikan 

Transformasi Sawi dari fungsi Bessel dengan aplikasi untuk mengevaluasi integral 

tentu. Dari penelitian tersebut menunjukkan hasil bahwa transformasi Sawi 

memberikan nilai integral tertentu, yang berisi fungsi Bessel dalam integral dalam 

waktu yang sangat singkat dan tanpa melakukan perhitungan besar (Aggarwal et 

al., 2020). 

 

Pada tahun 2021 penelitian yang dilakukan oleh Sahoo menggunakan transformasi 

Sawi untuk menyelesaikan masalah pada Hukum Pendinginan Newton dan 

memberikan satu aplikasi untuk menunjukkan efektivitas transformasi Sawi untuk 

menyelesaikan masalah pada Hukum Pendinginan Newton (Sahoo, 2021). Pada 

tahun yang sama, Aggarwal dan Higazy meneliti tentang aplikasi transformasi Sawi 

untuk menyelesaikan suatu sistem persamaan diferensial biasa serta penerapannya 

dalam sistem reaksi kimia orde satu berseri. Hasil dari penelitian tersebut 

menunjukkan bahwa transformasi Sawi dapat menyelesaikan solusi dari sistem 

persamaan diferensial biasa (Aggarwal & Higazy, 2021). 

 

Pada tahun 2022 penelitian yang dilakukan oleh Baleanu, dkk berkaitan dengan 

stabilitas Hyers-Ulam persamaan diferensial linier orde ke-n menggunakan 

transformasi Sawi. Penelitian tersebut bertujuan untuk mendapatkan gambaran 

umum hasil stabilitas Hyers-Ulam untuk persamaan diferensial linier homogen dan 

non homogen (Baleanu et al., 2022). 
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Berdasarkan beberapa penelitian dari transformasi Sawi, muncul ketertarikan untuk 

mengkaji lebih dalam metode transformasi Sawi dimana pada penelitian ini akan 

diambil persoalan kimia fisik untuk mendapatkan penyelesaian analitik dari 

konsentrasi suatu zat kimia dalam suatu sistem reaksi kimia dan juga diambil 

persoalan sistem pegas massa untuk menentukan posisi pegas dalam sistem pegas 

massa gerak paksa (forced motion) dengan menggunakan transformasi Sawi. 

Kemudian dilakukan simulasi dari beberapa nilai awal dan konstanta laju reaksi 

berbeda pada konsentrasi zat kimia yang bereaksi serta dilakukan simulasi dari 

pergerakan posisi benda selama waktu t dari sistem pegas massa. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mencari penyelesaian dari masalah nilai 

awal yang ditentukan dari sistem reaksi kimia orde satu dari tiga zat kimia tertentu 

dan sistem pegas massa gerak paksa (forced motion) dengan menggunakan metode 

transformasi Sawi. 

 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

1. Memperluas pengetahuan dalam pengembangan keilmuan khususnya dalam 

bidang matematika mengenai perkembangan integral transformasi dalam 

menyelesaikan sistem persamaan diferensial. 

2. Sebagai referensi bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya dan dapat 

memberikan motivasi dalam mempelajari dan mengembangkan ilmu 

matematika khususnya di bidang persamaan diferensial. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Persamaan Diferensial Biasa  

 

 

 

Persamaan diferensial biasa adalah persamaan diferensial yang memuat turunan 

biasa dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas. (Ross, 

2010) 

Contoh : 

22

2
0

d dy
xy

dx dx

y  
+ = 

 
 (2.1) 

4 2

4 2
5 3 sin

d d
x t

dt dt

x x
+ + =  (2.2) 

 

Pada persamaan (2.1) variabel x merupakan variabel bebas tunggal dan variabel y

merupakan variabel terikat sementara Persamaan (2.2) variabel t merupakan 

variabel bebas tunggal dan variabel x merupakan variabel terikat . 

 

 

 

2.2 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Linier 

 

 

 

Sistem persamaan diferensial adalah persamaan yang terdiri dari dua atau lebih 

persamaan yang saling terkait. Sistem persamaan diferensial diklasifikasikan 

menjadi dua, yaitu sistem persamaan diferensial linier dan nonlinier. (Wibowo et 

al., 2013) 
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Pada persamaan (2.3) merupakan bentuk standar dari sistem persamaan diferensial 

linier homogen orde satu : 

1

11 1 12 2 1

2

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( )

( )

(

+a

+a

+
)

a

n n

n n

n

n n nn n

d t
x a x x

t
x a

t

x
a

dt

dx
a

d

d

x x
t

t
x

dx
a a x x

+ +

+

=

=

=

+

+ +

 (2.3) 

dengan 11 12 ,, , nna aa  bernilai konstan dan 1 2, , , nx x x  merupakan variabel 

terikat. Persamaan (2.3) dapat ditulis dalam bentuk : x Ax= .(Ross, 2010) 

 

Contoh:  

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial linier 

3

5 2

dx
x y

dt

dy
x y

dt

= −

= +

 (2.4) 

Sistem persamaan diferensial pada sistem persamaan (2.4) merupakan sistem 

persamaan diferensial linier homogen. 

 

 

 

Definisi 2.2.1 

Misalkan A  matriks n n . Untuk t R , berlaku 

0 !k

k k
At t

e
A

k



=

=  (2.5) 

Dengan A  matriks n n , 
Ate  adalah matriks n n  yang dapat dihitung dengan nilai 

eigen dan vektor eigen dari A . (Wibowo et al., 2013) 
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Teorema 2.2.2 

Jika A  matriks n n  . Untuk 
0

nx R , maka masalah nilai awal x Ax= , 0(0)x x=  

memiliki penyelesaian tunggal yaitu 
0( ) Atex t x= .(Wibowo et al., 2013). 

 

Bukti:  

Untuk membuktikan teorema 2.2.2 , pertama-tama cari turunan dari fungsi 

eksponensial 
Ate  menggunakan Lemma berikut 

 

Lemma. Jika A  matriks persegi, maka 

At Atd
e Ae

dt
=   

Bukti. Karena A  komutatif dengan dirinya sendiri, maka dengan menggunakan 

definisi turunan dengan limit didapat 

( )

0
lim

A t h At
At

h

d e e
e

dt h

+

→

−
=   

( )
0

lim

Ah

At

h

e I
e

h→

−
=  

 

2 1

0
lim lim

2! !

k k
At

h k

A h A h
e A

k

−

→ →

 
= + + + 

 
 

 

.AtAe=   

Dari lemma yang sudah dibuktikan sebelumnya, jika ( ) 0

Atx t e x= , maka 

( ) ( )0 0' At Atd
x t e x Ae x Ax t

dt
= = =   

Untuk semua t  dan ( ) 0 00x Ix x= = . Jadi ( ) 0

Atx t e x=  adalah solusinya. Untuk 

melihat bahwa ( ) 0

Atx t e x=  adalah penyelesaian tunggal, misalkan ( )x t  adalah 

sebarang penyelesaian dari masalah nilai awal 0(0)x x=  dan tetapkan 
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( ) ( )Aty t e x t−=   

Maka dari lemma di atas dan mengingat bahwa ( )x t  merupakan solusi dari x Ax=

dengan masalah nilai awal 0(0)x x=  

( ) ( ) ( )' 'At Aty t Ae x t e x t− −= − +   

( ) ( )At AtAe x t e Ax t− −= − +  

0=  

 

Untuk semua t  karena 
Ate−

 dan A  komutatif. Sehingga, ( )y t  merupakan 

konstanta. Saat 0t =  menunjukkan bahwa ( ) 0y t x=  dan oleh karena itu setiap 

solusi dari masalah nilai awal 0(0)x x=  diberikan oleh ( ) ( )At At

ox t e y t e x= = . 

Penjelasan tersebut melengkapi pembuktian teorema 2.2.2 (Perko, 1991). 

 

 

 

2.3 Solusi Sistem Persamaan Diferensial Linier 

 

 

 

Definisi 2.3.1 

1. Diberikan sistem persamaan diferensial linier homogen x Ax=  dengan x  

vektor 1n . Himpunan n  penyelesaian yang bebas linier dari sistem persamaan 

diferensial linier disebut himpunan fundamental dari sistem persamaan 

diferensial linier. 

2. Matriks kolom yang terdiri dari himpunan fundamental dari penyelesaian sistem 

persamaan diferensial linier disebut matriks fundamental dari sistem persamaan 

diferensial linier, yaitu jika fungsi vektor (1) (2) ( ), , , nx x x  yang di definisikan 

oleh 

11 12 1

21 22 2(1) (2) ( )

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

, ,
( )

) ( ) ( )

n

nn

n n nn

x x x

x x x
x x x

x x

t t t

t t t

t t tx

     
     
     
     
     

= = =

     

 (2.6) 
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Maka matriks 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

(

)

)

n

n

n n nn

x x x

x x x
M

t t t

t t t

t tx x t

t

x

 
 
 =
 
 
 

 (2.7) 

disebut matriks fundamental dari sistem persamaan diferensial linier.(Ross, 2010) 

 

 

 

Definisi 2.3.2 

Diberikan sistem persamaan diferensial linier homogen x Ax=  dengan x  vektor 

1n . Penyelesaian umum dari sistem persamaan diferensial linier adalah 

(1) (2) ( )

1 2 +c n

nc x c x x+ +  dengan 1 2, , ,cnc c  adalah n  konstanta sebarang dan 

(1) (2) ( ), , , nx x x  adalah himpunan solusi fundamental dari sistem persamaan 

diferensial linier. (Ross, 2010) 

 

 

 

2.4 Transformasi Sawi 

 

 

 

Jika diberikan himpunan A  dengan anggotanya adalah fungsi orde eksponensial 

berpangkat, sehingga A  dapat ditulis sebagai 

( ) ( ) ( )1 2: , , 0. , 1 [0, )j

t

jk
A f t M k k f t Me jika t


 

=     −   
  

 (2.8) 

(Aggarwal & Higazy, 2021) 

 

Dengan M  adalah bilangan berhingga dan 1 2,k k  adalah bilangan berhingga atau 

tak berhingga. Maka transformasi Sawi dari fungsi ( ), 0f t t   yang dinotasikan 

dengan operator ( ).S  didefinisikan sebagai: 

2 0

1
{ ( )} ( ) ( ) , 0

t

S f t T f t e dt


 


−

= =   (2.9) 

(Aggarwal & Higazy, 2021; Mohand & Mahgoub, 2019) 
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Untuk mencari transformasi Sawi pada suatu fungsi ( )f t , di bawah ini disajikan 

beberapa contoh transformasi sawi pada suatu fungsi ( )f t . 

 

Contoh 

Misalkan ( ) 1f t = , maka dapat dicari transformasi Sawi dari ( ) 1f t =  dengan 

definisi transformasi Sawi 

0

2

0

2 2 0

1 1 1 1
{1} 1 lim lim

t tb
b

t

b b
S e dt e dt e  

  

 − −
−

→ →
 = = = − =     

 

Misalkan ( )f t t= , maka 

 
2

0

1
t

S t te dt



 −

=    

Misal 
t

u


= − ; 2

du t

d 
= ; 

2

d du
t


 = , maka 

 
2

0

1
lim 1

b
t t t

u u

b
S t te e du e e e  



− − −

→

 
= = = = = = 

  
    

 

Selain dari beberapa contoh transformasi Sawi dari fungsi  f t  yang telah 

dijabarkan di atas, Tabel transformasi Sawi dari Fungsi ( )f t  dapat dilihat pada 

tabel 1 berikut. 
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Tabel 1. Tabel transformasi Sawi pada fungsi ( )f t  

No. ( )f t  ( )  ( )S f t T =  

1. 1 1


 

2. t  1 

3. 2t  2  

4. ,t N    ( )
1

!


 
−

 

5. , 1t    −  ( )
1

(1 )


 
−
 +  

6. te
 

( )
1

1 −
 

7. sin t  

( )2 21



 +
 

8. cos t  

( )2 2

1

1  +
 

9. sinh t  

( )2 21



 −
 

10. cosh t  

( )2 2

1

1  −
 

(Aggarwal & Higazy, 2021). 
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2.5 Karakteristik Transformasi Sawi 

 

 

 

2.5.1 Sifat Linieritas Transformasi Sawi 

 

 

 

Jika 1 1 )( )} ({ tS f T =  dan 2 2 )( )} ({ tS f T = , maka   ( )1 2 1 2)S ( ) ( )(mf mT nTt nf t  = ++   

, dimana ,m n merupakan konstanta yang berubah-ubah. 

Bukti:. Diberikan definisi dari transformasi Sawi 

2 0

1
{ ( )} ( )

t

S f t f t e dt




−

=    

 

Maka dengan menggunakan definisi dari transformasi Sawi dengan 

1 2() ) ( )( tf nf tt mf += , kita dapat mencari transformasi Sawi dari 1 2( ) ( )m t nff t+ . 

   

 

 

1 2 1 22

1

0

0
2 1 22 2

1 2 2

0

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )} ( )}

1
S{ }

1 1
S{ }

S{ } { {

t

t t

mf mf e dt

m

t nf t t nf t

t nf t t e tm f e

t nf t t

f dt n f dt

mf mS f tnS f



 



 



− −

−

 

=

   

+ +

= +   
     

+

+



= +



   

 

 1 2 1 2S{ } )( ) ( ) ( ) (mf mTf nTt n t  = ++  (2.10) 

Dimana ,m n merupakan konstanta yang berubah-ubah (Aggarwal & Higazy, 2021) 

 

 

 

2.5.2 Sifat Penskalaan Transformasi Sawi 

 

 

 

Jika ( )T   transformasi Sawi dari fungsi ( )f t  maka ( )kT k  transformasi Sawi 

dari fungsi ( )f kt .  
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Bukti: dengan menggunakan definisi transformasi Sawi , maka: 

2 0

1
{ ( )} ( )

t

S f kt f kt e dt



−

=   (2.11) 

Misal kt p kdt dp=  = , ketika permisalan tersebut disubstitusikan maka: 

1

2

2

0

2 2

1

0

0

1 1
{ ( )} ( )

1 1
( )

( )

p

k

p

k

p

k

S f kt f p e dp
k

f p e dp
k

k
f p e dp

k













  
−  

  

  
−  

  

 
− 
 

 
 =
  

 
 =
  

 
 =
  







 

 

{ ( )} ( )S f kt kT k=  (2.12) 

(Aggarwal & Higazy, 2021) 

 

 

 

2.5.3 Sifat Translasi Transformasi Sawi 

 

 

 

Jika ( )T   transformasi Sawi dari ( )f t  maka 
( )

2

1

11
T

kk





 
 
−−  

 transformasi 

Sawi dari fungsi ( )kte f t . 

Bukti:. Dengan menggunakan definisi transformasi Sawi, maka akan dibuktikan 

bahwa 
( )

2

1

11
T

kk





 
 
−−  

 transformasi Sawi dari fungsi ( )kte f t . 

2 0

1
{ ( )} ( )

t

kt ktS e f t e f t e dt



−

=   
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0

1

0

0

2

2

2

1

1
( )

1
( )

1
( )

t
kt

k t

k
t

f t e dt

f t e dt

f t e dt















 
− − 
 

 
− − 
 

 −
− 
 

=

=

=







 

( )

( )
( )

1

0

2

2 2

11

1

k
tk

f t e dt
k








 −
− 
 

 −
 =
 −  

  
 

( )
2

1

11
T

kk





 
=  

−−  
 (2.13) 

(Aggarwal & Higazy, 2021) 

 

 

 

2.6 Transformasi Sawi dari Fungsi Turunan 

 

 

 

Jika ( )T   transformasi Sawi dari ( )f t  maka:  

a)  2

1 1
( ) (0)T f

 
−  merupakan transformasi Sawi dari fungsi turunan 

'( )f t . 

b)  ( ) ( ) ( )2 3 2

1 1 1
0 ' 0T f f

  
− −  merupakan transformasi Sawi dari fungsi 

turunan "( )f t . 

c)  

( )
( ) ( )

1
1

0

1 1
( ) 0

k

k

k

T f






 

− −
−

=

 
−  

 
  merupakan transformasi Sawi dari fungsi  

turunan 
( ) ( )f t


. 

Bukti:. 

a)  ( )  ( )
02

1
' '

t

S f t f t e dt



−

=    
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( ) ( )
0

0

2 2

1 1 1
t t

f t e f t e dt 

 


− −    

= − −    
     

  

( ) ( )
02 2 3

1 1 1
lim 0 ( )

t t

t
f t e f f t e dt 

  

− −

→

 
= − + 

  
  

( ) ( ) 2

1 1
0 0f S f t


= − +  

 

( ) ( )
2

1 1
0T f

 
= −  (2.14) 

 

b)  Karena ( )  ( ) 2 2

1 1 1 1
' ( ) (0) (0)S f t T f S f t f

  
= − = − , maka: 

( )  ( )  ( )
2

1 1
" ' ' 0S f t S f t f

 
= −  

( )  ( ) ( )
2 2

1 1 1 1
0 ' 0S f t f f

   

 
= − − 

 
 

  

( ) ( ) ( )
2 3 2

1 1 1
0 ' 0T f f

  
= − −  (2.15) 

 

c)  Karena ( )  ( ) ( ) ( )2 3 2

1 1 1
" 0 ' 0S f t T f f

  
= − −  , maka: 

  ( )  ( ) ( )
2 3 2

1 1 1
'"( ) ' ' 0 " 0S f t S f t f f

  
= − −   

  ( )  ( ) ( ) ( )
2 2 3 2

1 1 1 1 1
'"( ) 0 ' 0 " 0S f t S f t f f f

   

 
= − − − 

 
 

 

  ( )  ( ) ( ) ( )
4 33 2

1 1 1 1
'"( ) 0 ' 0 " 0S f t S f t f f f

   
= − − −  

 

  ( ) ( ) ( ) ( )
4 33 2

1 1 1 1
'"( ) 0 ' 0 " 0S f t T f f f

   
= − − −  
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Diperoleh bentuk fungsi derivatif secara umum 

( ) ( )  ( )  ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1 1 1
0 ' 0

1
0

S t S f t f f

f



  






  



+

−

−

= − − −

−

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1

1 1 1 1
0 ' 0 0T f f f



   


   

−

+ −
= − − − −  

 

( )
( )

( ) ( )
1

1

0

1 1
0

k

k

k

T f








− −
−

=

 
= −  

 
  (2.16) 

(Aggarwal & Higazy, 2021) 

 

 

 

2.7 Dualitas antara Transformasi Laplace-Sawi  

 

 

 

Jika transformasi Laplace dari ( )Z   adalah ( )F   dan transformasi Sawi dari 

( )Z   adalah ( )T  , maka 

( ) 2

1 1
F T

 

 
=  

 
 (2.17) 

( ) 2

1 1
T F

 

 
=  

 
 (2.18) 

Bukti:. 

Dengan menerapkan definisi transformasi Laplace, diperoleh: 

( ) ( )
0

F Z e d  


−=    

( )
0

2

2

1
Z e d  




− =

    (2.19) 

Dengan menggunakan definisi transformasi Sawi, diperoleh 

( )
2

1 1
F T



 
=  

 
 (2.20) 
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Dengan mendefinisikan ( ) 2

1 1
T F

 

 
=  

 
 ke dalam definisi transformasi Sawi , 

diperoleh 

( ) ( )2 0

1
T Z e d



  


−

=   (2.21) 

Selanjutnya, dengan menggunakan definisi transformasi Laplace untuk pada 

persamaan (2.21) diperoleh 

( ) 2

1 1
T F

 

 
=  

 
 (2.22) 

(Aggarwal & Gupta, 2019) 

 

 

 

2.8 Invers Transformasi Sawi 

 

 

 

Fungsi ( )f t  dinamakan invers transformasi Sawi dari fungsi ( )T   jika 

( )  ( )S f t T = . Secara matematis, invers transformasi Sawi dapat ditulis sebagai 

( )  ( )1S T f t− = . Invers transformasi Sawi ( )T   dari fungsi ( )T   dapat dilihat 

pada tabel 2 berikut. 
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Tabel 2. Tabel Invers Transformasi Sawi dari Fungsi ( )T   

No. ( )T   ( ) ( ) 1f t S T −=  

1. 1


 

1  

2. 1  t  

3.   2

2!

t
 

4. ( )
1
, N


 

−
  

!

t 


 

5. ( )
1
, 1


 

−
 −  

( )1

t 

 +
 

6. 

( )
1

1 −
 

te
 

7. 

( )2 2

1

1  +
 

sin t


 

8. 

( )2 2

1

1  +
 

cos t  

9. 

( )2 2

1

1  −
 

sinh t


 

10. 

( )2 2

1

1  −
 

cosh t  

(Aggarwal & Higazy, 2021) 
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2.8.1 Sifat Linieritas Invers Transformasi Sawi 

 

 

 

Jika ( )  ( )1 1

1S T f t− =  dan ( )  ( )2 2

1S T f t− =  maka 

( ) ( )  ( )  ( ) 1

1 2 1 2

1 1S mT nT mS T nS T   − − − + = +  

( ) ( )  ( )  ( ) 1 2

1 1

1 2

1S mT nT mS T nS T   − − −+ = +  

 

Dimana ,m n  merupakan konstanta yang berubah-ubah. (Aggarwal & Higazy, 

2021) 

 

 

 

2.9 Transformasi Sawi untuk Sistem Persamaan Diferensial 

 

 

 

Tinjau sistem persamaan diferensial orde pertama berikut. 

1

11 1 12 2 1

2

21 1 22 2 2

1 2 21

n n

n n

n

d
p p

dt

d
p

p

pp
dt

d
p p p

dt



  


=   + 


=   + 


=  

+ +

+ +

+ + +

 
(2.23) 

 

 

dengan kondisi awal  

( ) ( ) ( )1 1 2 20 0 , 0, ,r r r   == =  (2.24) 

11 12 1 21 22 1 22, , , ,, ,p , , ,, ,p pp p p pp p p p  
 merupakan konstanta. Sistem 

persamaan (2.23) dan kondisi awal (2.24) dapat ditulis dalam bentuk

( )
d

P Q t
dt


=  +  dengan ( )0 R = . 
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Dimana 

1

11 12

2
2 21

1

22

1 2

, ,

n n

d

dt p p p
d

p p pd
Pdt

dt

p p p
d

dt








 
 

  
   

   = =
  
  
   

 
 

( )

( )

( )

1 1

2 2
, ,

q t

q t
Q

q t 

   
  


   = =
  
  

      

( )

( )

( )

( )

1

2

0

0
0

0

 
 
  =
 
 
  

 dan 

1

2

r

r
R

r

 
 
 =
 
 
  

 

 

Dengan mengoperasikan Transformasi Sawi pada sistem persamaan (2.23) dan 

menerapkan kondisi awal (2.24), maka didapat 

      ( ) 

      ( ) 

      ( ) 

2 1

22

1

11 1 12 1 2

2

21 1 2 2 2

1 2 2

2

1 2

1

1

1

r
p S p p S S q t

r
p p S p S S q t

r
p S p S p S S q t

S

S

 

 



    

 

 

 

  
−  −  − −  = +  

  

  
−  + −  −  = +  

  

  
−  −  − + −  = +  

  

 (2.25) 

Dengan menggunakan aturan Cramer, diperoleh solusi dari sistem persamaan 

(2.23), yaitu: 
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 

( ) 

( ) 

( ) 

1

1 122

2

2 2

2

1

1

2

1

2 2

2

1

22 2

1 2

11 12

2

1

1

1

1

1

r
S q t p p

r
S q t p p

r
S q t p p

S

p p p

p p p

p p p







  





  













 
+ − 

 
   

+ − −   
   

 
 
   

+ − −   
    

 =
  

− − −  
  

  
− − −  

  

  
− − −  

  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 

 

( ) 

( ) 

( ) 

1

11 1 2

2

21 2 2

2

2

1

1

1 12

21

2

1

1

22 2

1 2

1

1

1

1

1

r
p S q t p

r
p S q t p

r
p S q t p

S

p p p

p p p

p p p







  





  

 











   
− + −   

   
 
 − + −
 
 
 
   

− + −   
    

 =
  

− − −  
  

  
− − −  

  

  
− − −  

  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
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 

( ) 

( ) 

( ) 

222

1 2

1

11 12 1 2

2

1

21 2

2

1

2

1

1 2 2

1 2

12

2

1

1

1

1

1

r
p p S q t

r
p p S q t

r
p p S q t

S

p p p

p p p

p p p



  







  

 

 









   
− − +   

   
 

   − − +     
 
 
 
 − − +
  

 =
  

− − −  
  

  
− − −  

  

  
− − −  

  


 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

 

 

Dengan memperluas determinan menggunakan aturan Cramer, maka diperoleh 

     1 2, , ,S S S    . Invers transformasi Sawi dari fungsi-fungsi tersebut 

memberikan nilai yang dibutuhkan dari 
1 2, , ,     (Aggarwal & Higazy, 

2021).  
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III. METODE PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2022/2023 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas 

Lampung. 

 

 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini sebagai berikut: 

1. Mengobservasi referensi yang berhubungan dengan metode transformasi Sawi. 

2. Menetapkan persoalan dalam bentuk sistem persamaan diferensial biasa linier 

homogen dan non homogen di kehidupan nyata, yaitu sistem reaksi kimia orde 

satu dan sistem pegas massa gerak paksa (forced motion) dengan kondisi awal 

yang diberikan. 

3. Mengonstruksi algoritma transformasi Sawi untuk persoalan dari sistem 

persamaan diferensial biasa linier yang telah ditetapkan. 

4. Mengaplikasikan metode transformasi Sawi kedalam dua persoalan dalam 

bentuk sistem persamaan diferensial biasa linier . 

5. Menyelesaikan kedua persoalan yang telah ditetapkan dengan menggunakan 

metode transformasi Sawi sehingga didapatkan solusi analitiknya. 

6. Menginterpretasikan solusi penyelesaian dalam bentuk tabel nilai numerik dan 

grafik. 

7. Menentukan kesimpulan.
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V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah didapatkan kesimpulan dari 

penelitian ini adalah : 

1. Solusi analitik dari sistem reaksi orde satu dari tiga zat kimia tertentu adalah: 

1

1

k t
C e −

=  

( )
( )1 21

2

2 1

k t k tk
C e e

k k

 − −
 

= − 
− 

 

( ) ( )
1 22 1

3

2 1 2 1

1
k t k tk k

C e e
k k k k

 − −
    

= − +     − −    

 

2. Solusi analitik dari sistem pegas massa gerak paksa adalah: 

( )

( )

1

2

4 2 6 2
sin cos sin 6 cos 6 sin 2

5 5 5 5

8 4 6 1 1
sin cos sin 6 cos 6 sin 2

5 5 10 5 2

x t t t t t t

x t t t t t t

= + + − −

= + − + −

 

3. Dari hasil penelitian yang telah dilakukan menunjukkan bahwa transformasi 

Sawi dapat digunakan untuk menyelesaikan solusi dari aplikasi sistem 

persamaan diferensial biasa pada sistem reaksi kimia orde satu dari tiga zat 

kimia tertentu dan sistem pegas massa gerak paksa. Penelitian ini 

memberikan solusi dari masalah kritis dalam menentukan konsentrasi ketiga 

suatu zat kimia dari reaksi kimia orde satu pada waktu melakukan reaksi 

kimia. Selain itu, penelitian ini juga memberikan solusi dari masalah kritis 

dalam menentukan perpindahan dua pegas dari dua massa dalam sistem pegas 

massa gerak paksa (Forced Motion) saat sistem pegas massa berada pada 
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kondisi bidang mendatar. Kemudian solusi analitik yang didapat dari 

penelitian yang telah dilakukan simulasi untuk memahami perilaku dinamik 

pada persoalan yang ditetapkan dengan untuk beberapa kondisi yang berbeda.  

 

 

 

5.2 Saran 

 

 

 

Penelitian ini dapat ditindak lanjuti dengan mencari solusi pada peluruhan nukleus 

radioaktif berurutan atau mencari solusi dari aplikasi sistem persamaan diferensial 

parsial linier dalam kehidupan nyata untuk mendapatkan penyelesaian analitik 

dengan menggunakan metode transformasi Sawi. 
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