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ABSTRACT

THE SOLUTION OF FRACTIONAL INTEGRAL AND FRACTIONAL
DERIVATIVES RIEMANN-LIOUVILLE WHICH HAS ; ORDER IN
THE 7™ ORDER FUNCTION

By
Nurul Faqgih

Fractional integrals and fractional derivatives Riemann-Liouville are definitions
which can be used to find integrals and derivatives of the order of a fractional

number. This study aims to obtain the general form of the fractional integral and
the fractional derivative Riemann-Liouville which has g order in a 7™ order

function. Furthermore, the results of this research found out the general equations

of fractional integrals and fractional derivatives Riemann-Liouville version which
5 . . .
has > order in a 7™ order function. Based on the research, it can be concluded

that the equations obtained have characteristics where the order of the integrals is

intheintervala > 0andn—-1 < a < n.

Keywords: Fractional Integrals, Derivatives of Integral, Seventh-Order Function,

Riemann-Liouville Fractional Derivatives



ABSTRAK

PENYELESAIAN INTEGRAL FRAKSIONAL DAN TURUNAN
FRAKSIONAL RIEMANN-LIOUVILLE PADA FUNGSI PANGKAT

TUJUH ORDE%

Oleh

NURUL FAQIH

Integral fraksional dan turunan fraksional Riemann-Liouville adalah definisi yang
dapat digunakan untuk memperoleh integral dan turunan dengan orde suatu
bilangan pecahan (fraksional). Tujuan dari penelitian ini untuk mendapatkan
persamaan umum dari integral fraksional dan turunan fraksional Riemann-
Liouville pada fungsi pangkat tujuh dengan orde g Dari hasil penelitian ini
berupa persamaan umum integral fraksional dan turunan fraksional versi
Riemann-Liouville pada fungsi pangkat tujuh orde g Berdasarkan penelitian yang
dilakukan dapat disimpulkan bahwa persamaan yang diperoleh memiliki
karakteristik yang berbeda dimana orde dari integral berada dalam interval ¢« > 0

dann—1<a<n.

Kata Kunci: Integral Fraksional, Turunan Fraksional, Fungsi Pangkat Tujuh,

Integral Fraksional dan Turunan Fraksional Riemann-Liouville.
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DAFTAR TABEL

1. Hasil Integral Fraksional Fungsi Pangkat Tujuh Orde a = g

2. Hasil Turunan Fraksional Fungsi Pangkat Tujuh Orde a =



I.  PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Kalkulus fraksional merupakan generalisasi dari kalkulus klasik yang muncul
berdasarkan perluasan fungsi Gamma dan fungsi Beta. Kalkulus fraksional
pertama kali diperkenalkan oleh Leibniz pada tanggal 30 September 1965. Pada
saat itu Leibniz mengirimkan surat kepada L’hopital bertanya mengenai
bagaimana orde dari suatu turunan pada fungsi apabila diturunkan berbentuk
pecahan (a). Kemudian, Leibniz menjawab “itu akan menjadi sebuah paradox,

yang mana suatu hari konsekuensinya akan diputuskan” (Kimeu, 2009).

Fungsi yang digunakan dalam integral dan turunan fraksional adalah fungsi
faktorial yang menggunakan pendekatan fungsi Gamma dan Beta dengan orde
sebarang dan dinyatakan dalam simbol Legendre (I). Tidak hanya pada fungsi
yang berpangkat, kalkulus fraksional juga dapat dikembangkan pada fungsi lain
seperti fungsi eksponensial, trigonometri, laplace, dan fungsi aljabar berpangkat.
Selain itu, terdapat beberapa pendekatan untuk mendefinisikan integral dan
turunan berorde fraksional antara lain Riemann-Liouville, Grundwald-Letnikov,
M. Caputo, Oldham & Spanier, K.S. Miller, B. Ross, dan Kolwankar & Gangal.

Banyak peneliti yang mencoba untuk membahas kalkulus fraksional, yaitu
Loverro pada tahun 2004, membahas tentang sejarah, definisi, dan aplikasi
integral dan turunan fraksional pada bidang teknik. Kemudian, Magin dan Ovadia
pada tahun 2008 membahas mengenai penerapan kalkulus fraksional dalam
pemodelan antarmuka jaringan jantung. Kimeu di tahun 2009, membahas

mengenai integral dan turunan fraksional serta aplikasinya dalam mengontrol suhu



pada sistem aliran panas. Pada tahun 2011, Almusharaf menerapkan kalkulus
fraksional dalam model farmakokinetik. Johansyah dkk., pada tahun 2017
melakukan penelitian tentang kajian dasar integral dan turunan fraksional versi
Riemann-Liouville pada fungsi pangkat tiga, dan pada tahun yang sama,
Badruzzaman dkk., mengembangkan teori kalkulus fraksional lebih luas lagi,
yaitu membahas analisis turunan dan integral fraksional Riemann-Liouville fungsi

pangkat tiga dan fungsi eksponensial.

Berdasarkan latar belakang di atas, banyak peneliti yang membahas mengenai
penerapan dari integral dan turunan fraksional, namun masih sedikit yang
membahas mengenai kalkulus fraksional Riemann-Liouville dengan orde bilangan
pecahan positif. Oleh karena itu, pada penelitian ini akan berfokus pada aspek

teori kalkulus fraksional yaitu mengenai kajian integral fraksional dan turunan

fraksional Riemann-Liouville pada fungsi pangkat tujuh orde g

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum dari integral fraksional

dan turunan fraksional Riemann-Liouville pada fungsi pangkat tujuh orde %

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini yaitu dapat memberikan referensi penelitian yang lebih
jauh lagi mengenai masalah pada integral fraksional dan turunan fraksional
Riemann-Liouville pada fungsi pangkat tujuh, dan sebagai bahan pembelajaran

mengenai kalkulus fraksional Riemann-Liouville.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan dibahas mengenai definisi-definisi untuk mendukung teori dan

pembahasan dalam menyelesaikan penelitian ini.

2.1 Fungsi

Definisi 2.1.1 Diberikan A dan B himpunan, fungsi f dari A ke B dilambangkan
f:A->B

merupakan relasi dari A ke B yang memenuhi sifat:

1. Dom(f) = A4,

2. lJika (a,b) € f dan (a,c) € f maka b = ¢ (Roberts, 2015).

Contoh 2.1.1
Diberikan empat hubungan suatu relasi himpunan A = {1,2,3,4} ke B = {5,6,7,8}
Ry ={(1,5)}
R, ={(2,6)}
R; ={(B,7)}
Ry ={(47)}

disebut suatu fungsi karena domain Dom(f) = A dan tidak ada satu anggota a €

A berhubungan dengan dua atau lebih anggota B.

Definisi 2.1.2 Fungsi polinomial adalah fungsi yang memiliki banyak suku
(polinom) dalam variabel bebasnya. Bentuk persamaan fungsi polinomial
berderajat n pada variabel x ditulis sebagai berikut:

f(x) = apx™ + an_x™ 1+ -+ ax? + a;x + ag



dimana a,, # 0. Bilangan a; disebut koefisien, a,, disebut koefisien utama, dan
a, merupakan konstanta. Pangkat tertinggi dari variabel bebas suatu fungsi

polinomial menunjukkan derajat polinomialnya (Andrew, 2013).

Adapun bentuk fungsi polinomial lainnya sebagai berikut:

Berderajat ke-0 f(x)=a Fungsi konstan
Berderajat ke-1 f(x)=ax+b Fungsi linear
Berderajat ke-2 fx)=ax®*+bx+c Fungsi kuadrat
Berderajat ke-3 f(x)=ax®+bx*+cx+d Fungsi kubik
Berderajat ke-4 f)=ax*+bx>+cx®*+dx+e Fungsi kuartik

Berderajat ke-5  f(x) = ax® + bx* + cx3® + dx? + ex" + f Fungsi quantik

Contoh 2.1.2
1. Diberikan fungsi kubik yaitu —t3 + 3t — 17, mempunyai koefisien utama
yaitu —1, bilangan konstanta yaitu —17, koefisien dari t? adalah 0, dan

koefisien dari t adalah 3.

2. Diberikan fungsi kuadrat yaitu x2 + 2x + 10, mempunyai koefisien utama

yaitu 1, koefisiein dari x adalah 2, bilangan konstanta yaitu 10.

2.2 Limit

Definisi 2.2.1 Diberikan A € R, c titik kluster himpunan A, dan f: A —> R.
Bilangan L disebut sebagai limit fungsi f di c, jika untuk setiap bilangan € > 0,
terdapat bilangan § > 0, sehingga untuk setiap x € A dengan 0 < |x —c| < 6,
berlaku |f(x) — L| < & (Baladram, 2011).



Contoh 2.2.1
Buktikan Jl}_rg(4x —-7)=5
Misalkan ¢ bilangan positif sebarang, terdapat suatu & > 0 sehingga

jjkao < |x—3|<dmaka|(4x —7) - 5| < e (%)
dengan menunjukkan |(4x — 7) — 5| = |x — 3], persamaan (*) ekuivalen dengan
pernyataan

jikao < |x—3] <dmaka4|x—-3| <e

jika 0 < [x — 3] < & maka |x—3|<%£. (*%)
Persamaan (**) menunjukkan bahwaie adalah suatu 6 yang memenuhi syarat.
Sehingga diperoleh:
0<|x—3|<é
4|x — 3| < 46
|4x — 12| < 46
|(4x —7) — 5| < 46
|(4x — 7) — 5| < € (karena § = ie).
Dengan demikian, telah menetapkan jika § = ie, maka persamaan (*) berlaku.

Jadi, terbukti lir%(4x —7) = 5 (Leithold, 1986).
X—

Misalkan n bilangan bulat positif, k suatu konstanta, dan f dan g suatu fungsi
yang mempunyai limit di ¢, maka:
1. limk =k

3. limkf (o) = klim £ (x)
4. 1m[ £() £ g(@)] = lim £(x) +lim g (x)
5. lim[ () g(x)] = lim f () lim g (x)

f(x) lim f(x)

_ X—ocC

6. lim

= b 0
x-c g(x) }Cl_r)ré gx) xl_r:r}g(x) *

7. lim[f (0] = [lim f@| ner



2.3 Turunan

Definisi 2.3.1 Turunan fungsi f adalah f’ yang nilainya ada pada sebarang

bilangan ¢ dengan bentuk sebagai berikut:

fle+h)—f()
h

(2.1)

f'(c) = lim

dengan syarat limit ini ada dan bukan oo atau —oco (Purcell dkk., 2007).

Contoh 2.3.1
Jika x sebarang bilangan di dalam daerah asal f, maka turunan f(x) = 3x2 + 12
yaitu:

fx+h)-fx)

f1) = lim

h

C [Bx+h)?+12] — (3x%2+12)
= lim

h—0 h

- 3x%2+6xh+3h%*+12—3x%—12
= lim

h—0 h

_ 6xh + 3h?
= lim——

h—0 h

= }Ll_r)r(l)(6x + 3h)

= 6x.
Jadi, turunan f adalah fungsi f' yang didefinisikan oleh f'(x) = 6x. Daerah asal

f' himpunan semua bilangan riil, yang sama dengan daerah asal f.

Aturan pencarian turunan memiliki sifat sebagai berikut:

1. D(k) =0 (2.2)
2. D,(x) =1 (2.3)
3. D,(x™) =nx"1 (2.4)
4. Dy(kf(x)) = kDy(f(x)) (2.5)
5. Dx(f(x) + g(x)) = Dx(f(x)) + Dx(g(x)) (2.6)
6. Dy (f(x) — g(x)) = Dx(f(x)) — Dx(g(x)) (2.7)
7. De(f()g(x)) = g(x)Dx(f(x)) + f(x)D,(g(x)) (2.8)



6. D, (f(x)> _ 9G9D(F) = F)Dx(9() 29

g(x) 9% (x)
9. D,(x™) = —nx "L, (2.10)

Bukti persamaan (2.2)
Berdasarkan persamaan (2.1), diperoleh sebagai berikut:

flx+h) - f(x)
h
- k—k
= Nm
f'x)=0 m

keterangan:

f1e) = lim

k = konstanta sebarang

h = variabel limit.

Bukti persamaan (2.3)

Berdasarkan persamaan (2.1), diperoleh sebagai berikut:

oy g S +h) = f(x)
Fo ==

keterangan:

h = variabel limit.

Bukti persamaan (2.4)

Berdasarkan persamaan (2.1), diperoleh sebagai berikut:

oy g S+ = f(x)
Fo ==

(x+h)"™—x"
h—0 h



X"+ nx"th + —n(nz— D x"2h% + -+ nxh™ 1+ A" — x"
= im h

et 4 2O LD ynozpt g ez 4
= h

f'(x) =nx"1 |
keterangan:
n = pangkat dari suatu fungsi

h = variabel limit.

Bukti persamaan (2.5)
Misalkan F(x) = kf (x), berdasarkan persamaan (2.1) diperoleh sebagai berikut:
F(x+ h) — F(x)

F'(x) = }li_r%

h
. kf(x+h)—kf(x)
= 11im
h-0 h
ORI
h—-0 h
i FO D) — ()
h—-0 h
F'(x) =kf'(x) |
keterangan:

k = konstanta sebarang
h = variabel limit

f'(x) = turunan pertama fungsi f.

Bukti persamaan (2.6)
Misalkan F(x) = f(x) + g(x), berdasarkan persamaan (2.1) diperoleh sebagai
berikut:

F(x+h) —F(x)

F'(x) = }li—r%

h
— fx+h)+gx+h)]—-[f(x)+gx)]
A A
_ lim [f(x+h)—fC)]+ [glx +h) — gx)]

h—0 h



_ i fx+h)—fx) . glx+h)—gx)
im + lim

h—-0 h h—-0 h
Frix)=f'"(x)+g'(x) u
keterangan:

h = variabel limit
f'(x) = turunan pertama fungsi f

g'(x) = turunan pertama fungsi g.

Bukti persamaan (2.7)
Misalkan F(x) = f(x) — g(x), berdasarkan persamaan (2.1) diperoleh sebagai
berikut:

F(x+h)—F(x)

F'(x) = ;Li_l)%

h
_ i [f(x+h)—gx+h)] - [f(x) —g(x)]
= l1im
h—-0 h
o e+ h) - f)] - [glx +h) — g(x)]
= l1im
h—-0 h
_ 1 f+h) —fx) . glx+h)—g)
= lim — lim
h—0 h h—0 h
F'(x) = f'(x) —g'(x) u
keterangan:

h = variabel limit
f'(x) = turunan pertama fungsi f

g'(x) = turunan pertama fungsi g.

Bukti persamaan (2.8)
Misalkan F(x) = f(x)g(x), berdasarkan persamaan (2.1) diperoleh sebagai
berikut:
F(x+h) —F(x)
h
_ o @+ g+ ] - [F()g ()]

h—0 h

~ 1im [fx+hglx+h) - flx+ g+ [f(x +h) - fx)g()]

h—-0 h

F'(x) = }li—r%
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_ i fx+h)glx+h)—gx) . g)flx+h)—f(x)
im + lim

h-0 h . A
= lim f(x + h)hi%g(x + h})l —g() + o }g%f(x + h})l — (%)
F'(x) = f(x)g' (x) + f'(x)g(x) .
keterangan:

h = variabel limit
f'(x) = turunan pertama fungsi f

g'(x) = turunan pertama fungsi g.

Bukti persamaan (2.9)

Misalkan F(x) = %, diperoleh sebagai berikut:

fx+h) f(x)
gx+h) gx)

F'(x) = ;Li_r)r(l)

h
- lim [f(x+h)g()] - [f(x)g(x + h)] 1
=0 h gl +mg(x)
— i g)fx+h) —g)fx) +g()f(x) —fx)glx +h) 1
= l1im
h=0 h glx + h)g(x)
i g@f(x+h) = f)] = f)lg(x) — g(x + )] 1
= l1m
h0 h g(x+ h)g(x)
_ _ flx+h) - f(x) g+ h)—g)|. 1
=9 }tl—r;r(l) h AR ;zl—r% h oo glx+h)gx)
F'(x) = f (X)g(X)z— f(x)g'(x) =
g°(x)
keterangan:

h = variabel limit
f'(x) = turunan pertama fungsi f

g'(x) = turunan pertama fungsi g.

Bukti persamaan (2.10)

Berdasarkan hasil Bukti persamaan (2.9), diperoleh sebagai berikut:

D) = Dy (=)
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D,(x™™) = —nx "1 |
keterangan:
n = pangkat dari suatu fungsi

h = variabel limit.

2.4 Integral

Definisi 2.4.1 Fungsi F dikatakan anti turunan (integral) dari f pada suatu interval
I jika F'(x) = f(x) untuk semua x dalam I (Saparwadi, 2015).

Bentuk umum integral dapat dituliskan sebagi berikut:

ff(x) dx =F(x)+C

atau

b
[ reodx=re

a

simbol [ menyatakan operasi anti-turunan. Jika F(x) adalah fungsi dengan
turunannya adalah F'(x) = f(x) ekuivalen dengan d[F(x)] = f(x) dx. Pada
interval tertentu disumbu x disebut integral tak tentu dengan hasil integral f(x)
adalah F(x) + C, untuk C sebarang konstanta yang disebut sebagai konstanta
integral. Sedangkan pada interval [a, b] disumbu x disebut integral tentu. Istilah
integral tak tentu adalah sebagai ganti anti-turunan. Notasi [ disebut tanda
integral, f(x) disebut integran dan dx disebut variabel integral (Purcell, et al.,
2007).

Berikut diberikan contoh integral.
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Contoh 2.4.1

Anti turunan dari f(x) = x + 2 adalah F(x) = %xz + 2x + C.

Selanjutnya, diberikan sifat-sifat integral.

Teorema 2.4.2 Diberikan fungsi f, g mempunyai anti-turunan (integral tak tentu)

dan misalkan k suatu konstanta, maka diperoleh persamaan sebagai berikut:

1. ]kf(x) dx = kjf(x) dx (2.11)
2. f[f(x) +g(x)] dx = ff(x) dx + jg(x) dx (2.12)
3. f[f(x) —g(x)]dx = ff(x) dx — fg(x) dx. (21.3)

(Purcell, et all., 2007).

Bukti persamaan (2.11)

Berdasarkan hasil diferensiasi ruas kanan, diperoleh sebagai berikut:

D, [kf(x)dx] = kD, f f(x)dx

= kf(x) |
keterangan:
k = koefisien sebarang

f(x) = integran.

Bukti persamaan (2.12)
Berdasarkan hasil diferensiasi ruas kanan, diperoleh sebagai berikut:

D, U f(x)dx+fg(x)dx] = Dxff(x)dx+Dxfg(x)dx

=fx) +g9&) L
keterangan:
f(x) = integran
g(x) = integran.
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Bukti persamaan (2.13)
Berdasarkan hasil diferensiasi ruas kanan, diperoleh sebagai berikut:

o[ fedx - [ g@dx| = b, [ Fedx - b, [ gurax
= FG0) - g .

keterangan:
f(x) = integran
g(x) = integran.

2.5 Fungsi Gamma

Definisi 2.5.1 Fungsi Gamma merupakan fungsi yang berasal dari perluasan
fungsi faktorial untuk semua bilangan real. Fungsi Gamma ditulis sebagai
berikut:

o

r'(m) =f xM™ le=*dx (2.14)
0

yang konvergen untuk m > 0 (Kimeu, 2009).

Fungsi Gamma memiliki sifat-sifat istimewa, bentuk keistimewaan fungsi Gamma

akan ditinjau dari beberapa nilai m sebagai berikut:

2.5.2 Nilai m bilangan bulat positif

Kasus khusus untuk nilai m bilangan bulat positif, akan ditinjau beberapa nilai
sebagai berikut (Prayudi, 2009):
Pertama jika nilai m = 1.

Menggunakan metode integral parsial dihasilkan sebagai berikut:

r'(1) =j x17le *dx
0

= f e *dx
0
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b

= lim | e *dx
b—oo 0

11°
= li ——]
im |3 .

b— oo

= lim [1 - l]
b— eb
=1-lim i
baweb
=1 [ |
jadi, diperoleh hasil bahwa I'(1) = 1.

Selanjutnya untuk m = 2 dihasilkan sebagai berikut:

r2) =f x?"le *dx
0

= j xe *dx
0
b
= lim | xe *dx
b—oo 0
i x + 177
= lim |— p ]
b—oo e 0
b+1
= lim [1 -3 ]
b—oo e
 b+1
=1-— lim -
b—-oo e
=1 [ ]

jadi, diperoleh hasil bahwa I'(2) = 1.

Dengan demikian, untuk m > 2 menggunakan metode integral parsial diperoleh
sebagai berikut:
'(m+1) =T(m)
=m(m—-1I'(m—-1)
=m(m—1)(m—2)F(m—2)
=m(m—1)(m—2)(-3)..21I'(1)
=ml. (2.15)m
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Bukti persamaan (2.15)

Menggunakan metode integral parsial,

misalkan:
u=xM-du=mx"tdx
dv=erdx »v=—-e"*

sehingga diperoleh sebagai berikut:

F(m+1)=uv—f vdu
0

b 1)
= lim xM(—e™) —j (—e™) mx™ tdx
0

—00

0
o0

=0+ mf x™Mle™* dx
0

I'(m+ 1) = mI'(m). [ |

Kasus khusus, untuk m > 2 akan dihasilkan nilai fungsi Gamma yaitu:
re)=r@+1)=2=2

r(4)=r3+1)=3'=6

r5)=T@4+1)=4=24

dan seterusnya.

Selanjutnya, diberikan sifat fungsi Gamma untuk bilangan m = %

1

253 Nilaim = >

Kasus khusus, untuk nilai m = % maka dari persamaan (2.14) diperoleh sebagai
berikut:

F(%) = jooox(%)_le_xdx

= /. (2.16)m



Bukti persamaan (2.16)
Berdasarkan persamaan (2.14), maka diperoleh sebagai berikut:

F(%) = fooo x(%)_le_xdx

misalkan:
x =p? - dx_ 2p
dp
batasan:
x=0-p=0

x:OO—)p:OO

sehingga diperoleh
1 @ 1,
F(—) = f (p*) 2e7P 2pdp
2 0

= Zf e P’dp
0

persamaan ini ekuivalen dengan

r(l)—zjm -a*q
2) =), ¢

maka dengan mengalikan kedua persaman diperoleh

1 2 oo ©o , ,
(@) =] [
00

misalkan:

p =rcos (0)

q = rsin(8)

p? 4 q% = r?

menggunakan matriks Jacobian diperoleh
dp dp

dpdq = g; flg drd = zi’s((g? _rrczisn(g) drdf = rdrdd

dr do

oleh karena itu,
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@) -

f e "’ rdrd6
0

kemudian misalkan:

u=r?

du = 2rdr - Edu = rdr

diperoleh

1 2
e %dudb

—
|
S

Rl
N————
—
[
[\
Y3

Jim (—e®)b de

o
TN Oy

(Jim (—e®) — (Jim (=e®))d6

= 2(6)?
=1
()= :

Kasus khusus, untuk nilai m > % dengan kelipatannya akan dihasilkan nilai fungsi

Gamma yaitu:
r(5)=r(1g) =3
CRIOEERYER
QY- ie e

dan seterusnya.
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254 Nilaim< 0

Berdasarkan pendekatan dari hubungan rumus rekursi seperti pada persamaan
(2.15) dapat juga dikembangkan untuk nilai m < 0. Dari hubungan I'(m + 1) =
mI'(m) diperoleh rumus sebagai berikut:

F'(m+ 1)

r(m) = (2.17)

Bukti persamaan (2.17)
Berdasarkan persamaan (2.15), diperoleh sebagai berikut:
'm+2)=m+1DI(m+1)
= (m + 1)mI'(m)

demikian pula dari persamaan di bawah ini
I[m+3)=m+2)(m+1DI(m+1)
=(m+2)(m+ 1)mI'(m)

F(m) = '(m+ 3)
= m(m+ 1)(m+ 2)
jadi diperoleh rumus umum sebagai berikut:
'(m+1
r(m) = —(m )
_I'(m+2)
- m(m+1)
I'(m+ 3)
m(m+ 1)(m+ 2)

'm+k+1)
mm+1)(m+2)...(m+k)

dengan m # 0 dan m # —1,—2, -3, ... bilangan bulat negatif. Dengan demikian,
diperoleh rumus sebagai berikut:
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o F(m+k+1) u
(m) = m(im+ 1)(m+ 2) (m+k)

dengan k adalah bilangan bulat terkecil sedemikian sehingga (m + k + 1) > 0.

Sebagai ilustrasi, untuk m < 0 dengan kelipatan % akan dihasilkan nilai fungsi

Gamma yaitu:
1 1
F(_%>=r(—_§1+1)=r_(71)=_2ﬁ
2 2
r (_ %) F (__7; ) - (__f) = (— %) x (—2vr) = %\/E
2 2
_5 _3
F(‘;:F( _2§+1)=F(_§)=(‘§) N

dan seterusnya.

2.6 Fungsi Beta

Definisi 2.6.1 Fungsi Beta didefinisikan oleh integral tentu. Definisi fungsi Beta

ditulis sebagai berikut:

1
B(m,n) =f x™ (1 — x)" ldx (2.18)
0

dengan m > 1, n > 1 yang konvergen untuk m dan n > 0 (Kimeu,2009).

Fungsi Beta dapat didefinisikan dalam bentuk fungsi Gamma:

1. B(m,n) = B(n,m) (2.19)
F(m)I'(n)

Bukti persamaan (2.19)
Berdasarkan definisi persamaan (2.18)



20

1
B(m,n) = f x™m (1 — x)" tdx
0

menggunakan transformasi x = 1 — y, maka diperoleh sebagai berikut:

1

Bomm) = [ 1=y )y
0

1
- f O™ (1= y)™tdy

B(m,n) = B(n,m). B

Bukti persamaan (2.20)

o

r'(m) =f zZMm le~%dz
0

misalkan:
z=x?->dz = 2xdx

diperoleh

I'(m) = j zZMm le~%dz
0
=2 fooxzm‘l e dx
0

ekuivalen dengan

o)

I'(n) = Zf y2n=1e=¥%qy
0

dengan mengalikan kedua fungsi Gamma, diperoleh:

r(m)r'(n) = (2 mezm‘l e‘xzdx> <2 Jooyzn‘l e‘yzdy>
0 0

= 4.[ f x2m—1y2n—1e—(x2+y2)dxdy
o Jo
menggunakan transformasi koordinat kutub yaitu:
a).x = rsin(t),y = rcos(t),x? + y> = r?,tan (%)

b).dxdy = rdrdt

€).Batas0 < x < 0,0 < y < 0,0 < r < oo, menjadi 0 < r<%
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dengan substitusi dihasilkan

r(m)I'(n) = 4f f me—lyZn—le—(x2+y2)dxdy
0 0

V3
= 4f2f r cos(8)?™ 1 rsin (6)*" rdrdd
0 Jo

T

o 2
=4 <J. r2(m+n)-1 e‘r2> (f coszm_l(e)sinzn_l(e)d9>
0 0

=T'(m+ n)B(n,m)
karena fungsi Beta memiliki sifat simetri seperti pada persamaan (2.19), maka
I'(m)I'(n) =T(m+n)B(m,n)
r(m)r(n)
B ) = o
Contoh 2.6.1

Hasil dari integral
1

j x8(1 — x)*dx = B(9,5)
0

r(9)r(5)
“T(O+5)
rre)
~ (14
815!
~ 130
1
~ 6435

2.7 Persamaan Diferensial

Definisi 2.7.1 Persamaan diferensial merupakan suatu persamaan yang melibatkan
satu atau lebih dari suatu turunan fungsi yang mengandung satu atau beberapa
turunan dari satu variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas
(Prayudi, 2006).
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Definisi 2.7.2 Persamaan diferensial biasa merupakan suatu persamaan diferensial

yang melibatkan satu variabel bebas, jika diambil y(x) sebagai suatu fungsi satu

variabel, maka x dinamakan variabel bebas dan y dinamakan variabel tak bebas.

persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut:
fyy,y"y", - y™) =0

Persamaan ini menyatakan bahwa terdapat hubungan antara variabel bebas x dan

variabel tak bebas y beserta turunannya dalam bentuk himpunan persamaan yang

secara identik sama dengan nol (Budi., 2010).

Persamaan diferensial dikatakan mempunyai orde-n jika orde turunan tertinggi
yang terlibat adalah n, sedangkan jika turunan dengan orde tertinggi itu berderajat

k maka persamaan tersebut disebut persamaan diferensial berderajat k.

Contoh 2.7.1

1. xy'+y=6

2. y"+2@")+y" = cos(x).

Pada contoh 1 dan 2 di atas, lambang y’, y", dan y'"" berturut-turut menyatakan

turunan pertama, turunan kedua, serta turunan ketiga dari fungsi y(x) terhadap y.

d3y
dx3’

dy "o__ dzy

Ay _ d%y
Dengan Kkata lain y' = Tx T

dany"" =
Contoh 2.7.2
Diketahui y = Asin(x) + B cos(x), dimana A dan B adalah konstanta sembarang.

Jika diturunkan diperoleh:

d
d_icl = A cos(x) — B sin (x)
dan
¢y _ 4 ) — B
Te? = sin(x cos (x)
jika identik dengan persamaan semula, tapi tandanya berlawanan, artinya
d’y
dxz - 7
2
= +y=0
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Karena pangkat tertinggi turunannya adalah dua maka merupakan persamaan

diferensial orde dua.

2.8 Rumus Dirichlet

Definisi 2.8.1 Diberikan suatu fungsi kontinu h(x,y) dan bilangan real positif «

dan g, rumus Dirichlet didefinisikan:

f (¢ — ) dx f (x = y)P1 h(x, y)dy
0 0

= [y [ € =0 6= )P G ) (221)
0 y

jika h(x,y) = g(x)f(y) dan g(x) = 1, maka

t X
f (¢ — ) 1dx j (x = )P F()dy
0 0

= B(a,p) j (t = )1 £ () dy 2.22)
y

dengan B(e, B) adalah fungsi Beta (Whittaker,1927).

2.9 Integral Fraksional

Integral fraksional didefinisikan sebagai berikut:

1 X
Di%f(x) = mf (x — ) L f(t)dt a > 0. (2.23)

Persamaan (2.23) merupakan integral fraksional Riemann, dengan D;“

menotasikan integral fraksional dari sebuah fungsi dengan sebarang orde «,
dengan syarat a = %dimana n adalah bilangan prima, m adalah bilangan bulat
positif dan «a adalah bilangan rasional tak negatif. Dalam notasi ini, ¢ dan x

merupakan batas dari integral. Selain itu, metode lain dari integral fraksional

adalah metode Liouville yang didefinisikan oleh
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1 X
D () = 175 f_ (= f(Odt  a>0 (2.24)

jika ¢ = 0 pada persamaan (2.23), maka diperoleh integral fraksional Riemann-

Liouville yang didefinisikan sebagai berikut:

Dy%f(x) = %j:(x —)* L f()dt a>0. (2.25)

(Herrmann, 2011).

Definisi 2.9.1 Diberikan sebuah bilangan real @ dan fungsi f kontinu pada (0, o)

yang terintegral disetiap subinterval [0, «0) dengan x > 0

1 X
Jf(x) =D %f(x) = m] (x—0)*1f(t)dt a>0 (2.26)
0

disebut integral fraksional Riemann-Liouville. Notasi integral fraksional berorde
a dengan ¢ =0, dari fungsi f(x) ditulis sebagai J*f(x). Integral fraksional
berorde a adalah anti turunan fraksional berorde (—a) untuk fungsi f(x) ditulis
sebagai D™%f(x), sehingga berlaku J*f(x) = D~*f(x) (Johansyah, et al.,
2017).

Bukti persamaan (2.26)
Menggunakan teori persamaan diferensial, diberikan persamaan diferensial
dengan nilai awal
yr(x) = f(x) (2.27)
dan
y()=0,y(c)=0,..,y"1(c) = 0.
Persamaan (2.27) mempunyai penyelesaian tunggal yaitu

y(x) = j %f(t)dt

akan dibuktikan dengan induksi matematika.

Basis induksi:
Untuk n = 1 diperoleh

y()=0,y(c)=0
diperoleh penyelesaian tunggal yaitu



fy’(t)dtzf ((1 )1)| f(t)dt

Y - y(c) = f f©)de

karena y(c) = 0, maka diperoleh

y(x) = f f.

Hipotesa induksi:
Untuk n = k diperoleh
Y = f(x)
dan
y(©)=0,y'(c)=0,..,y () =0
penyelesaian tunggalnya

)kl

v = [ G Fo

Langkah induksi:
Selanjutnya, untuk n = k + 1, diperoleh

Y = f(x)

dan
y(€) =0,y'(c) =0,..,y%(c) =0

karena y**1(x) = (y")*(x), misalkan u(x) = y’(x) diperoleh

uk(x) = f(x)
u(c)=0,u'(c)=0,..,u(c)=0

menggunakan hipotesa induksi diperoleh
)k 1

u(x)=fc ((k DI f(t)dt

dan

x k-1
v = [ e

25
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dengan mengambil integral tentu batas bawah ¢ dan batas atas x, menggunakan
rumus Dirichlet diperoleh

f Y (©)dt =y(x) - y(©)

k—1
f ((k _)1)| f(t)dtdz

) ¥ (7 gkt
- t_cf Odt ] Ge—nr “

fx( i 1f(t)dt

Jadi, menurut Prinsip Induksi Matematika

n-1
v = [ o s

benar untuk setiap bilangan asli n, karena f (x) pada persamaan (2.27) merupakan

turunan ke - n dari y(x), maka y(x) dapat diartikan sebagai integral ke —n dari
f(x) yaitu:

DE"f() = r—— f (x — O™ F()dt, (2.28)

1)'
kemudian dengan mensubstitusikan bilangan bulat n dengan sebarang bilangan
real positif @ dan (n — 1)! dengan fungsi Gamma dan ¢ = 0, persamaan (2.28)
menjadi Persamaan (2.27) maka diperoleh integral fraksional Riemann-Liouville

D" f(x) = D_“f (x)

D) = j (x — O™ f(O)dt

1)|

= @fo (x — )1 f(t)dt. (2.29)m

Contoh 2.9.1
Diberikan fungsi f(x) = x™ dengan m = 0, sehingga x™ = x° = 1. Menurut
Definisi 2.9.1 integral fraksional orde « dari fungsi konstan k adalah

k

Dk =t
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Secara khusus, jika a = % maka

Teorema 2.9.2 Diberikan fungsi f kontinu pada diselang [0, o) dan bilangan real
positif & dan . Untuk setiap x > 0 berlaku
D~*[DF f(x)] = D~ B f (). (2.30)
(Kimeu, 2009).

Bukti
Berdasarkan Definisi (2.9.1), diperoleh

[D Bf(x) N )j (x—t)* 1[1) ﬁf(x)]dt
= — —_Aa-1_ "~ _ B-1
F(a)_]; (x t) F(,B)_j; (t y) f(y)d}/dt
= ¥ — a—1 ‘ _ B-1
r(«x)r(ﬁ)fo (oot f =N Ody
1 x
== — aatp-1
rarg) 2 @h) ]O (=) fdy
_B@R (% g
CTNCE: ﬁ)jo (x =) f(y)dy
= 1 x(x — y)*+B=1 £(y)dy
I['(a+pB)J,
D=*[DFf(x)] = D~ P f (x). .

Diberikan a > 0 dan 8 > 0, integral fraksional yang dikemukakan oleh Riemann-

Liouiville memiliki sifat sebagai berikut:

L J%f(x) = kJ%f (x) (2.31)
2. JPf(x) = J**F f(x) (2.32)
3. JYPf(x) = JPI*f (x). (2.33)

(Badruzzaman, et al., 2017).
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Bukti persamaan (2.31)
Berdasarkan persamaan (2.29), misalkan « > 0 dan k adalah suatu koefisien

sebarang maka berlaku

J%kf(x) = F(la) fax (xlfgz_a dt
L f®
M) J, (x=0)¢
=kJ*f(x)
untuk x € [a, b], @ > 0 dan k sebarang koefisien diperoleh
Jkf () =k Jf(x) |
(Kilbas, et al., 2006).

dt

Bukti persamaan (2.32)

Berdasarkan persamaan (2.29), misalkan sebarang «, § > 0 berlaku

x B
a B — 1 af(®)
] ] f(X) - F(a)ja (x _ t)l—a dt
1 (" fw
" T(a) j (x—t)t-« [F(ﬁ) (t—wi-p dul a

f )
F(a)l“(ﬁ)] (x—t)1 —adt j t-wF

selanjutnya menggunakan rumus Dirichlet sebagai berikut:

X 1 ¢ 1
L mdtja C—w)iF q(t,u)du

A 1
) f dutf G — o — w1 (235)

untuk setiap q(t,u) = f(u) maka dari persamaan (2.35) diperoleh

L CEDET tL TR

———— _du (2.34)

X
1
_ ff(u)duj(x_t)l_a(t_u)l_ﬁ dt (2.36)
a t
substitusi persamaan (2.36) ke persamaan (2.34)

1 )
F(a)r(ﬁ)fa G-l oot (2.37)

JIP ) =
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S F ) = [ revau [ ! dt (238)
I'(a)T(B) J (x — )=t —u)'-F '

dalam menyelesaikan persamaan (2.38), substitusikan variabel s ke dalam

variabel t pada integral kedua dengan
t—u

S =
X—Uu

t=u+s(x—u)»>dt=(x—u)ds

diperoleh

x 1
ft Goora—w Y

_ jl (x —u) s
0 (x - (u + s(x — u)))l_a ((u +s(x—u)) - u)l_ﬁ

1 1
B jo (x — (u+s(x— u)))l_a (s(x —u))t-k

(x —u)ds

= jl 1_6{ (x —u)ds
0 (- w1 —9) " (sGx—w)ih

1

= jo (x — u)l—a+1—ﬁ(1 _ S)l_asl_ﬁ (.X — u)ds

1
1
= _L (x — w)l-a+1-F-1(1 — 5)1-agl-p ds

1 a 1
= (x — u)1—a+1—ﬁ—1f (1 —s)l-asi-f ds
0

1
1
= m[(l - S)a_lsﬁ_ldS (239)
0

menggunakan definisi fungsi Beta, maka persamaan (2.39) diperoleh
1

jx ! dt = ! J(l —5)@ 1sh1gs
, (x—Or*(t—w)r-F (x —w)t-(@+h)
0

B 1 F(@)I'(B)
 (x—w)=@BA T(a+B)

(2.40)

substitusi persamaan (2.40) ke dalam persamaan (2.39) diperoleh
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P T r 1
a af(x) - F(a)F(B)Lf(u) du! (x_ t)l—a(t_u)l—ﬂ dt

1 (1 r@re
- F(a)F(B)f (x —u)1=@*B) T'(a + B)

fwdu

11 .
“T(a+p) f e wy-@p /(D

=12 F )
untuk sebarang «, § > 0 berlaku

af f(x) = JSF F(x)

hasil dari pembuktian di atas ekuivalen dengan

JUEf(x) = ] f (x) u
(Kilbas, et al., 2006).

Bukti persamaan (2.33)

x B
a B 1 f(@)
7P = s j S

1 or 1 1 (" fw
_F(a)L(x—t)l_“[F(ﬁ) a(t—u)l‘ﬁduldt

(w)du

1 1
“T@+p) f G/

— 1 ; 1 J
- rp + (I)J (x — u)l—(a+[)’) f(u) u

Y S N I B
1 [ O

TR G- dt

= JBJf(x)

JIPF ) = 184 (%)
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hasil dari pembuktian di atas ekuivalen dengan
JYIPFGO) = JFJf () |
(Kilbas, et al., 2006).

2.10 Turunan Fraksional

Definisi 2.10.1 Turunan fraksional Riemann-Liouville didefinisikan sebagai
berikut:
d"(D™"f(x))

dx™

Df(x) = (2.40)

atau

1 d'(f, =0 f(Ddo)
I'(w) dx"

DY f(x) = (2.41)

diasumsikan bahwa u = n — a, dengan 0 < u < 1 dan n adalah bilangan bulat
terkecil yang lebih besar dari u, ini mengartikan bahwa n adalah kelipatan orde
dari turunan tersebut, dengan a orde sebarang, u =n—a,n—1<a<n,n €
Z*, xy < x, x > 0 dan D% operator turunan fraksional berorde a (Samko, et al.,
1993).

Lemma 2.10.2 Diberikan fungsi f bernilai real, untuk setiap bilangan real positif

a berlaku

DAD~%f(x) = f(x). (2.42)

Lemma 2.10.3 Diberikan fungsi f kontinu pada interval [0, o) berlaku

D_%D%f(x) = f(x). (2.43)

Sifat -sifat turunan fraksional sebagai berikut:
1. D¥(kf(x)) = kD*(f(x)) (2.44)
2. D(kf(x) + jf(x)) = akf (x) + jDf (x). (2.45)
(Johansyah, et al,. 2017).



I11.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2021/2022 dan
bertempat di Program Studi Matematika Fakultas Matematika dan [Imu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dengan langkah-langkah

sebagai berikut:

1. Studi literatur buku, jurnal dan artikel ilmiah yang berhubungan dengan
penelitian ini.

2. Mempelajari definisi dan teorema yang relevan dengan kasus atau

permasalahan yang berhubungan dengan penelitian.

Secara umum, langkah-langkah dalam penelitian ini dinyatakan sebagai berikut:
1 Mendefinisikan bentuk umum integral fraksional fungsi polinomial orde a.
2 Mendefinisikan bentuk umum turunan fraksional fungsi polinomial orde a.

3 Memperoleh hasil integral fraksional dari fungsi polinomial pangkat tujuh
dengan orde a = g

4 Memperoleh turunan fraksional dari fungsi polinomial pangkat tujuh dengan
orde a = g

5 Memberikan contoh persamaan integral fraksional dan turunan fraksional.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Integral fraksional dan turunan fraksional merupakan bentuk perhitungan yang
merupakan perluasan dari kalkulus klasik. Dalam kalkulus fraksional tak sedikit
menggunakan fungsi yang menjadi dasar dalam pengerjaannya, ini terlihat dari
adanya keterlibatan beberapa fungsi seperti fungsi Gamma, fungsi Beta dan
beberapa fungsi yang terlibat sebagai fungsi utama. Kalkulus fraksional
menjawab bahwa orde integral dan turunan tidak hanya terbatas pada bilangan
bulat saja, tetapi dapat diperluas sampai orde bilangan real. Beberapa fungsi
dapat dikaji untuk melihat definisi, karakteristik dan sifatnya, seperti integral dan

turunan fraksional Riemann-Liouville pada fungsi polinomial pangkat tujuh.

Pada fungsi polinomial pangkat tujuh diperoleh bahwa integral dan turunannya
dapat dioperasikan sampai orde bilangan real dengan a > 0 dengan masing-
masing bentuk umum sebagai berikut:

a. Integral Fraksional Fungsi Pangkat Tujuh Orde «

Memiliki bentuk umum sebagai berikut:

D-aym — '(m+1)
[(la+m+1)

at+m

untuk @ > 0, m > —1danx > 0.
Bentuk umum di atas memiliki karakteristik yaitu orde dari integral tersebut

berada dalam interval a > 0, sebab orde tersebut akan menentukan nilai n pada
turunan fraksionalnya. Pada skripsi ini, orde yang dikaji adalah g sehingga

bentuk umum di atas memenuhi, hasil perhitungannya memiliki sifat cenderung
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naik dari pangkat terkecil sampai terbesar untuk setiap sukunya dan nilai n yang

dibutuhkan yaitu n = 3.

b. Turunan Fraksional Fungsi Pangkat Tujuh
Memiliki bentuk umum sebagai berikut:

'm+1)
DM —
Y T Tm—at+D”

untuk m > 0,2 <a<3danx > 0.

m-—-a

Bentuk umum ini memiliki karakteristik yaitu orde dari integral tersebut berada
dalam interval 2 < a < 3 dengan nilai n = 3. Nilai n tergantung dari orde
turunan, sebab orde tersebut yang menentukan berapa nilai n yang akan dipilih
sesuai dengan interval pada turunan Riemann-Liouville yaitu n —1 < a < n.
Apabila memilih n = 1, maka orde dari turunannya adalah 0 < a < 1. Apabila

memilih n = 2, maka orde dari turunannya adalah 1 < a < 2.

5.2 Saran

Terdapat beberapa teori dan masalah yang belum dikaji secara luas pada skripsi
ini, seperti integral fraksional dan turunan fraksional yang lebih dinaikkan lagi
ordenya, kombinasi beberapa fungsi dalam pengoperasiannya, dan perluasan
masalah dalam dunia nyata ataupun pada bidang ilmu lain secara terapan.
Kemudian, untuk skripsi ini dilanjutkan lebih dalam lagi sehingga diharapkan
dapat digunakan dan berkontribusi secara mendasar pada bidang ilmu matematika
dan dapat digunakan lebih luas pada bidang ilmu lain baik secara teori maupun

terapan.
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