I1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Grup

Pengkajian pertama, diulas tentang definisi Grup yang merupakan bentuk dasar

dari suatu ring dan modul.

Definisi 2.1.1

Diberikan himpunan G dan operasi biner *. G disebut grup yang dinotasikan

dengan (G,*) jika memenuhi aksioma berikut :

(i) (axb)*c = ax(b=*c),untuk setiap a, b,c € G (* bersifat assosiatif);

(i)  Terdapat elemen e di G, yang disebut identitas di G, sedemikian sehingga
a*e =e*a=a,untuk setiap a € G;

(ili)  Untuk setiap a € G terdapat a™! € G, sedemikian sehingga a* a™! =
a~lxa = e, elemen a™! disebut invers dari a (Dummit and Foote, 2004).

Berikut contoh dari grup

Contoh 2.1

(Z+2,+) dengan Zv2 = {m\2|m € Z} merupakan grup.

Akan ditunjukan (Z+/2, +) merupakan grup.

i.  Diberikan sebarang x,y € Zv2 , dengan x = m;v2 dany = m,v/2 ;

untuk suatu my, m, € Z



x+y=mV2+my2
=(m+m)V2 € ZV2
Jadi Z~/2 bersifat tertutup terhadap operasi +.
Diberikan sebarang x, y,w € Zv/2, dengan x = m;v2, y = m,v2 dan
w = m3v/2 ; untuk suatu my, m,, m, € Z.
Sehingga,
x+(@+w) =mV2+ (mzx/?+ m3\/§)
= myV2 + (my+m3)V2
= (m; + (m, + m3))V2
= ((my + my) + my)V2
= (my + my)V2 + myV2
= (MV2 + muV2) + myV2
=x+y)+w
Jadi operasi + bersifat asosiatif pada himpunan Zv/2.
Akan ditunjukan Z+/2 memiliki elemen identitas terhadap operasi +.
Untuk setiap mv/2 € Z+v/2 , terdapat 0 € Z+/2, sehingga untuk setiap m € Z
mV2+0=0+my2=0
Jadi elemen identitas pada Zv2 terhadap operasi + adalah 0.
Akan ditunjukkan Z+2 memiliki invers, untuk setiap m € Z .

Diberikan sebarang x € Z+/2, dengan x = m+/2, akan ditentukan invers dari
x sebagai berikut.
x+y=0

m\/§+y=0



y=(mW2 € ZV2
Jadi invers dari mv2 adalah (—m)+v/2. Hal ini berakibat bahwa setiap

elemen pada Z+/2 memiliki invers di Zv/2.

Definisi 2.1.2
Grup (G,*) dikatakan grup Abel (grup komutatif) jika a * b = b * a, untuk setiap
a,b € G (Dummit and Foote, 2004).
Berikut contoh dari grup Abel.
Contoh 2.2
Diberikan (Z+/2, +) merupakan grup. Akan ditunjukkan bahwa (Zv/2, +) bersifat
komutatif
Penyelesaian:
Diberikan sebarang x, y € Z+/2 dengan x = m;+/2 dan y = m,+/2, untuk suatu
m,,m, € Z.
Oleh karena itu,
x+y=mp2+my2

=(m1+mﬂJ§

= (my + my)V2

= my\/2 + my/2

=y+x



Jadi Z+/2 bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan. Hal ini berakibat

bahwa Z+v/2 disebut grup Abel.

2.2 Ring
Pada bagian ini akan dibahas mengenai salah satu struktur aljabar yang terdiri atas
satu himpunan dan dua operasi biner, yaitu ring. Berikut diberikan definisinya.
Definisi 2.2.1
Himpunan R dengan dua operasi biner + (penjumlahan) dan - (perkalian)
merupakan ring jika memenuhi aksioma berikut :
(1) (R,+) merupakan grup Abel,
(if) Operasi perkaliannya bersifat asosiatif, yaitu (a-b) - ¢ = a - (b - ¢) untuk
setiap a, b, c € R;
(iii) Hukum distributif terpenuhi di R, yaitu untuk setiap a, b,c € R
(a+b)-c=(a-c)+ (b-c)dana-(b+c)=(a -b)+ (a-c)
(Dummit and Foote, 2004).
Berikut merupakan contoh dari ring.
Contoh 2.3
Diberikan (Z+v2, +) merupakan grup abel. Akan ditunjukkan bahwa (Zv2, +, -)
merupakan ring.
Penyelesaian
I. 7Z~/2 merupakan grup abel (telah diuraikan pada contoh 2.2).

ii. Akan ditunjukkan bahwa operasi - (perkalian) bersifat asosiatif pada

himpunan Z+/2.



Diberikan sebarang x,y,w € Zv/2, dengan x = m;v2, y = myV2
dan w = m3v2 ; untuk setiap m,, my, m, € Z
Sehingga,
x-y)-w= (ml\/f-mz\/f) -maV2

= (my - my)V2 - mzV2

= ((my - my - mz)V2

= (ml - (m, -m3))\/§

=myV2 - (my - m3)V2

= myV2 - (myV2 - myV2)

=x-(y-w)
Akan ditunjukkan hukum distributif terpenuhi di Z+v/2.
Diberikan sebarang x,y,w € Z+/2, dengan x = m;vV2, y = m,V2
dan w = m3V/2 ; untuk setiap m,, m,, m, € Z

Sehingga
(x +y)-w = (M2 +myV2) - mgV2
= (my + mu)V2 - myV2
= (my-ms +my M2
- (m1 M2+ (my - m3)\/§2
= (myV2 - msV2) + (mypV2 - m3V2)
=@-w)+(-w)
x+ (y-w) =mV2- (myV2 + myV2)
= myV2 - V2(my + my)



= (my - (m, + m3))\/§2

= (my My +my mV2

= (my - mu)V2 + (my - mx)V2

= (mV2 - mpV2) + (myV2 - m3V/2)
= @Y+ (e w)

Jadi terbukti bahwa (Z+v'2, +) merupakan ring

2.3 Modul
Pada bagian ini akan dibahas mengenai modul atas ring R. Berikut diberikan
definisi modul atas ring R.
Definisi 2.3.1
Diberikan ring R dengan elemen satuan dan M grup Abel, dengan operasi
pergandaan skalar
“tRXM ->M
M disebut modul atas ring R jika M merupakan modul kiri dan kanan.
(i) M disebut modul kiri atas ring R, jika untuk setiap m,n € M dan a,b € R
memenuhi aksioma berikut ini :
a) alm+n) =am+ an;
b) (a+ b)m =am + bm;
c) (ab)m = a(bm);
d) 1m =m.
(if) M disebut modul kanan atas ring R, jika untuk setiap m,n € Mdan a,b € R

memenuhi aksioma berikut ini :



a) (m+n)a=ma-+na,
b) m(a + b) = ma + mb;
c) m(ab) = (ma)b;
d) m1=m (Adkinds and Weintraub, 1992).
Berikut ini diberikan contoh - contoh modul.
Contoh 2.4
Diberikan ring R dan grup Abel R™ sebagai berikut
R™ = {(x1, %3, o, xn)| x1,%2, o, % € R}
Akan ditunjukkan bahwa R™ merupakan modul atas ring R terhadap operasi

pergandaan skalar.

Untuk memperlihatkan bahwa R™ merupakan modul atas ring R haruslah R"
merupakan modul kiri dan modul kanan.
1. Akan ditunjukkan R™ merupakan modul kiri atas ring R. Didefinisikan
operasi pergandaan skalar sebagai berikut :
R XR"* - R"

dengan  a - (xyxg, ., %n) = (@ X0 %5 ., @ x,), UNtuk  setiap

a ER, (xlszj ...,xn) € R™

i. Diberikan sebaranga € R, X,y € R"

dengan x = (xq,x5, ..., xp) dany = (y1,¥2, «» Vn)
a(x +y) = a((xl,xz, e Xn) + (yllyz,...,yn))

= a (X1 4y + Yo, s X + V)

(a(x1 + yi)alx; + y3), ., a(x, + Yn))

((ax1 + ay,), (ax, +ay,), ..., (ax, + ay, ))
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= (axy,axy, ...,ax,) + (ayy, ay,, ..., ay,)
= a(xy %y ., xn) + (Y1, Y2, ) Vn)
=ax +ay
Jadi a(x +¥) = ax + ay, untuk setiapa € R, x,y € R".
ii.  Diberikan sebarang a,,a, € R, ¥ € R"
dengan x = (xq, x5, ..., Xp)
(a1 + ax)(x) = (a4 + az)(xlszj ...,xn)
= ((a1 + az)xy (a; + ax)x,, ..., (ag + az)xn)
= (a1x1 + ayx1,a1%; + ayXy, ..., A1X, + AxXxy)
= (a1x1,a1%3, ..., Q1 Xy ) + (X1, 2%, ..., Ax Xy )
=a (xllle ...,xn) +a, (xl,le e Xp)
=a;(X) +a,(x)
Jadi (a; + ay)( X¥) =a,(¥) + a,(x), untuk setiap aq,a, €R,
X € R™
ili.  Diberikan sebarang a,,a, € R, ¥ € R",
dengan X = (X1, Xg, ..., Xp).
(a1az)(x) = (a1a2)(x1,x2, ---:xn)
= (alaz)(xllle ...,xn)
= ((a1a2)x1, (a1a3)x3, .., (a1a2)xp)
= (a1a3X1,0,A3X5 , ..., A1 02 Xy)
= a, (ayx1,a,%x5, ..., a2%y,)
= (a;)(axX)

\]adl (alaz)(f) = (al)(azf), UntUk Setiap aq, ap € R, X € Rn.
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iv.  Diberikan sebarang x € R",
dengan x = (xq, X3, ..., Xp).
1(x) = 1(xy %z, ) %)

= (1x1,1x2, ,1xn)

(1,25, e, %)
=x
Jadi 1(X) = x, untuk setiap x € R".
Dari i — iv, terbukti bahwa R™ merupakan modul kiri atas ring R.
2. Akan ditunjukkan R™ merupakan modul kanan atas ring R. Didefinisikan
operasi pergandaan skalar sebagai berikut :
< R®*" XR - R"
dengan  (xyx5 .., xn) - @ = (%1 "@, %3 @, .., x, - @), uNtuk setiap
a e Rdan (x; %3, ..., x,) € R™
i. Diberikan sebaranga € R, x,y € R"
dengan x = (xq, x5, ..., x,) dany = (y1, V2, o) Vn)
xX+y)a = ((xl,xz, ...,xn) + (}’1,372, ...,yn)) a

= ((x1,%2, s Xn) + (1,2, 0 Vo) )@

(@ 0G5+ 9 o 000)

((x1 a+ y;a),(x,a+y,a),.., (x,a+ y, a))
= (x1a,x,q, ..., x,a) + (y1a,¥54, ..., Q)

= (X1 %5, o, xn)a + (Y1,Y2, - ¥n)a

=xa+ya

Jadi (¥ +y)a = xa+ ya, untuk setiapa € R, &,y € R".
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ii.  Diberikan sebarang a,,a, € R, ¥ € R"
dengan x = (xy, x5, ..., Xp)
(x)(a4+ ay) = (xl,xz, ...,xn)(a1 + a,)
= (x1(ay + az),x; (ay + az), .., xp(ay + az))
= (xX1a1 +X1A5,X 01 + X3 Az, e, Xy A1 + X Q3)
= (x1a4, %04, ., Xpaq ) + (X1 a3,%3 4y, ..., Xy A7)
= (x1,x2, ...,xn)al + (%, ...,xn)az
= (X)a; + (¥) a;
Jadi, (¥) (a; + ay) = (X)a; + (¥)a,, untuk setiap aq,a, €ER,
X € R™.
iii.  Diberikan sebarang a,,a, € R, ¥ € R"
dengan X = (xq, X5, ..., Xp)
(x)(a;a;) = (x1,x2, ---»xn)(aﬂlz)
= (%1 (01a3), %3 (a103), .., Xn(a107))
= (%1 @105, %, a1a5 , ., X,0105)

= (xl ai,x;aq, ---:xnal)az

(X ai)(az)
Jadi (x)(aia,) = (¥ ay)(ay), untuk setiap a,,a, € R, x € R™.
iv. Diberikan sebarang ¥ € R", dengan X = (xq, X3, ..., X5,)
(xX)1= (xl‘xz‘ ...,xn)l
= (x11,x,1...,x,1)

(xllle ., xn)

=X
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Jadi (x)1 = X, untuk setiap x € R".

Dari i — iv, terbukti bahwa R™ merupakan modul kanan atas ring R dan R"
merupakan modul atas ring R.
Berikut diberikan contoh modul atas ring Z.
Contoh 2.5
Diberikan ring Z dan sebarang grup abel (G,+). Akan ditunjukan (G,+)
merupakan modul atas ring Z.
Untuk memperlihatkan bahwa G merupakan modul atas ring Z haruslah G
merupakan modul kiri dan modul kanan.

a) Akan ditunjukkan G adalah modul Kiri atas ring Z.

Didefinisikan
L XG -G
dengan
gtg+-+g ;n>0
sebanyak n kali
ng =10 m=20

—g+(=g)+-+(=g) ;n<0
sebanyak |n| kali

Diberikan sebarang n,n,,n, €7Z,9,9:,9, € G.

i. n(g,+9g2) =ng; +ng, untuk setiap g,,9, €G,n€ZL

ii. (ny+ ny)g=n,g+n,g,untuksetiap g € G dan n,,n, € 7Z
iii.  (nyny)g = nin,g = ny(n,g), untuk setiap g € G dan ny,n, €Z
iv. 1g =g, untuksetiap g €G

Dari (i), (ii), (i), dan (iv) terbukti bahwa G merupakan modul Kiri.
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b) Akan ditunjukkan G adalah modul kiri atas ring Z.
Didefinisikan
iG XZ -G
dengan

(9tgt-—+g ;n>0

sebanyak n kali
gn=<0 in=20
|-9+(=g)+-+(-g) ;n<0

sebanyak |n| kali

Diberikan sebarang n,ny,n, €%,9,91,92 € G.
i. (g1 +g2)n=gn+ gyn,untuk setiap g,,9, €EG,nEZ
ii. g+ ny)=gn;+ gn,, untuksetiap g € G dan n,,n, € Z
iii.  g(nyn,) = gnyn, = (gny)n,, untuk setiap g € G dan ny,n, €Z
iv. g1=g,untuksetiap g €G
Dari (i),(ii),(iii), dan (iv) terbukti bahwa G merupakan modul
kanan.

Jadi, dapat disimpulkan bahwa G merupakan modul atas ring Z.

Dimisalkan G grup dan S < G. Seperti yang telah diketahui, S merupakan subgrup
G jika S # @ dan untuk setiap a, b € S, berlakua — b € S.

Begitu pula dengan modul, modul akan memiliki submodul yang akan
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.3.2

Diberikan ring R dengan elemen satuan dan M merupakan modul atas R. N € M

disebut submodul (R-submodul) dari M jika N merupakan subgrup dari M yang
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merupakan modul atas R dengan operasi yang sama di M (Adkinds and
Weintraub, 1992).
Berdasarkan definisi ini, dapat disimpulkan bahwa N submodul M jika dan hanya
jika:

1) N subgrup M

2) N tertutup terhadap operasi pergandaan skalar

yaitu rn € N, untuk setiapr € Rdann € N.

Berikut diberikan contoh dari submodul.
Contoh 2.6
Diberikan modul R3 atas ring R. Akan ditunjukan Himpunan S c R3 dengan
S ={a,b,0)|a, b € R} merupakan submodul di R3.

Penyelesaian

(i) Akan ditunjukan bahwa S merupakan submodul R3.

(@) Akan ditunjukan S # @
Ambil a = 0 dan b = 0 sehingga (0,0,0) € S karena 0 € R.
Jadi terbukti bahwa S # @.

(b) Akan ditunjukan S tertutup terhadap operasi +.
Diberikan sebarang (a, b, 0), (x,y,0) € S untuk suatu
ab,x,y €R
Oleh karenaitu, (a,b,0) + (x,y,0) = (a+x, b+y,0) €S
Jadi terbukti bahwa S tertutup terhadap operasi +.

(c) Akan ditunjukan bahwa untuk setiap x,y € S,xy 1 €S
dengan x = (a, b,0) dan y = (c,d, 0), untuk setiap a, b, c,d €

R.
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y 1! =(-¢,—-d,0)€ES

xy~t=(a,b,0)+ (—c,—d,0)
=(a—c,b—d,0)€ES

Jadi, terbukti bahwa xy~! € S untuk setiap x,y € S.

Dari (a), (b) dan (c) terbukti bahwa S merupakan subgrup dari R3.

(i)  Akan ditunjukan S tertutup terhadap operasi pergandaan skalar.
Diberikan sebarang (a, b, 0) € S untuk setiap a, b € R.
r(a,b,0) = (ra,rh,0) € S.
Jadi terbukti bahwa S tertutup terhadap operasi pergandaan skalar.
Dari (i) dan (ii) terbukti bahwa S merupakan submodul dari R3.
Berikut diberikan Lemma yang menyatakan bahwa submodul M tertutup terhadap
operasi penjumlahan dan irisan.
Lemma 2.1
Misal M modul atas R dan N;, N, submodul, maka:
1. N; n N, merupakan submodul di M
2. N; + N, merupakan submodul di M
Bukti :

1. Karena N; dan N, merupakan submodul di M, maka 0 € N; dan 0 € N,.
Akibatnya 0 € N; N N,. Sehingga, N; N N, bukan merupakan himpunan
kosong.

Diberikan sebarang r € R dan a,b € N;yn N, maka a,b € N; dan
a,b €N,.
Karena N; dan N, merupakan submodul di M maka memenuhi a —b € N;

dana — b € N,. Akibatnya,a—b € N; N N,

17



Karena N; dan N, masing-masing merupakan submodul di M maka
r-a € N;danr-a € N, yang mengakibatkanr-a € Ny n N, .

Jadi, terbukti bahwa N; N N, merupakan submodul di M.

. Karena N; dan N, merupakan submodul di M, maka 0 € N; dan 0 € N,.
Akibatnya 0 € N; + N,. Sehingga, N; + N, bukan merupakan himpunan
kosong.

Diberikan sebarang r € Rdan a + b,c+d € N; + N,, dengan a,c € N;
dan b,d € N,.

Karena N; dan N, merupakan submodul di M maka memenuhi a —c € N;
dan b—d € N,. Akibatnya, (a+b)—(c+d)=(a—c)+(b—-4d)E€
N, + N,

Selanjutnya, karena N; dan N, masing-masing merupakan submodul di M
maka memenuhi operasi pergandaan skalar yaitu r-a € Ny danr-b € N,
yang mengakibatkan r - (a + b) =ra+rb € N; + N, .

Jadi, terbukti bahwa N; + N, merupakan submodul di M.

Submodul merupakan perluasan dari modul, dan submodul juga memiliki

pembangun. Berikut diberikan definisi tentang submodul yang dibangun oleh

suatu himpunan.

Definisi 2.3.3

Misalkan M adalah suatu R-modul dan Ny, ..., N,, adalah submodul dari M.

1) Penjumlahan di Nj, ..., N,, merupakan himpunan dari semua penjumlahan

berhingga oleh elemen dari himpunan N; yaitu:

Ny +N,+--+ N, ={a; +a, + -+ a, |a; € N;} untuk setiap i.
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2) Untuk sebarang A € M didefinisikan :

3)

4)

RA ={rja; + rya, + -+ rpap|ry, ... Tm €ER, a4, ..., ayy € A,m € Z*}

(dengan aturan RA ={0} jika A= ¢) jjka A himpunan
berhingga {a,, a,, ...,a, } dapat ditulis sebagai Ra, + Ra, + -+ Ra,
untuk RA. RA dikatakan submodul dari M yang di bagun oleh A. Jika N
submodul dari M (diperbolehkan N = M) dan N = RA, untuk suatu A € M
disebut A sebagai himpunan pembangun atau membangun himpunan untuk

N, dan dapat dikatakan N dibangun oleh A.

N submodul dari M (diperbolehkan N = M) dibangun secara berhingga jika
terdapat himpunan bagian berhingga A di M sedemikian sehingga N = RA,

yaitu jika N dibangun oleh suatu himpunan berhingga

Suatu submodul N di M (diperbolehkan N = M) adalah siklik jika terdapat
a € M sedemikian sehingga N = Ra, jika N dibangun oleh satu elemen
yaitu :

N =Ra={ra|r € R}.

Definisi ini tidak mengharuskan ring R memuat elemen satuan. Namun, kondisi

ini menjamin bahwa A termuat di dalam RA. Dapat dilihat bahwa kriteria

submodul pada himpunan bagian Adi M, RA merupakan submodul M dan

submodul terkecil dari M yang memuat A. Secara khusus, untuk submodul

Ny, ..

., N, dari M,N; + ...+ N,, adalah submodul yang dibangun oleh himpunan

N; U ...UN,, dan merupakan submodul terkecil dari M yang mengandung N;,

untuk semua i. Jika Ny, ..., N, yang dibangun oleh himpunan A4, ..., 4,,, maka

N; + ...+ N, juga dibangun oleh A; U ...U A4,, (Dummit dan Foote, 2004).
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Berikut contoh dari submodul yang dibangun oleh suatu himpunan.

Contoh 2.7

Diberikan Z sebagai Z-modul dan himpunan bagian X = {3,6,9} di Z. Karena
submodul di Z berbentuk nZ untuk suatu n € N, maka submodul-submodul dari Z
yang memuat himpunan X adalah submodul 3Z dan Z sendiri. Akibatnya

diperoleh submodul yang dibangun oleh X adalah submodul 3Z N Z = 37Z.

Misalkan G grup, dan H merupakan subgrup dari G. H dikatakan subgrup normal
jika koset Kkiri dari H di G sama dengan koset kanan dari H di G yaitu

aH = Ha,Va € G.

Suatu grup G akan memiliki grup faktor dengan syarat tertentu. Berikut definisi
dari grup faktor.

Definisi 2.3.4

Jika N4aG , maka G/N disebut grup faktor dari G atas N (Adkinds and
Weintraub, 1992).

Begitupula dengan modul, modul juga memiliki modul faktor, berikut merupakan
pendefinisian dari modul faktor.

Definisi 2.3.5

Jika N adalah submodul dari modul M atas ring R, maka modul faktor adalah grup
faktor M /N (ingat bahwa M adalah abel dan N subgrup normal) tertutup terhadap
perkalian skalar

r(m+ N) = rm + N (Rotman, 2007).
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Berikut merupakan contoh dari modul faktor.

Contoh 2.8

Ring R dengan ideal I dapat dibentuk menjadi ring faktor R/I. Karena ring dapat
dilihat sebagai modul atas dirinya sendiri, dengan demikian R/I adalah modul

faktor.

Berikut definisi submodul kecil.

Definisi 2.3.6

Submodul K € M disebut submodul kecil atau superfluous dalam M, ditulis

K « M, jika untuk setiap submodul L c M, jikaK+L =M maka L =M,
(Clark, 2006).

Berikut ini merupakan sifat-sifat dari submodul kecil.

Misal K, L, N dan M merupakan R-modul.

(1) JikaK €L c M ,makaL « M jika dan hanya jika K « M dan

L/K <« M/K.

(2) Jika K, ..., K, adalah submodul kecil dari M, maka K; + ... + K, juga

merupakan submodul kecil di M.

(3) JikaK c L c M dan L merupakan penjumlahan langsung di M, maka

K <« M jika dan hanya jika K « L.

(4) Jika K « M, maka M dibangun secara berhingga jika dan hanya jika M /K
dibangun secara berhingga.

(Clark, 2006).
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Berikut ini merupakan contoh dari submodul kecil.

Contoh 2.9

{0} merupakan submodul kecil dari Z4 sebagai Z- modul.

Z¢ = {0,1, 2, 3,4, 5}. Submodul- submodul dari Z¢ yaitu {0},{0,2,4},{0,3}
{0} merupakan submodul kecil karena untuk setiap X submodul di Zg,

jika {0} + X # Z¢, maka X # Zg yaitu

{0} + {0,2,4} # Z dan {0} + {0,3} # Z¢. Jika {0} + L = Z¢ maka L = Z.

Akibatnya {0} «< Zg.

Berikut ini merupakan definisi dari submodul maksimal.

Definisi 2.3.7

Sebuah submodul N ¢ M dikatakan maksimal jika N #= M dan tidak termuat
dalam submodul sejati di M. N merupakan submodul maksimal jika dan hanya
jika M /N merupakan modul sederhana (Wisbauer,1991).

Berikut merupakan contoh dari submodul maksimal.

Contoh 2.10

pZ merupakan submodul maksimal di Z, sebagai Z-modul, dengan p adalah
bilangan prima.

Sebagai contoh, 3Z adalah submodul maksimal di Z.
Z={.—4-3-2-1,01,23456..},

3Z={.—-6,-3,0,3,6,..}.

3Z c Z dan 3Z #+ Z serta 3Z tidak termuat pada submodul sejati di Z maka 37Z

merupakan submodul maksimal di Z.
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Berikut merupakan definisi dari modul hollow.

Definisi 2.3.8

Diberikan M adalah R-modul. Modul M dikatakan hollow jika setiap submodul
sejati dari M merupakan submodul kecil di M (Wisbauer,1991).

Berikut merupakan contoh dari modul hollow

Contoh 2.11

Diberikan Z- modul Z,. Karena submodul-submodul sejati dari Z, yaitu {0}, {0,2}
merupakan submodul kecil di Z,, maka Z, sebagai Z- modul merupakan modul

hollow.

Berikut ini merupakan definisi dari modul lokal yang akan digunakan dalam
membuktikan sifat dari modul bersuplemen yang dibangun secara berhingga.
Definisi 2.3.9

Diberikan M merupakan R-modul, M dikatakan modul lokal jika M mempunyai
submodul sejati yang memuat semua submodul sejati yang lain di M (Wisbauer,
1991).

Proposisi 2.1

Suplemen dari submodul maksimal pada modul merupakan modul lokal.
Akibatnya, modul lokal adalah modul bersuplemen (Wisbauer,1991).

Contoh 2.12

Zg merupakan modul lokal.

Diberikan Z- modul Zg. Submodul-submodul sejati dari Zg yaitu

(03,{0,2,4,6},{0,43.
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{0,2,4,6} merupakan submodul terbesar karena {0} dan {0,4} termuat di {0,2,4,6},

maka Zg merupakan modul lokal.

Berikut merupakan hubungan antara modul hollow dan modul lokal.

Proposisi 2.2

Untuk setiap modul yang dibangun secara behingga adalah hollow jika dan hanya
jika merupakan modul lokal. Dengan kata lain, ring R sebagai modul kanan atau

modul kiri adalah modul hollow jika dan hanya jika merupakan modul lokal.

Berikut ini merupakan definisi dari jumlah irredundant.
Definisi 2.3.10
Jika M = X, M,, maka jumlah ini dikatakan irredundant, jika untuk setiap 4, € A,

Za2a,My # M (Wisbauer,1991).

2.4 Suplemen
Berikut ini merupakan proposisi dari suplemen.
Proposisi 2.4.3
Untuk submodul N, L c M, pernyataan berikut ekuivalen:
a. N merupakan himpunan minimal dari submodul {K ¢ M|L + K = M}
b. L+N=MdanLNN KM
Jika terpenuhi, maka N dikatakan sebagai suplemen dari L di M (Clark dkk,
2006).
Berikut diberikan contoh dari suplemen.
Contoh 2.13

{0,5} merupakan suplemen pada Z,.
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Diberikan Z- modul Z,,.

Submodul dari Z,, yaitu {0}, {0,5},{0,2,4,6,8}.

Misal

N = {0,5},

L=1{02468} makaN +L={n+In€N,leL}=17,

N n L = {0} merupakan submodul kecil di N, yaitu N n L «< N. Oleh karena itu,

N merupakan suplemen dari L di Z4,.

Berikut ini merupakan definisi dari suplemen lemah.

Definisi 2.4.2

Sebuah submodul N ¢ M dikatakan suplemen lemah pada submodul L dari M
jjlka N+L=Mdan NNnL « M. Modul M dikatakan bersuplemen lemah jika
setiap submodul N dari M mempunyai suplemen lemah (Clark dkk, 2006).

Dapat dikatakan bahwa sebuah submodul N ¢ M adalah sebuah suplemen dari
suatu submodul L c M. Jelas bahwa setiap submodul suplemen adalah suplemen

lemah (untuk submodul yang sama) (Clark dkk, 2006).

Berikut ini merupakan contoh suplemen lemah.

Contoh 2.14

Diberikan Z- modul Z¢. Submodul-submodul dari Z adalah {0}, {0,2,4} dan
{0,3}.

Untuk submodul {0,2,4} terdapat submodul {0,3} sehingga {0,2,4} + {0,3} = Z.
{0,2,4} N {0,3} = {0} < Z.

Jadi {0,2,4} merupakan suplemen lemah dari Z.
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2.5 Pemetaan Inklusi Cosmall dan Submodul Coclosed
Berikut ini merupakan definisi dari pemetaan inklusi cosmall.
Definisi 2.5.1

Diberikan submodul K c L ¢ M, pemetaan inklusi K c L dikatakan cosmall di M

CcS

jikaL /K « M /K, dinotasikan dengan K — L.
M

Berikut ini adalah definisi dari submodul coclosed.

Definisi 2.5.2

Sebuah submodul L € M dikatakan coclosed di M jika L tidak mempunyai
submodul sejati K, yaitu jika K < L cosmall di M, maka K = L. Dengan demikian
L coclosed di M jika dan hanya jika untuk setiap submodul sejati K c L, ada

submodul N dari M sedemikian sehingga L+ N =M tetapi K+ N # M.

dinotasikan dengan L SMm ( Clark dkk, 2006).
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