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ABSTRACT 

 

INTEGRAL RIEMANN IN FIRST DIFFERENCE SEQUENCE  

 

 

By 

 

KHOWASHIYAH SYAFITRI 

 

 

The Riemann integral is defined as a function in the domain in the form of a 

closed and finite interval [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ as the area under the curve of the function.  . 

The function that has a real number value in the Riemann integral is replaced with 

a function that has a value of one-level difference sequence or can be denoted by 

𝑓̅ ∈ ℓ1(∆).  In this study, it will be presented about Riemann integral in first 

difference sequence.  In this case, a function in ℝ on Riemann integral was 

replaced by a function in first difference sequence.  Thus, obtained condition that 

fulfill a function in first difference sequence can be integrated Riemann.  

Furthermore, an example is given as an application.   

 

Keywords: Riemann integral, difference sequence ℓ1(∆). 

 

 



 

 

 

 

 

 

ABSTRAK 

 

INTEGRAL RIEMANN BERNILAI BARISAN SELISIH TINGKAT SATU 

 

 

Oleh 

 

KHOWASHIYAH SYAFITRI 

 

 

Integral Riemann didefinisikan sebagai suatu fungsi pada domain berupa interval 

tertutup dan terbatas [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ sebagai luas daerah di bawah kurva dari fungsi 

tersebut.  Fungsi yang bernilai bilangan real pada integral Riemann diganti dengan 

fungsi yang bernilai barisan selisih tingkat satu atau dapat dinotasikan dengan 𝑓̅ ∈

ℓ1(∆).  Pada kajian ini akan disajikan tentang integral Riemann bernilai barisan 

selisih tingkat satu serta sifat-sifat dasarnya.  Sehingga, diperoleh syarat yang 

memenuhi suatu fungsi bernilai barisan selisih tingkat satu dapat terintegral 

Riemann.  Selanjutnya, diberikan contoh sebagai bentuk penerapannya.   

 

Kata kunci: integral Riemann, barisan selisih tingkat satu ℓ1(∆). 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi saat ini memengaruhi salah satu aspek, 

yaitu ilmu matematika yang berperan penting dalam prosesnya.  Teori matematika 

digunakan sebagai landasan pemikiran, bahan pertimbangan, dan pengambilan 

keputusan.  Bidang kajian matematika yaitu kalkulus diantaranya membahas 

tentang fungsi-fungsi bernilai real dan vektor.  Konsep tersebut telah 

dikembangkan dan diterapkan dalam kehidupan sehari-hari, salah satunya adalah 

integral. 

 

 

Pertama kali integral dikemukakan oleh Isac Newton dan Gottfried Wilhelm 

Leibniz pada akhir abad ke-17.  Disebutkan bahwa integral sebagai anti turunan 

yaitu suatu bentuk operasi pengintegralan fungsi yang menghasilkan fungsi baru.  

Tetapi, fungsi tersebut belum memiliki nilai pasti, sehingga bentuk integralnya 

dapat dikatakan integral tak tentu dari 𝑓 dan dinotasikan dengan ∫ 𝑓.  Selanjutnya, 

integral diteliti secara lebih mendalam oleh Benhard Riemann pada tahun 1850 

dan ditemukannya konsep integral yang dikenal sebagai integral Riemann.  

Integral Riemann didefinisikan sebagai suatu fungsi pada domain berupa interval 

tertutup dan terbatas [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ sebagai luas daerah di bawah kurva dari fungsi 

tersebut.   

 

 

Dalam hal ini, fungsi yang bernilai bilangan real pada integral Riemann diganti 

dengan fungsi yang bernilai barisan selisih tingkat satu.  Dapat dinotasikan 

dengan 𝑓̅ = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑘) ∶ [0,1] ⊂ ℝ → ℓ1(∆) dan 𝑓̅ ∈ ℛ[𝑎, 𝑏].  Dikatakan 
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𝑓̅ ∈ ℓ1(∆) jika ‖Δ(ℛ, 𝑓)̅‖
ℓ1

< ∞.  Penelitian ini akan difokuskan pada konsep 

integral Riemann bernilai barisan selisih tingkat satu dan dikaji syarat-syarat yang 

memenuhi suatu fungsi di barisan selisih tingkat satu dapat terintegral Riemann 

pada [𝑎, 𝑏] serta diberikan contoh sebagai bentuk penerapannya. 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji dan menyusun konsep integral 

Riemann bernilai barisan selisih tingkat satu.   

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Adapun manfaat penelitian ini adalah:   

1. memahami dan mengaplikasikan konsep integral Riemann bernilai barisan 

selisih tingkat satu; 

2. dapat memberikan referensi untuk meneliti lebih lanjut mengenai konsep 

integral Riemann bernilai barisan selisih lainnya. 

 

 



 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

Pada bagian ini akan diberikan beberapa pustaka dan dasar teori yang dikaji untuk 

digunakan dalam pembahasan selanjutnya, diantaranya adalah fungsi dan limit, 

turunan fungsi, integral Riemann, barisan fungsi, ruang Banach, dan ruang barisan 

selisih. 

 

 

2.1 Fungsi dan Limit 

 

 

 

Diberikan terlebih dahulu konsep dasar fungsi yang diambil dari Bartle dan 

Sherbert pada tahun 2000.  𝑓: 𝐴 → 𝐵 merupakan fungsi dari 𝐴 ke 𝐵.  Dikatakan 

fungsi jika setiap anggota di 𝐴 dipasangkan tepat satu dengan anggota di 𝐵.  

Selanjutnya, diberikan konsep dasar limit.  Jika 𝑓 adalah suatu fungsi, maka 

lim
𝑡→𝑐

𝐹(𝑡) = 𝐿 jika dan hanya jika ∀휀 > 0, ∃𝛿 > 0 sehingga jika 0 < |𝑡 − 𝑐| < 𝛿 

berlaku |𝐹(𝑡) − 𝐿| < 휀 (Ayres,jr dan Mendelson, 2004).  Berikut diberikan 

teorema dasar limit oleh Ayres,jr dan Mendelson, pada tahun 2004. 

 

 

Teorema 2.1.1 (Ayres,jr dan Mendelson, 2004) 

Misalkan lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 dan lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑀, maka 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) memiliki limit 

yaitu lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝐿 + 𝑀. 

 

Bukti: 

Diberikan 휀 > 0 sebarang.  Diketahui jika lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿, maka ∃𝛿1 > 0 sehingga 

|𝑓(𝑥) − 𝐿| <
𝜀

2
 apabila 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿1.  Selain itu, diketahui jika lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) =

𝑀, maka ∃𝛿2 > 0 sehingga |𝑔(𝑥) − 𝑀| <
𝜀

2
 apabila 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿2.  Pilih 𝛿 =
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𝑚 〈𝛿1, 𝛿2〉, maka untuk 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 dipenuhi |𝑓(𝑥) − 𝐿| <
𝜀

2
 dan |𝑔(𝑥) −

𝑀| <
𝜀

2
.  Sehingga, diperoleh 

|(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) − (𝐿 + 𝑀)| = |(𝑓(𝑥) − 𝐿) − (𝑔(𝑥) − 𝑀)|  

≤ |𝑓(𝑥) − 𝐿| + |𝑔(𝑥) − 𝑀| ≤
휀

2
+

휀

2
= 휀, 

karena 휀 > 0 sebarang, maka lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝐿 + 𝑀. ∎ 

 

 

Teorema 2.1.2 (Ayres,jr dan Mendelson, 2004) 

Misalkan 𝐴 ⊂ ℝ dan fungsi 𝑓 kontinu di 𝑐 ∈ 𝐴.   ∀휀 > 0, ∃𝛿 > 0 sedemikian 

sehingga jika 𝑥 ∈ 𝐴 memenuhi |𝑥 − 𝑐| < 𝛿, maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 휀.  Oleh 

karena itu, fungsi 𝑓 kontinu pada 𝐴 jika 𝑓 kontinu di setiap 𝑐 ∈ 𝐴. 

 

Bukti: 

Misalkan 𝑓 kontinu di 𝑐.  Ambil 휀 > 0 sebarang.  Anggap 𝑉 = (𝑓(𝑐) − 휀, 𝑓(𝑐) +

휀) dan karena 𝑓 kontinu di 𝑐, maka ∃𝑈𝑣 dari 𝑐 sehingga 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉, ∀𝑥 ∈ 𝑈𝑣.  

Pilih 𝛿 > 0, sehingga (𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿) ⊂ 𝑈𝑣.  Selanjutnya, untuk 𝛿 berlaku 𝑓(𝑥) ∈

𝑉, sehingga untuk |𝑥 − 𝑐| < 𝛿, maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 휀.  Diberikan sebarang 𝑥𝑛 

barisan yang konvergen ke 𝑐 dan ambil 휀 > 0 sebarang.  ∃𝛿 > 0 sedemikian 

sehingga jika 𝑥 ∈ 𝐴 memenuhi |𝑥 − 𝑐| < 𝛿, maka |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 휀.  Diketahui 

(𝑥𝑛) konvergen ke 𝑐, maka ∃𝑁0 ∈ 𝑁, sehingga |𝑥𝑛 − 𝑐| < 𝛿 apabila 𝑛 ≥ 𝑛0.  

Jadi, ∀𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑐)| < 휀, sehingga (𝑓(𝑥𝑛)) konvergen ke 𝑓(𝑐).  

Oleh sebab itu, fungsi 𝑓 kontinu di 𝑐.               ∎ 

 

 

2.2 Turunan Fungsi 

 

 

 

Menurut Stewart (2002), turunan fungsi 𝑓 adalah 𝑓′ yang memiliki nilai sebarang 

pada bilangan 𝑐 adalah 𝑓′(𝑐) = lim
ℎ→0

 
𝑓(𝑐+ℎ)−𝑓(𝑐)

ℎ
 dengan syarat limit ini ada.  

Berikut diberikan teorema dasar turunan fungsi oleh Stewart pada tahun 2002 dan 

Darmawijaya pada tahun 2006. 
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Teorema 2.2.1 (Stewart, 2002) 

Jika 𝑓′(𝑐) ada, maka 𝑓 kontinu di 𝑐. 

 

Bukti: 

Akan ditunjukkan bahwa lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐), maka 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐) +
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑐)

𝑥−𝑐
∙

(𝑥 − 𝑐), 𝑥 ≠ 𝑐. 

Sehingga, diperoleh 

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑐

[𝑓(𝑐) +
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑐)

𝑥−𝑐
∙ (𝑥 − 𝑐)]  

 = lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑐) + lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑐)

𝑥−𝑐
∙ lim

𝑥→𝑐
(𝑥 − 𝑐)  

 = 𝑓(𝑐) + 𝑓′(𝑐) ∙ 0 = 𝑓(𝑐). 

 

 

Teorema 2.2.2 (Darmawijaya, 2006) 

Diketahui fungsi 𝑓: 𝐷𝑓 → ℝ, fungsi 𝑔: 𝐷𝑔 → ℝ dengan ℝ𝑓 ⊂ 𝐷𝑔, 𝑎 ∈ 𝐷𝑓 sebagai 

titik limit himpunan 𝐷𝑓 dan 𝑓(𝑎) sebagai titik limit himpunan 𝐷𝑔.  Jika 𝑓′(𝑎) dan 

𝑔′(𝑎) ada, maka berlaku (𝑔𝑜𝑓)′(𝑎) = 𝑔′(𝑓(𝑎))𝑓′(𝑎). 

 

Bukti: 

Telah diketahui bahwa 𝑔′(𝑓(𝑎)) dan 𝑓′(𝑎) ada, maka diperoleh 

(𝑔𝑜𝑓)′(𝑎) = lim
𝑥→𝑎

(𝑔𝑜𝑓)(𝑥)−(𝑔𝑜𝑓)(𝑎)

𝑥−𝑎
  

= lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑓(𝑎))−𝑔(𝑓(𝑎))

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)
∙

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
  

= 𝑔′(𝑓(𝑎)) ∙ 𝑓′(𝑎). 

 

 

2.3 Integral Riemann 

 

 

 

Berikut diberikan konsep dasar integral Riemann yang diambil dari Darmawijaya 

(2006).  Misalkan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terbatas dan 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} partisi pada 

[𝑎, 𝑏] sedemikian sehingga 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏 dan norm partisi 
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𝑃 yang dinyatakan dengan ‖𝑃‖ nilai terbesar di antara bilangan (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1), 𝑖 =

1, 2, … , 𝑛, maka definisi jumlah Riemann pada fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ adalah 

𝑆(𝑓; 𝑃) = ∑ 𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥𝑖

∞

𝑖=1

= ∑ 𝑓(𝑥𝑖)

∞

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1). 

Bilangan real 𝑢 disebut limit 𝑆(𝑓; 𝑃) untuk norm ‖𝑃‖ → 0 dan ditulis 

lim
‖𝑝‖→0

𝑆(𝑓; 𝑃) = 𝑢 jika dan hanya jika ∀휀 > 0 yang diberikan dan sebarang 

pengambilan titik 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], ∃𝛿 > 0 untuk semua 𝑃 pada [𝑎, 𝑏] dengan 

‖𝑃‖ < 𝛿 berlaku |𝑆(𝑓; 𝑃 − 𝑢)| < 휀.  Selanjutnya, fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ dikatakan 

terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] jika nilai dari 

lim
‖𝑃‖→0

∑ 𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥𝑖

∞

𝑖=1

 

ada.  Sehingga, berlaku 

lim
‖𝑃‖→0

𝑆(𝑓; 𝑃) = lim
‖𝑃‖→0

∑ 𝑓(𝑥𝑖)Δ𝑥𝑖

∞

𝑖=1

= 𝑢. 

 

 

Teorema 2.3.1 (Ayres, jr dan Mendelson, 2004) 

Misalkan fungsi 𝑓 kontinu pada interval [𝑎, 𝑏] dan misalkan 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥) yaitu 

𝐹 adalah anti turunan dari 𝑓, maka 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎
.  

 

Bukti: 

Diberikan 휀 > 0 sebarang.  Pilih 𝑃 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} dari 𝐼 sedemikian sehingga 

𝑈(𝑓; 𝑃) − 𝐿(𝑓; 𝑃) < 휀. 

Menurut teorema nilai rata-rata, pada setiap [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘], ∃𝑡𝑘 ∈ (𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘) 

sedemikian sehingga 

𝐹(𝑥𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘−1) = (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) 𝑓(𝑡𝑘). 

Misalkan 𝑚𝑘 dan 𝑀𝑘 adalah infimum dan supremum dari 𝑓 pada [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘], maka 

𝑚𝑘(𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘) ≤ 𝐹(𝑥𝑘) − 𝐹(𝑥𝑘−1) ≤ 𝑀𝑘(𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘). 

Untuk tiap 𝑘 = 1, 2, 3, … , 𝑛.  Dengan menjumlahkan suku-suku di tengah, maka 

diperoleh 
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𝐿(𝑓; 𝑃) ≤ 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) ≤ 𝑈(𝑓; 𝑃). 

Selain itu, dimiliki 

𝐿(𝑓; 𝑃) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
≤ 𝑈(𝑓; 𝑃)  

yang berakibat 

|∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 − (𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎))
𝑏

𝑎
| < 휀  

yang berlaku untuk sebarang 휀 > 0, maka dapat disimpulkan 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎
.  

       

Teorema 2.3.2 (Stewart, 2002) 

Andaikan bahwa 𝑓 dan 𝑔 terintegralkan pada [𝑎, 𝑏] dan bahwa 𝑘 konstanta, maka 

𝑘 dan 𝑓 + 𝑔 terintegralkan dan 

i. ∫ 𝑘
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥, 

ii. ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥. 

 

Bukti: 

i. Diketahui 𝑓 ∈ ℝ [𝑎, 𝑏].  Diberikan sebarang 휀 > 0 dan 𝑘 merupakan konstanta.  

Jika 𝑓 ∈ ℝ [𝑎, 𝑏], maka terdapat 𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 dan 𝛿 > 0, sehingga ∀𝑃 pada 

[𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ < 𝛿 berlaku 

|𝑆(𝑓; 𝑃) − 𝐴| < 휀. 

Jika 𝑃 sebarang partisi pada [𝑎, 𝑏] dengan sifat ‖𝑃‖ < 𝛿 berlaku  

|𝑆(𝑘𝑓; 𝑃) − 𝐴| = |(∑ (𝑘𝑓)(𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 )𝑃 − 𝐴| < 휀  

 = |((𝑘) ∑ (𝑓)(𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 )𝑃 − 𝐴| < 휀,  

karena 𝑘 konstanta, maka  

 = 𝑘|(∑ (𝑓)(𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1)𝑛
𝑖=1 )𝑃 − 𝐴| < 휀  

 = 𝑘|𝑆(𝑓; 𝑃) − 𝐴| < 휀 

 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥.  

ii. Diketahui 𝑓, 𝑔 ∈ ℝ [𝑎, 𝑏].  Diberikan sebarang 휀 > 0.  Jika 𝑓 ∈ ℝ [𝑎, 𝑏], maka 

terdapat 𝐴1 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 dan 𝛿1 > 0, sehingga ∀𝑃1 pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ <

𝛿 berlaku 
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|𝑆(𝑓; 𝑃1) − 𝐴1| <
𝜀

2
  

dan karena 𝑔 ∈ ℝ [𝑎, 𝑏], maka ∃𝐴2 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 dan 𝛿2 > 0, sehingga ∀𝑃2 

pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ < 𝛿 berlaku 

|𝑆(𝑃2, 𝑓) − 𝐴2| <
𝜀

2
.  

Dipilih 𝛿 = 𝑚 {𝛿1, 𝛿2}, akibatnya jika 𝑃 sebarang partisi pada [𝑎, 𝑏] dengan 

‖𝑃‖ < 𝛿 yang berakibat  

|𝑆(𝑃, 𝑓 + 𝑔) − (𝐴1 − 𝐴2)| = |(𝑃) ∑ (𝑓 + 𝑔)𝑛
𝑖=1 (𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1) − (𝐴1 − 𝐴2)|  

= |(𝑃) ∑ 𝑓𝑛
𝑖=1 (𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1) + 𝑔(𝛼𝑖)(𝑥𝑖 , 𝑥𝑖−1) − (𝐴1 − 𝐴2)|  

= |(𝑃) ∑ 𝑓𝑛
𝑖=1 (𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1) + (𝑃) ∑ 𝑔𝑛

𝑖=1 (𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1) − (𝐴1 − 𝐴2)|  

= |(𝑃) ∑ 𝑓𝑛
𝑖=1 (𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1) − 𝐴1| + |(𝑃) ∑ 𝑔𝑛

𝑖=1 (𝛼𝑖)(𝑥𝑖, 𝑥𝑖−1) − 𝐴2|  

<
𝜀

2
+

𝜀

2
= 휀.  

Terbukti (𝑓 + 𝑔) ∈ ℝ [𝑎, 𝑏] dan ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥 +

∫ 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥.                         ∎ 

 

 

2.4 Barisan Fungsi 

 

 

 

Sebelum barisan fungsi dibahas lebih lanjut, diberikan konsep dasar dari barisan 

yang diambil dari Bartle dan Sherbert pada tahun 2000.  Misal  �̅� ∶ ℕ → ℝ adalah 

suatu barisan.  Dapat didefinisikan sebagai suatu fungsi �̅� yang daerah asalnya 

(domain) merupakan himpunan bilangan asli ℕ dan daerah hasilnya (range) 

termuat dalam himpunan bilangan real ℝ.  Nilai dari fungsi �̅� pada 𝑛 ∈ ℕ 

membentuk suatu barisan yang dinotasikan dengan �̅� = (𝑥𝑛) yaitu 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛).  Sebagai contoh, diberikan barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
) dengan 𝑛 =

1, 2, 3, ….  Sehingga, (
1

𝑛
) = (1,

1

2
,

1

3
, … ) merupakan barisan bilangan real. 

 

Tanda kurung tersebut yang membedakan antara notasi barisan dan himpunan.  

Dapat diilustrasikan jika �̅� = ((−1)𝑛; 𝑛 ∈ ℕ) adalah suatu barisan, maka unsur-

unsur dalam barisannya ditulis secara berurutan dari kiri ke kanan, yaitu �̅� =

(−1,1, −1,1, … ).  Sedangkan, jika  �̅� = {(−1)𝑛|𝑛 ∈ ℕ} adalah suatu himpunan, 
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maka unsur-unsur dalam himpunannya dapat ditulis berurutan namun tidak dapat 

diulang yaitu �̅� = {−1,1}.  

 

Berikutnya, akan dibahas mengenai barisan konvergen.  Barisan bilangan real �̅� =

(𝑥𝑛; 𝑛 ∈ ℕ) dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ ℝ atau limit dari (𝑥𝑛) adalah 𝑥, jika 

∀휀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑁0 sedemikian sehingga ∀𝑛 ≥ 𝑁0, maka |𝑥𝑛 − 𝑥| <

휀.  Barisan yang mempunyai limit disebut barisan konvergen yang dinyatakan 

dengan lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛) = 𝑥.  Sedangkan, barisan yang tidak mempunyai limit disebut 

barisan divergen.  Sebagai contoh, akan dibuktikan bahwa lim
𝑛→∞

(
1

𝑛2+1
) = 0.  

Diberikan 휀 > 0.  Terdapat 𝑁0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 
1

𝑁0
< 휀.  Jika 𝑛 ≥ 𝑁0, 

maka 
1

𝑛
≤

1

𝑁0
< 휀, sehingga |

1

𝑛2+1
− 0| =

1

𝑛2+1
<

1

𝑛
≤

1

𝑁0
< 휀. 

 

Selanjutnya, diberikan konsep dasar barisan fungsi yang diambil dari Bartle dan 

Sherbert pada tahun 2000.  Jika diketahui fungsi (𝑓𝑘): 𝐷 ⊂ ℝ → ℝ, ∀𝑘 ∈ ℕ, maka 

diperoleh barisan (𝑓𝑘) yang disebut barisan fungsi.  𝐷 merupakan domain fungsi 

(𝑓𝑘), ∀𝑘 ∈ ℕ, dan ∀𝑡 ∈ 𝐷 diperoleh barisan bilangan nyata (𝑓𝑘(𝑡)).  Berikut 

diberikan teorema dasar barisan fungsi yang diambil dari Bartle dan Sherbert pada 

tahun 2000. 

 

 

Teorema 2.4.1 (Bartle dan Sherbert, 2000) 

Barisan fungsi (𝑓𝑘) konvergen ke suatu fungsi 𝑓 pada 𝐴 jika ∀𝑡 ∈ 𝐴 dan bilangan 

휀 > 0, ∃𝑛 = 𝑛(𝑡, 휀), sehingga ∀𝑘 ≥ 𝑛 berakibat |𝑓𝑘(𝑡) − 𝑓(𝑡)| < 휀. 

 

Contoh: 

Diberikan 𝑓𝑘(𝑡) =
𝑡𝑘

𝑘
.  Barisan bilangan (𝑓𝑘(𝑡)) konvergen ke 0 ∀𝑡 ∈ [0,1], sebab 

∀𝑡 ∈ [0,1] berlaku |𝑓𝑘(𝑡) − 0| = |
𝑡𝑘

𝑘
− 0| =

𝑡𝑘

𝑘
<

1

𝑘
≤ 휀.  Asalkan 𝑘 >

1

𝜀
 atau 𝑘 ≥

𝑛 dengan 𝑛 merupakan bilangan asli pertama yang lebih besar daripada bilangan 

1

𝜀
.  Sehingga, 𝑛 dapat dipilih hanya bergantung pada 휀.  Jadi, barisan fungsi (𝑓𝑘) 

konvergen ke fungsi 𝑓 pada [0,1] dengan 𝑓(𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [0,1].  Dapat dipilih 
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bilangan asli 𝑛 yang hanya bergantung pada 휀 saja, tak bergantung pada 𝑡 ∈ [0,1], 

sehingga ∀𝑘 ≥ 𝑛 dan ∀𝑡 ∈ [0,1] berakibat |𝑓𝑘(𝑡) − 0| = |
𝑡𝑘

𝑘
− 0| < 휀.  

 

 

2.5 Ruang Banach 

 

 

 

Berikut diberikan konsep dasar ruang vektor terlebih dahulu.  Menurut Anton 

(2000), misalkan 𝑉 himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi 

penjumlahan dan perkalian skalar dimana 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 dan 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ, sehingga 𝑉 

disebut ruang vektor jika memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

1. 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑉 menunjukkan sifat tertutup pada penjumlahan. 

2. 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 menunjukkan sifat komutatif pada penjumlahan. 

3. 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 menunjukkan sifat asosiatif pada penjumlahan. 

4. Ada sebuah vektor 0 ∈ 𝑉 sehingga 0 + 𝑢 = 𝑢 + 0 menunjukkan sifat 

identitas pada penjumlahan. 

5. ∀𝑢 ∈ 𝑉 terdapat (−𝑢), sehingga 𝑢 + (−𝑢) = (−𝑢) + 𝑢 menunjukkan sifat 

invers pada penjumlahan. 

6. Jika 𝛼 skalar dan sebarang vektor 𝑢 ∈ 𝑉, maka 𝛼𝑢 ∈ 𝑉. 

7. 𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣 menunjukkan sifat distribusi kiri perkalian skalar pada 

penjumlahan vektor. 

8. (𝛼 + 𝛽)𝑢 = 𝛼𝑢 + 𝛽𝑢 menunjukkan sifat distribusi kanan perkalian vektor 

pada penjumlahan skalar. 

9. 𝛼(𝛽𝑢) = (𝛼𝛽)𝑢 menunjukkan sifat asosiatif pada perkalian. 

10. Untuk sebarang bilangan real 1 dan ∀𝑢 ∈ 𝑉 berlaku 1𝑢 = 𝑢 menunjukkan 

sifat identitas pada perkalian. 

 

Berikutnya, akan diberikan konsep dasar ruang bernorm.  Ruang linear dikatakan 

bernorm jika fungsi ‖∙‖ ∶ 𝑋 → ℝ memenuhi aksioma: 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0.  

2. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼| ∙ ‖𝑥‖ untuk setiap skalar 𝛼 dan 𝑥 ∈ 𝑋. 
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3. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Sehingga, bilangan non negatif ‖𝑥‖ disebut norm vektor 𝑥 dengan notasi (𝑋, ‖∙‖) 

(Darmawijaya, 2007).  Berikut diberikan juga teorema dasar ruang bernorm.  

 

 

Teorema 2.5.1 (Darmawijaya, 2007) 

Ruang bernorm terhadap norm ‖∙‖𝑝 merupakan ruang barisan ℓ𝑝(1 ≤ 𝑝 < ∞). 

 

Bukti: 

Diberikan sebarang  �̅� = (𝑥𝑛), �̅� = (𝑦𝑛) ∈ ℓ𝑝 dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ dan skalar 𝛼. 

Sehingga, diperoleh: 

1. ‖�̅�‖𝑝 = (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 ≥ 0 karena |𝑥𝑛| ≥ 0, ∀𝑛. 

‖�̅�‖𝑝 = (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = 0 ⇔  |𝑥𝑛| ≥ 0, ∀𝑛 ⇔  �̅� = {0} = 0̃ 

2. ‖𝛼�̅�‖𝑝 = (∑ |𝛼𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = |𝛼|(∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = |𝛼|‖𝑥‖𝑝 

Jelas bahwa ‖𝛼𝑥‖𝑝 < ∞. 

3. ‖�̅� + �̅�‖𝑝 ≤ ‖�̅�‖𝑝 + ‖�̅�‖𝑝 = (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 + (∑ |𝑦𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 < ∞. 

Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa ℓ𝑝 merupakan ruang linear dan norm ‖∙‖𝑝 

pada norm ℓ𝑝.  Jadi, (ℓ𝑝, ‖∙‖𝑝) ruang bernorm.             ∎ 

 

Selanjutnya, diberikan definisi dari barisan Cauchy.  Barisan Cauchy adalah 

barisan (𝑥𝑛) di ruang bernorm (𝑋, ‖∙‖) jika ∀휀 > 0, ∃𝑛0 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga ∀ 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 휀 (Bartle dan Sherbert, 2000). 

 

Contoh:  

Misalkan (
1

𝑛
) merupakan barisan Cauchy.  Diberikan 휀 > 0, pilih 𝑛0 ∈ ℕ, maka 

∀ 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 휀. 

 

Bukti: 

Diberikan sebarang 휀 > 0 jika 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0, maka 
1

𝑚
≤

1

𝑛0
,

1

𝑛
≤

1

𝑛0
.  Tinjaulah 

|
1

𝑚
−

1

𝑛
| ≤ |

1

𝑚
| + |−

1

𝑛
| ≤

1

𝑚
+

1

𝑛
≤

1

𝑛0
+

1

𝑛0
=

2

𝑛0
< 휀  

Pilih 𝑛0 >
2

𝜀
, sehingga jika 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0, maka 
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|
1

𝑚
−

1

𝑛
| ≤ |

1

𝑚
| + |−

1

𝑛
| ≤

1

𝑚
+

1

𝑛
≤

1

𝑛0
+

1

𝑛0
=

2

𝑛0
=

2
2

𝜀

= 2 ∙
𝜀

2
< 휀  

Berikut diberikan teorema dasar barisan Cauchy yang diambil dari Bartle dan 

Sherbert pada tahun 2000. 

 

 

Teorema 2.5.2 (Bartle dan Sherbert, 2000) 

Barisan Cauchy merupakan barisan yang konvergen di dalam ruang bernorm 

(𝑋, ‖∙‖). 

 

Bukti: 

Diberikan (𝑥𝑛) ∈ 𝑋 dengan lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 dan 휀 < 0, maka ∃𝑛 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga berlaku 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) <
𝜀

2
, ∀𝑛 ≥ ℕ yang berakibat 𝑚, 𝑛 ≥ ℕ berlaku 

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥𝑚) + 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) < 휀.   

 

Dengan demikian, untuk setiap barisan Cauchy yang konvergen disebut sebagai 

ruang bernorm yang lengkap.  Ruang bernorm yang lengkap merupakan definisi 

dari ruang Banach.  Berikut ini diberikan teorema dasar ruang Banach yang telah 

dibuktikan oleh Darmawijaya pada tahun 2007. 

 

 

Teorema 2.5.3 (Darmawijaya, 2007) 

Ruang Banach dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝑝 ∈ ℝ, maka (ℓ𝑝, ‖∙‖𝑝). 

 

Bukti: 

Sudah terbukti (ℓ𝑝, ‖∙‖𝑝) merupakan ruang bernorm sehingga akan dibuktikan 

bahwa ruang bernorm itu lengkap.  Akan ditunjukkan untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ diambil 

sebarang barisan Cauchy  �̅�(𝑗) ⊂ ℓ𝑝. 

1.  �̅�(𝑗) =  (𝑥𝑛
(𝑗)

) = (𝑥1
(𝑗)

, 𝑥2
(𝑗)

, 𝑥3
(𝑗)

, … ). 

Untuk sebarang 휀 > 0, ∃𝑛0, sehingga ∀𝑖, 𝑗 ≥ 𝑛0 berlaku. 

2. ‖ �̅�(𝑖) −  �̅�(𝑗)‖
𝑝

<
𝜀

4
 atau ∑ | 𝑥𝑛

(𝑖)
− 𝑥𝑛

(𝑗)
|

𝑝

< (
𝜀

4
)

𝑝
∞
𝑛=1 . 
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Hal ini mengakibatkan ∀𝑖, 𝑗 > 0 berlaku |𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

| <
𝜀

4
, ∀𝑛 atau diperoleh 

barisan Cauchy 𝑥𝑛
(𝑗)

, ∀𝑛.  Jadi, ∃𝑥𝑛, sehingga lim
𝑗→∞

𝑥𝑛
(𝑗)

= 𝑥𝑛 atau lim
𝑗→∞

|𝑥𝑛
(𝑗)

−

𝑥𝑛| = 0.  

3. (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = (∑ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛
(𝑗)

+ 𝑥𝑛
(𝑗)

|
𝑝

∞
𝑛=1 )

1

𝑝
  

  = lim
𝑗→∞

(∑ |𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

+ 𝑥𝑛
(𝑗)

|
𝑝

∞
𝑛=1 )

1

𝑝
  

  = lim
𝑗→∞

(∑ |𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

|
𝑝

∞
𝑛=1 )

1

𝑝
+ (∑ |𝑥𝑛

(𝑗)
|

𝑝
∞
𝑛=1 )

1

𝑝
< ∞  

yang berarti  �̅� = (𝑥𝑛) ∈ ℓ𝑝.  

4. ‖ �̅� −  �̅�(𝑗)‖
𝑝

= (∑ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛
(𝑗)

|
𝑝

∞
𝑛=1 )

1

𝑝
= lim

𝑗→∞
(∑ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛

(𝑗)
|

𝑝
∞
𝑛=1 )

1

𝑝
<

𝜀

4
, 

maka barisan (�̅�(𝑗)) konvergen ke �̅�. 

Berdasarkan hasil (3) dan (4) terbukti bahwa barisan Cauchy (�̅�(𝑗)) ⊂ ℓ𝑝 

konvergen ke �̅� = (𝑥𝑛) ∈ ℓ𝑝 atau terbukti bahwa (ℓ𝑝, ‖∙‖𝑝), 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

merupakan ruang Banach.                ∎ 

 
 

2.6 Ruang Barisan Selisih 

 

 

 

Sebelum ruang barisan selisih dipahami, terlebih dahulu diberikan konsep dasar 

ruang barisan.  Diberikan ℓ𝑝 yaitu koleksi semua barisan bilangan real, ℓ𝑝 =

{�̅� = (𝑥𝑛) ∶ 𝑥𝑛 ∈ ℝ} ∀ 𝑝 ∈ ℝ dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ didefinisikan: 

ℓ𝑝 = {�̅� = (𝑥𝑛) ∈ ℝ ∶ (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 < ∞}…...……….(2.6.1) 

dan norm pada ℓ𝑝 yaitu ‖�̅�‖𝑝 = (∑ |𝑥𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 (Darmawijaya, 2007).  Sebagai 

contoh, 𝑝 = 1 disubstitusikan ke persamaan 2.6.1, sehingga ruang barisan tingkat 

satu diperoleh ℓ1 = {�̅� = (𝑥𝑛) ∈ ℝ ∶  ∑ |𝑥𝑛|∞
𝑛=1 < ∞} dan norm pada ℓ1 yaitu 

‖�̅�‖1 = ∑ |𝑥𝑛|∞
𝑛=1 .  
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Selanjutnya, diberikan konsep dasar ruang barisan selisih yang diambil dari 

Kizmaz, 1981.  Didefinisikan jika  

∆𝑚�̅� = ∆𝑚𝑥𝑛 = (∑ (−1)𝑖𝑚
𝑖=0 (

𝑚
𝑖

) 𝑥𝑛+𝑚−𝑖), ∀𝑛 ∈ ℕ………(2.6.2) 

maka ∆𝑚�̅� disebut barisan selisih ke-𝑚 terhadap barisan �̅� = (𝑥𝑛).  Sebagai 

contoh, 𝑚 = 1 disubstitusikan ke persamaan 2.6.2, sehingga barisan selisih ke-1 

terhadap barisan �̅� = (𝑥𝑛) adalah ∆�̅� = (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛), ∀𝑛 ∈ ℕ.  Berikut diberikan 

contoh soal terkait barisan selisih ke-1. 

 

Contoh: 

Diberikan barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛2), ∀𝑛 = 1,2,3,4, … didefinisikan (𝑥𝑛) =

{1,
1

4
,

1

9
,

1

16
, … }.  Akan dicari barisan selisih ke-1 sebagai berikut. 

 Δ�̅� = (∑ (−1)𝑖1
𝑖=0 (

1
𝑖

) 𝑥𝑛+1−𝑖)  

          = ((−1)0 (
1
0

) 𝑥𝑛+1−0) + ((−1)1 (
1
1

) 𝑥𝑛+1−1)       

          = (1.
1!

(1−0)!0!
. 𝑥𝑛+1) + ((−1).

1!

(1−1)!1!
. 𝑥𝑛+0)   

          = (1.1. 𝑥𝑛+1) − (1.1. 𝑥𝑛)  

          = (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)  

          = ((𝑥1+1 − 𝑥1), (𝑥2+1 − 𝑥2), (𝑥3+1 − 𝑥3), … )  

          = ((𝑥2 − 𝑥1), (𝑥3 − 𝑥2), (𝑥4 − 𝑥3), … ) 

          = ((
1

4
− 1) , (

1

9
−

1

4
) , (

1

16
−

1

9
) , … )  

          = (−
3

4
, −

5

36
, −

7

144
, … ).  

Sehingga, terbentuklah barisan selisih ke-1 yaitu Δ�̅�   = (−
3

4
, −

5

36
, −

7

144
, … ). 

 

Berikutnya, diberikan konsep dasar mengenai ruang barisan selisih tingkat satu 

delta satu.  Substitusi 𝑝 = 1 ke persamaan 2.6.1 dan 𝑚 = 1 ke persamaan 2.6.2.  

Dengan menggabungkan kedua persamaan tersebut, didefinisikan ruang barisan 

selisih tingkat satu delta satu sebagai berikut 

ℓ1(Δ) = {�̅� = (𝑥𝑛) ⊂ ℝ ∶ Δ�̅� ∈ ℓ1}……………....…(2.6.3) 

terhadap norm  
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‖�̅�‖(Δ,1) = |𝑥1| + ‖Δ�̅�‖1……………………...…(2.6.4) 

Dengan menggunakan persamaan 2.6.2, berikut perhitungan barisan selisih ke-1 

Δ�̅� = (∑ (−1)𝑖 (
1
𝑖

) 𝑥𝑛+1−𝑖
1
𝑖=0 )  

  = ((−1)0 (
1
0

) 𝑥𝑛+1−0) + ((−1)1 (
1
1

) 𝑥𝑛+1−1)   

  = (1.1. 𝑥𝑛+1) + (−1.1. 𝑥𝑛) 

  = (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) 

  = ((𝑥2 − 𝑥1), (𝑥3 − 𝑥2), (𝑥4 − 𝑥3), … , (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛))……………(2.6.5) 

dan dikatakan  �̅� ∈ ℓ1(Δ) jika  

∑ |Δ𝑥𝑛|1∞
𝑛=1 < ∞………………..…...……(2.6.6) 

 

Dikatakan ruang barisan selisih tingkat satu delta satu jika memenuhi syarat yaitu 

ruang linear, ruang bernorm, dan ruang Banach.  Berikut diberikan bukti ruang 

barisan selisih tingkat satu delta satu memenuhi ketiga syarat tersebut yang 

diambil dari Adistiningtyas pada tahun 2020.  

 

Pertama, akan ditunjukkan ruang barisan selisih ℓ1(Δ) merupakan ruang linear 

sebagai berikut: 

∀�̅�, �̅� ∈ ℓ1(Δ) ⟺ Δ�̅�, Δ�̅� ∈ ℓ1 

  ⟺ (∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) = (∑ |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|∞

𝑛=1 ) < ∞  

dan  

⟺ (∑ |Δ𝑦𝑛|∞
𝑛=1 ) = (∑ |𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛|∞

𝑛=1 ) < ∞.  

Diperoleh 

Δ(�̅� + �̅�)  = Δ�̅� + Δ�̅� ∈ ℓ1 

⟺ (∑ |Δ𝑥𝑛 + Δ𝑦𝑛|∞
𝑛=1 )  

= (∑ |(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) + (𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛)|∞
𝑛=1 )  

= (∑ |(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)|∞
𝑛=1 ) + (∑ |(𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛)|∞

𝑛=1 )  

= (∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) + (∑ |Δ𝑦𝑛|∞

𝑛=1 ) < ∞.  

Jadi �̃� + �̃� ∈ ℓ1(Δ)……………………………………………..….………(2.6.7.a) 

∀𝛼 skalar dan �̃� ∈ ℓ1(Δ) diperoleh 

Δ(𝛼�̅�) = (Δ𝛼𝑥𝑛) 

⟺ (∑ |𝛼(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)|∞
𝑛=1 )  

= (∑ |𝛼||(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)|∞
𝑛=1 )  
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= |𝛼|(∑ |(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)|∞
𝑛=1 )  

= |𝛼|(∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) < ∞……….......................(2.6.7.b) 

Berdasarkan persamaan (2.6.7.a) dan (2.6.7.b) terbukti bahwa ℓ1(Δ) merupakan 

ruang linear.   

 

Kedua, akan ditunjukkan ruang barisan selisih ℓ1(Δ) merupakan ruang bernorm 

terhadap norm ‖�̅�‖(Δ,1) = |𝑥1| + ‖Δ�̅�‖1 sebagai berikut:   

1. ∀�̅� ∈ ℓ1(∆1) ⟺ Δ�̅� ∈ ℓ1  

 ⟺ (∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) = (∑ |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|∞

𝑛=1 ) < ∞.  

Selanjutnya, 

  ‖�̅�‖(Δ,1) = |𝑥1| + ‖Δ�̅�‖1 

= |𝑥1| + (∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) ≥ 0  

= |𝑥1| + (∑ |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) ≥ 0  

dan  

   ‖�̅�‖(Δ,1) = |𝑥1| + ‖Δ�̅�‖1 

⟺ |𝑥1| + (∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) = 0  

⟺ |𝑥1| + (∑ |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) = 0  

⟺ |𝑥1| = 0 dan (∑ |𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) = 0, ∀ 𝑛 

⟺ |𝑥1| = 0 dan |𝑥2 − 𝑥1| = 0, |𝑥3 − 𝑥2| = 0, … 

⟺ 𝑥1 = 0, 𝑥2 − 𝑥1 = 0, 𝑥3 − 𝑥2 = 0, … 

⟺ 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3, … = 0 

⟺ �̅� = {0} = 0̅.  

2. ∀𝛼 skalar dan  �̅� ∈ ℓ1(Δ) 

‖𝛼�̅�‖(∆1,1) = |𝛼𝑥1| + ‖Δα�̅�‖1 

  = |𝛼𝑥1| + (∑ |𝛼(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)|∞
𝑛=1 )  

  = |𝛼||𝑥1| + |𝛼|(∑ |(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)|∞
𝑛=1 )  

  = |𝛼|(|𝑥1| + {∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 })  

  = |𝛼|(|𝑥1| + ‖Δ�̅�‖1) 

  = |𝛼|‖�̅�‖(Δ,1).  

3. ∀�̅�, �̅� ∈ ℓ1(Δ) 

 ‖�̅� + �̅�‖(Δ,1) = |𝑥1 + 𝑦1| + (∑ |Δ(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)|∞
𝑛=1 )  

 = |𝑥1 + 𝑦1| + (∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) + (∑ |Δ𝑦𝑛|∞

𝑛=1 )  
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 ≤ |𝑥1| + (∑ |Δ𝑥𝑛|∞
𝑛=1 ) + |𝑦1| + (∑ |Δ𝑦𝑛|∞

𝑛=1 )  

 = |𝑥1| + ‖Δ�̅�‖1 + |𝑦1| + ‖Δ�̅�‖1 

 = ‖�̅�‖(Δ,1) + ‖�̅�‖(Δ,1). 

Berdasarkan 1,2,3 terbukti bahwa ℓ1(Δ) merupakan ruang bernorm. 

 

Ketiga, akan ditunjukkan ruang barisan selisih ℓ1(Δ) merupakan ruang bernorm 

yang lengkap sebagai berikut: 

Diambil sebarang barisan Cauchy (�̅�(𝑖)) = (�̅�(1), �̅�(2), �̅�(3), … ) ⊂ ℓ1(Δ) dengan  

Δ�̅�(1) = (Δ𝑥1
(1)

, Δ𝑥2
(1)

, Δ𝑥3
(1)

, … , Δ𝑥𝑛
(1)

, … ) 

Δ�̅�(2) = (Δ𝑥1
(2)

, Δ𝑥2
(2)

, Δ𝑥3
(2)

, … , Δ𝑥𝑛
(2)

, … ) 

Δ�̅�(3) = (Δ𝑥1
(3)

, Δ𝑥2
(3)

, Δ𝑥3
(3)

, … , Δ𝑥𝑛
(3)

, … ) 

⋮ 

Δ�̅�(𝑖) = (Δ𝑥1
(𝑖)

, Δ𝑥2
(𝑖)

, Δ𝑥3
(𝑖)

, … , Δ𝑥𝑛
(𝑖)

, … ). 

Diperoleh  

Δ�̅�(𝑖) = (Δ𝑥𝑛
(𝑖)

) = (Δ𝑥1
(𝑖)

, Δ𝑥2
(𝑖)

, Δ𝑥3
(𝑖)

, … , Δ𝑥𝑛
(𝑖)

, … ) 

Δ�̅�(𝑗) = (Δ𝑥𝑛
(𝑗)

) = (Δ𝑥1
(𝑗)

, Δ𝑥2
(𝑗)

, Δ𝑥3
(𝑗)

, … , Δ𝑥𝑛
(𝑗)

, … ) 

dengan Δ�̅�(𝑖), Δ�̅�(𝑗) ∈ ℓ1(Δ). 

∀휀 > 0 ∃ 𝑛0 sehingga ∀𝑖, 𝑗 ≥ 𝑛0 berlaku: 

‖�̅�(𝑖) − �̅�(𝑗)‖
(Δ,1)

< 휀 

 ⟺ |𝑥1
(𝑖)

−  𝑥1
(𝑗)

| + (∑ |Δ (𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

)|∞
𝑛=1 ) < 휀……….……….…(2.6.8.a) 

dilain pihak, 

Δ(�̅�(𝑖) − �̅�(𝑗)) = Δ (𝑥1
(𝑖)

− 𝑥1
(𝑗)

, 𝑥2
(𝑖)

− 𝑥2
(𝑗)

, 𝑥3
(𝑖)

− 𝑥3
(𝑗)

, … , 𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

, … ) 

= ((𝑥2
(𝑖)

− 𝑥2
(𝑗)

) − (𝑥1
(𝑖)

− 𝑥1
(𝑗)

) , (𝑥3
(𝑖)

− 𝑥3
(𝑗)

) − (𝑥2
(𝑖)

− 𝑥2
(𝑗)

) , … ) 

 = ((𝑥𝑛+1
(𝑖)

− 𝑥𝑛+1
(𝑗)

) − (𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

)) 

 = ((𝑥𝑛+1
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑖)

) − (𝑥𝑛+1
(𝑗)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

))……………….…….....(2.6.8.b) 

Berdasarkan persamaan (2.6.8.a) dan (2.6.8.b) diperoleh 

|𝑥1
(𝑖)

− 𝑥1
(𝑗)

| + (∑ |(𝑥𝑛+1
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑖)

) − (𝑥𝑛+1
(𝑗)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

)|∞
𝑛=1 ) < 휀.  
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∀𝑖, 𝑗 ≥ 𝑛0 yang berakibat 

lim
𝑖,𝑗→∞

|(𝑥𝑛+1
(𝑖)

− 𝑥𝑛+1
(𝑗)

) − (𝑥𝑛
(𝑖)

− 𝑥𝑛
(𝑗)

)| = 0  

atau  

lim
𝑖,𝑗→∞

|�̅�1
(𝑖)

− �̅�1
(𝑗)

| = 0, lim
𝑖,𝑗→∞

|�̅�2
(𝑖)

− �̅�2
(𝑗)

| = 0 

lim
𝑖,𝑗→∞

|�̅�3
(𝑖)

− �̅�3
(𝑗)

| = 0, lim
𝑖,𝑗→∞

|�̅�4
(𝑖)

− �̅�4
(𝑗)

| = 0, … 

Jadi, barisan Cauchy (�̅�𝑛
(𝑖)

) lengkap dan konvergen.  Dibentuk  

�̅�1
(𝑖)

− − − − − − − −−→ 𝑥1 

�̅�2
(𝑖)

− − − − − − − −−→ 𝑥2 

�̅�3
(𝑖)

− − − − − − − −−→ 𝑥3 

⋮ 

�̃�𝑛
(𝑖)

− − − − − − − −−→ 𝑥𝑛 

⋮ 

�̅�(𝑖) = (�̅�𝑛
(𝑖)

) − − − − − − − −−→ (𝑥𝑛) = �̅� 

Jadi, barisan �̅�(𝑖) konvergen ke �̅�.  Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa �̅� ∈

ℓ1(Δ) sebagai berikut: 

‖Δ�̅�‖1 = ‖Δ�̅� − Δ�̅�(𝑖) + Δ�̅�(𝑖)‖
(Δ,1)

 

     ≤ ‖Δ�̅� − Δ�̅�(𝑖)‖
(Δ,1)

+ ‖Δ�̅�(𝑖)‖
(Δ,1)

< ∞. 

Oleh karena itu, 

‖�̅�‖(Δ,1) = |𝑥1| + ‖Δ�̅�‖1 < ∞ 

berakibat �̅� ∈ ℓ1(Δ). 

Sehingga, barisan Cauchy (�̅�(𝑖)) ⊂ ℓ1(Δ) konvergen ke �̅� ∈ ℓ1(Δ).  Berdasarkan 

langkah di atas terbukti bahwa ℓ1(Δ) lengkap dan ℓ1(Δ) merupakan ruang 

Banach.  Berikut diberikan contoh barisan yang merupakan anggota dari ruang 

barisan selisih tingkat satu delta satu. 

 

Contoh: 

Diberikan suatu barisan �̅� = (
1

𝑘2) ∈ ℓ1(Δ) sebagai berikut:   

(
1

𝑘2) = {1,
1

4
,

1

9
,

1

16
, … }.  
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Akan dibuktikan barisan �̅� = (
1

𝑘2) ∈ ℓ1(Δ). 

Pertama, dicari barisan selisih ke-1, sehingga diperoleh   

Δ𝑥𝑘 = (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)  

 Δ (
1

𝑘2) = {(
1

4
− 1) , (

1

9
−

1

4
) , (

1

16
−

1

9
) , … }  

 = {(−
3

4
) , (−

5

36
) , (−

7

144
) , … }  

 = {(−
3

22) , (−
5

62) , (−
7

122) , … }  

 = {(−
3

(1.2)2
) , (−

5

(2.3)2
) , (−

7

(3.4)2
) , … }  

 =
−(2𝑘+1)

𝑘2(𝑘+1)2
.  

Selanjutnya,  

  ‖Δ (
1

𝑘2)‖ = (∑ |
−(2𝑘+1)

𝑘2(𝑘+1)2|∞
𝑘=1 ) = (∑ |

−2𝑘

𝑘2(𝑘+1)2 +
(−1)

𝑘2(𝑘+1)2|∞
𝑘=1 )  

≤ (∑ |
2

𝑘(𝑘+1)2|∞
𝑘=1 ) + (∑ |

1

𝑘2(𝑘+1)2|∞
𝑘=1 ) < ∞  

Akan ditunjukkan ∑ |
2

𝑘(𝑘+1)2
|∞

𝑘=1 < ∞. 

∑ |
2

𝑘(𝑘+1)2|∞
𝑘=1 ≤ ∑

2

𝑘.𝑘2
∞
𝑘=1 = ∑

2

𝑘3
∞
𝑘=1 = 2 ∑

1

𝑘3
∞
𝑘=1  ………………...(2.6.9.a) 

Akan ditunjukkan juga (∑ |
1

𝑘2(𝑘+1)2|∞
𝑘=1 ) < ∞. 

∑ |
1

𝑘2(𝑘+1)2|∞
𝑘=1 ≤ ∑

1

𝑘2.𝑘2
∞
𝑘=1  = ∑

1

𝑘4
∞
𝑘=1  ……………………………(2.6.9.b) 

Dari persamaan (2.6.9.a) dan (2.6.9.b) terbentuklah suatu deret −𝑝 sebagai 

berikut: 

∑
1

𝑘𝑝
∞
𝑘=1 =

1

1𝑝
+

1

2𝑝
+

1

3𝑝
+ ⋯  

Deret ini merupakan deret tak hingga yang konvergen untuk 𝑝 > 1. 

Sehingga, diperoleh 

‖�̅�‖(Δ,1) = |𝑥1| + ‖∆�̅�‖1 

 = |−
3

4
| + ‖∆ (

1

𝑘2
)‖

1
< ∞.  

Jadi, terbukti bahwa barisan �̅� = (
1

𝑘2) ∈ ℓ1(Δ).             ∎ 

 

 



 
 
 
 
 
 

III. METODE PENELITIAN 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2022/2023 di 

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, 

Universitas Lampung. 

 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Metode penelitian yang digunakan ialah studi pustaka, yaitu mempelajari jurnal 

dan buku terkait sebagai acuan dasar pada proses penelitian.  Adapun langkah 

yang dilakukan dalam penelitian ini antara lain:   

1. Membuktikan fungsi 𝑓̅ ∈ ℓ1(Δ) sebagai berikut: 

a. Mencari barisan selisih satu dari fungsi 𝑓 ̅ dengan rumus Δ(ℛ, 𝑓)̅ =

Δ (
𝑥

𝑘
) = (∫ 𝑓𝑘+1

𝑏

𝑎
− ∫ 𝑓𝑘

𝑏

𝑎
). 

b. Membuktikan norm barisan selisih satu dari fungsi 𝑓 ̅ konvergen yaitu 

‖Δ(ℛ, 𝑓)̅‖
ℓ1

< ∞. 

2. Membuktikan fungsi 𝑓 ̅ terintegral Riemann pada partisi [𝑎, 𝑏] dengan rumus 

‖𝑆(𝑓;̅ 𝑃) − �̅�‖
ℓ1(Δ)

< 휀. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, dapat 

ditarik kesimpulan terkait integral Riemann bernilai barisan selisih tingkat satu, 

yaitu sebagai berikut. 

1. Fungsi 𝑓̅ = (𝑓𝑘) ∶ [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℓ1(Δ) dikatakan terintegral Riemann pada 

[𝑎, 𝑏], ditulis singkat dengan 𝑓̅ ∈ ℛ[𝑎, 𝑏] jika ∃�̅� ∈ ℓ1(Δ) sedemikian 

sehingga ∀휀 > 0,  ∃𝛿 > 0 sedemikian sehingga jika 𝑃 = {𝑎 =

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 = 𝑏} partisi pada [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑃‖ < 𝛿 dan 𝑥𝑖
∗ ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 

maka berlaku ‖𝑆(𝑓;̅ 𝑃) − �̅�‖
ℓ1(Δ)

= ‖∑ 𝑓(̅𝑥𝑖
∗)Δ𝑖𝑥

∞
𝑖=1 − �̅�‖

ℓ1(Δ)
< 휀 dengan 

�̅� = ∫ 𝑓̅𝑏

𝑎
= ∫ 𝑓(̅𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥. 

2. Fungsi 𝑓̅ = (𝑓𝑘): [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℓ1(∆) terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] jika dan 

hanya jika fungsi (𝑓𝑘): [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℝ, 𝑘 = 1,2, … masing-masing terintegral 

Riemann pada [𝑎, 𝑏]. 

3. Fungsi 𝑓̅ = (𝑓𝑘): [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℓ1(∆) terintegral Riemann pada [𝑎, 𝑏] jika dan 

hanya jika lim
‖𝑃‖→0

𝑆(𝑓;̅ 𝑃) = lim
‖𝑃‖→0

∑ 𝑓(̅𝑥𝑖
∗)∞

𝑖=1 Δ𝑥𝑖 = �̅� dengan �̅� = (𝑢𝑘) ∈

ℓ1(Δ), 𝑘 = 1,2, …. 
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5.2 Saran 

 

 

 

Pembahasan skripsi ini hanya berfokus pada integral Riemann bernilai barisan 

selisih tingkat satu, sehingga penulis menyarankan agar dilakukan penelitian pada 

barisan selisih yang lain.  
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