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ABSTRACT

INTEGRAL RIEMANN IN FIRST DIFFERENCE SEQUENCE

By

KHOWASHIYAH SYAFITRI

The Riemann integral is defined as a function in the domain in the form of a
closed and finite interval [a, b] c R as the area under the curve of the function. .
The function that has a real number value in the Riemann integral is replaced with
a function that has a value of one-level difference sequence or can be denoted by
f € £,(A). Inthis study, it will be presented about Riemann integral in first
difference sequence. In this case, a function in R on Riemann integral was
replaced by a function in first difference sequence. Thus, obtained condition that
fulfill a function in first difference sequence can be integrated Riemann.
Furthermore, an example is given as an application.

Keywords: Riemann integral, difference sequence £, (A).



ABSTRAK

INTEGRAL RIEMANN BERNILAI BARISAN SELISIH TINGKAT SATU

Oleh

KHOWASHIYAH SYAFITRI

Integral Riemann didefinisikan sebagai suatu fungsi pada domain berupa interval
tertutup dan terbatas [a, b] c R sebagai luas daerah di bawah kurva dari fungsi
tersebut. Fungsi yang bernilai bilangan real pada integral Riemann diganti dengan
fungsi yang bernilai barisan selisih tingkat satu atau dapat dinotasikan dengan f €
£1(A). Pada kajian ini akan disajikan tentang integral Riemann bernilai barisan
selisih tingkat satu serta sifat-sifat dasarnya. Sehingga, diperoleh syarat yang
memenuhi suatu fungsi bernilai barisan selisih tingkat satu dapat terintegral
Riemann. Selanjutnya, diberikan contoh sebagai bentuk penerapannya.

Kata kunci: integral Riemann, barisan selisih tingkat satu £, (A).
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KATA INSPIRASI

“Menuntut ilmu itu wajib bagi setiap umat muslim.”

(H.R. Ibnu Majah)

“Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan kesanggupannya.”

(Q.S. Al-Bagarah: 286)

“Dan barang siapa yang bertakwa kepada Allah, niscaya Allah menjadikan baginya
kemudahan dalam urusannya.”

(Q.S. At-Talaq: 4)

“Maka sesungguhnya bersama kesulitan itu ada kemudahan.”

(Q.S. Al-Insyirah: 5)

“Keberhasilan bukanlah milik orang yang pintar, namun keberhasilan adalah milik

. ”»
orang yang senantiasa berusaha.

(B.J. Habibie)

“The important thing in life is not the triumph but the struggle.”

(Pierre de Coubertin)
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi saat ini memengaruhi salah satu aspek,
yaitu ilmu matematika yang berperan penting dalam prosesnya. Teori matematika
digunakan sebagai landasan pemikiran, bahan pertimbangan, dan pengambilan
keputusan. Bidang kajian matematika yaitu kalkulus diantaranya membahas
tentang fungsi-fungsi bernilai real dan vektor. Konsep tersebut telah
dikembangkan dan diterapkan dalam kehidupan sehari-hari, salah satunya adalah

integral.

Pertama kali integral dikemukakan oleh Isac Newton dan Gottfried Wilhelm
Leibniz pada akhir abad ke-17. Disebutkan bahwa integral sebagai anti turunan
yaitu suatu bentuk operasi pengintegralan fungsi yang menghasilkan fungsi baru.
Tetapi, fungsi tersebut belum memiliki nilai pasti, sehingga bentuk integralnya
dapat dikatakan integral tak tentu dari f dan dinotasikan dengan [ f. Selanjutnya,
integral diteliti secara lebih mendalam oleh Benhard Riemann pada tahun 1850
dan ditemukannya konsep integral yang dikenal sebagai integral Riemann.
Integral Riemann didefinisikan sebagai suatu fungsi pada domain berupa interval
tertutup dan terbatas [a, b] c R sebagai luas daerah di bawah kurva dari fungsi

tersebut.

Dalam hal ini, fungsi yang bernilai bilangan real pada integral Riemann diganti
dengan fungsi yang bernilai barisan selisih tingkat satu. Dapat dinotasikan

dengan £ = (i, fo, far - fi) : [0,1] € R = £,(A) dan f € R[a, b]. Dikatakan



f e,(b)jika ||A(Rf)||[ < 0. Penelitian ini akan difokuskan pada konsep
1

integral Riemann bernilai barisan selisih tingkat satu dan dikaji syarat-syarat yang
memenuhi suatu fungsi di barisan selisih tingkat satu dapat terintegral Riemann

pada [a, b] serta diberikan contoh sebagai bentuk penerapannya.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji dan menyusun konsep integral

Riemann bernilai barisan selisih tingkat satu.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:

1. memahami dan mengaplikasikan konsep integral Riemann bernilai barisan
selisih tingkat satu;

2. dapat memberikan referensi untuk meneliti lebih lanjut mengenai konsep

integral Riemann bernilai barisan selisih lainnya.



Il. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan diberikan beberapa pustaka dan dasar teori yang dikaji untuk
digunakan dalam pembahasan selanjutnya, diantaranya adalah fungsi dan limit,
turunan fungsi, integral Riemann, barisan fungsi, ruang Banach, dan ruang barisan

selisih.

2.1 Fungsi dan Limit

Diberikan terlebih dahulu konsep dasar fungsi yang diambil dari Bartle dan
Sherbert pada tahun 2000. f:A — B merupakan fungsi dari A ke B. Dikatakan
fungsi jika setiap anggota di A dipasangkan tepat satu dengan anggota di B.
Selanjutnya, diberikan konsep dasar limit. Jika f adalah suatu fungsi, maka

ltimF(t) = L jika dan hanya jika Ve > 0,36 > 0 sehingga jika 0 < |t —c| < §
-C

berlaku |F(t) — L| < & (Ayres,jr dan Mendelson, 2004). Berikut diberikan

teorema dasar limit oleh Ayres,jr dan Mendelson, pada tahun 2004.

Teorema 2.1.1 (Ayres,jr dan Mendelson, 2004)
Misalkan lim f(x) = L dan lim g(x) = M, maka f(x) dan g(x) memiliki limit
xX—-a x—-a

yaitu lim f(x) + g(x) =L + M.
xX—-a

Bukti:
Diberikan € > 0 sebarang. Diketahui jika lim f(x) = L, maka 38, > 0 sehingga
x—-a

lf(x) —L| < %apabila 0 < |x —al| < &;. Selain itu, diketahui jika lim g(x) =
xX—a

M, maka 36, > 0 sehingga |g(x) — M| < %apabila 0<|x—al<d,. Pilihs =



m (8,8,), maka untuk 0 < |x — a| < & dipenuhi |f(x) — L| < >dan |g(x) —

M| < g Sehingga, diperoleh

|(F) +g(x) = L +M)| = |(f(x) = L) = (g(x) — M)|
<1~ LI +1g() — M| <5+

karena € > 0 sebarang, maka chi_r)r(ll f(x)+gx)=L+ M. ]

=g,

Teorema 2.1.2 (Ayres,jr dan Mendelson, 2004)

Misalkan A c R dan fungsi f kontinudi c € A. Ve > 0,36 > 0 sedemikian
sehingga jika x € A memenuhi |x — c| < §, maka |f(x) — f(c)| < €. Oleh
karena itu, fungsi f kontinu pada A jika f kontinu di setiap c € A.

Bukti:

Misalkan f kontinu di c. Ambil ¢ > 0 sebarang. Anggap V = (f(c) — ¢, f(c) +
¢) dan karena f kontinu di ¢, maka 3U,, dari c sehingga f(x) € V, vx € U,,.
Pilih § > 0, sehingga (c — 6,c + §) < U,,. Selanjutnya, untuk § berlaku f(x) €
V7, sehingga untuk |x — c| < &, maka |f(x) — f(c)| < e. Diberikan sebarang x,,
barisan yang konvergen ke ¢ dan ambil € > 0 sebarang. 36 > 0 sedemikian
sehingga jika x € A memenuhi |x — c¢| < §, maka |f(x) — f(c)| < €. Diketahui
(x,) konvergen ke ¢, maka 3N, € N, sehingga |x,, — c| < § apabilan > n,.
Jadi, Vn > n, berlaku |f(x,) — f(c)| < &, sehingga (f (x,,)) konvergen ke f(c).
Oleh sebab itu, fungsi f kontinu di c. [

2.2 Turunan Fungsi

Menurut Stewart (2002), turunan fungsi f adalah f’ yang memiliki nilai sebarang
pada bilangan ¢ adalah f'(c) = }lirré w dengan syarat limit ini ada.

Berikut diberikan teorema dasar turunan fungsi oleh Stewart pada tahun 2002 dan

Darmawijaya pada tahun 2006.



Teorema 2.2.1 (Stewart, 2002)
Jika f'(c) ada, maka f kontinu di c.

Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa lim f(x) = f(c), maka f(x) = f(c) + %
xX—C -

(x—c), x #c.

Sehingga, diperoleh
lim f(x) = lim [f(c) + f-7@), (x — c)]
X—C X—C xX—=c
=lim f(c) + lim £2~/© lim(x — ¢)
xX—C x-c X=C xX—C

=f@+f'(c)-0=f(c). |

Teorema 2.2.2 (Darmawijaya, 2006)
Diketahui fungsi f: Df - R, fungsi g: D, — R dengan Ry € Dy, a € Dy sebagai
titik limit himpunan D, dan f(a) sebagai titik limit himpunan D,. Jika f'(a) dan

g'(a) ada, maka berlaku (gof)'(a) = g’(f(a))f’(a).

Bukti:
Telah diketahui bahwa g’(f(a)) dan f’(a) ada, maka diperoleh

' i (gof)(x)—-(gof)(a)
(g0f)'(@) = lim

X—a

= i U @)-9(r@) _ fGI~f(a)
x—a f)-fla) x-a

=g'(f(@)" f'(@). =

2.3 Integral Riemann

Berikut diberikan konsep dasar integral Riemann yang diambil dari Darmawijaya
(2006). Misalkan f:[a, b] - R terbatas dan P = {x,, x4, ..., X, } partisi pada

[a, b] sedemikian sehingga a = xy < x; <+ < xp_1 < X, = b dan norm partisi



P yang dinyatakan dengan ||P|| nilai terbesar di antara bilangan (x; — x;_1),i =

1,2, ...,n, maka definisi jumlah Riemann pada fungsi f: [a, b] — R adalah
SFP) = ) FGadx = ) fGx) (i = i)
i=1 i=1

Bilangan real u disebut limit S(f; P) untuk norm ||P|| — 0 dan ditulis

IIli”mOS(f; P) = u jika dan hanya jika Ve > 0 yang diberikan dan sebarang
p -

pengambilan titik t; € [x;_;, x;], 36 > 0 untuk semua P pada [a, b] dengan
IP|| < 6 berlaku |S(f; P —u)| < €. Selanjutnya, fungsi f: [a, b] — R dikatakan

terintegral Riemann pada [a, b] jika nilai dari

“%%ijMm
i=

ada. Sehingga, berlaku

oo

lim S(f;P) = lim f(x)Ax; = u.
1

IPIl-0 IPll—0

=

Teorema 2.3.1 (Ayres, jr dan Mendelson, 2004)
Misalkan fungsi f kontinu pada interval [a, b] dan misalkan F (x) = [ f(x) yaitu

F adalah anti turunan dari f, maka

[2 f(x)dx = F(b) - F(a).

Bukti:
Diberikan € > 0 sebarang. Pilih P = {x,, x4, ..., x,,} dari I sedemikian sehingga
U(f;P)—L(f;P) <e.
Menurut teorema nilai rata-rata, pada setiap [x,_q, x|, 3ty € (Xp_1, Xx)
sedemikian sehingga
F(x) — F (1) = O — xp—1) f (&)
Misalkan m,, dan M, adalah infimum dan supremum dari f pada [x;_q, xx], maka
my (X1, %) < FO) — F(x—1) < My (g, Xp0)-
Untuk tiap k = 1, 2, 3, ..., n. Dengan menjumlahkan suku-suku di tengah, maka

diperoleh



L(f;P) < F(b) — F(a) < U(f; P).
Selain itu, dimiliki
L(f;P) < [ f(x)dx < U(f; P)
yang berakibat
|f:f(x)dx —(F(b) - F(a))| <e
yang berlaku untuk sebarang € > 0, maka dapat disimpulkan

f;f(x)dx = F(b) — F(a). [

Teorema 2.3.2 (Stewart, 2002)
Andaikan bahwa f dan g terintegralkan pada [a, b] dan bahwa k konstanta, maka

k dan f + g terintegralkan dan
i [DkfG)de=k [ f(x)dx,
i. [J(f(x) +g(®)dx = [ f(x)dx+ [) g(x) dx.

Bukti:

i. Diketahui f € R [a, b]. Diberikan sebarang ¢ > 0 dan k merupakan konstanta.
Jika f € R [a, b], maka terdapat A = f:f(x) dx dan § > 0, sehingga VP pada
[a, b] dengan ||P]| < & berlaku

IS(f;P) — Al <e.
Jika P sebarang partisi pada [a, b] dengan sifat ||P|| < 6 berlaku
ISCkf; P) — Al = |(Xici (k) (@) (xi, xi-1))P — Al < €
= () 2 () (@) (i, xi-1) )P — A] < g,
karena k konstanta, maka
= k|C () (a) (i, xi-))P — Al < ¢
=k|S(f;P) — Al <e¢
=k [ f(x)dx.

ii. Diketahui f, g € R [a, b]. Diberikan sebarang € > 0. Jika f € R [a, b], maka
terdapat A; = f(ff(x) dx dan §; > 0, sehingga VP; pada [a, b] dengan ||P|| <
6 berlaku



|S(f;P1)_A1| <§

dan karena g € R [a, b], maka A, = f:f(x) dx dan 6, > 0, sehingga VP,
pada [a, b] dengan ||P|| < & berlaku

IS(P2, f) = 4| <=
Dipilih 6 = m {6,, 6,}, akibatnya jika P sebarang partisi pada [a, b] dengan
IP|| < & yang berakibat
ISP, f + 9) = (A1 = Ax)| = |(P) XiL,(f + 9) (@) (X, x;-1) — (A1 — A2
= [(P) i f (@) O xi—1) + g (@) (o, xi-1) — (A — A7)
= |(P) Xiz1 f (@) (g, xi-1) + (P) Xizg g (@) (i, xi1) — (A1 — A3)]
= [(P) Xitq f (@) (i, xi—1) — Ag] + [(P) 2ty 9 (@) (%, xi-1) — A
<§+§=a
Terbukti (f + ¢) € R [a,b] dan [J[f(x) + g(x)]dx = [ f(x) dx +
f:g(x) dx. [

2.4 Barisan Fungsi

Sebelum barisan fungsi dibahas lebih lanjut, diberikan konsep dasar dari barisan
yang diambil dari Bartle dan Sherbert pada tahun 2000. Misal x : N — R adalah
suatu barisan. Dapat didefinisikan sebagai suatu fungsi x yang daerah asalnya
(domain) merupakan himpunan bilangan asli N dan daerah hasilnya (range)
termuat dalam himpunan bilangan real R. Nilai dari fungsi x padan € N

membentuk suatu barisan yang dinotasikan dengan x = (x,,) yaitu

(x4, x5, x3, ..., x,). Sebagai contoh, diberikan barisan (x,,) = (%) dengan n =

1,2, 3, ... Sehingga, (%) = (1%§ ) merupakan barisan bilangan real.

Tanda kurung tersebut yang membedakan antara notasi barisan dan himpunan.
Dapat diilustrasikan jika x = ((—1)™;n € N) adalah suatu barisan, maka unsur-
unsur dalam barisannya ditulis secara berurutan dari Kkiri ke kanan, yaitu x =

(-1,1,-1,1,...). Sedangkan, jika x = {(—=1)"|n € N} adalah suatu himpunan,



maka unsur-unsur dalam himpunannya dapat ditulis berurutan namun tidak dapat

diulang yaitu x = {—1,1}.

Berikutnya, akan dibahas mengenai barisan konvergen. Barisan bilangan real X =
(x,; n € N) dikatakan konvergen ke x € R atau limit dari (x,,) adalah x, jika
Ve > 0 terdapat bilangan asli N, sedemikian sehingga vn > N,, maka |x, — x| <
€. Barisan yang mempunyai limit disebut barisan konvergen yang dinyatakan

dengan lim (x,,) = x. Sedangkan, barisan yang tidak mempunyai limit disebut
n—-oo

barisan divergen. Sebagai contoh, akan dibuktikan bahwa lim (n21+1) =0.

n—-oo

Diberikan € > 0. Terdapat N, € N sedemikian sehinggaNi < e. Jikan = Ny,
0

1 1 f
maka - < — < g, sehingga <—<e¢.
n NO

=R <as
Selanjutnya, diberikan konsep dasar barisan fungsi yang diambil dari Bartle dan
Sherbert pada tahun 2000. Jika diketahui fungsi (f;):D € R — R, Vk € N, maka
diperoleh barisan (f;,) yang disebut barisan fungsi. D merupakan domain fungsi
(fi), Yk € N, dan vt € D diperoleh barisan bilangan nyata (£, (t)). Berikut

diberikan teorema dasar barisan fungsi yang diambil dari Bartle dan Sherbert pada
tahun 2000.

Teorema 2.4.1 (Bartle dan Sherbert, 2000)
Barisan fungsi (f;) konvergen ke suatu fungsi f pada A jika YVt € A dan bilangan
€ > 0,3In =n(t, ¢), sehingga Yk > n berakibat |f,(t) — f(t)]| < e.

Contoh:

Diberikan f; (t) = % Barisan bilangan (f; (t)) konvergen ke 0 vt € [0,1], sebab
vt € [0,1] berlaku |f, (t) — 0] = |% - 0| = % < % < ¢. Asalkan k > i atau k >
n dengan n merupakan bilangan asli pertama yang lebih besar daripada bilangan

é. Sehingga, n dapat dipilih hanya bergantung pada e. Jadi, barisan fungsi (f;)
konvergen ke fungsi f pada [0,1] dengan f(t) = 0,Vt € [0,1]. Dapat dipilih
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bilangan asli n yang hanya bergantung pada ¢ saja, tak bergantung pada t € [0,1],

sehingga Vk > n dan vVt € [0,1] berakibat |f; (t) — 0] = |% — 0| <e.

2.5 Ruang Banach

Berikut diberikan konsep dasar ruang vektor terlebih dahulu. Menurut Anton

(2000), misalkan V himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi

penjumlahan dan perkalian skalar dimana u,v,w € V dan «, 8 € R, sehingga V

disebut ruang vektor jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. u+ v €V menunjukkan sifat tertutup pada penjumlahan.

2. u+ v = v+ u menunjukkan sifat komutatif pada penjumlahan.

3. u+ (v+w)=(u+v)+w menunjukkan sifat asosiatif pada penjumlahan.

4. Ada sebuah vektor 0 € VV sehingga 0 + u = u + 0 menunjukkan sifat
identitas pada penjumlahan.

5. Vu €V terdapat (—u), sehingga u + (—u) = (—u) + u menunjukkan sifat
invers pada penjumlahan.

6. Jika a skalar dan sebarang vektor u € V, maka au € V.

7. a(u+ v) = au + av menunjukkan sifat distribusi kiri perkalian skalar pada
penjumlahan vektor.

8. (a+ B)u = au + Bu menunjukkan sifat distribusi kanan perkalian vektor
pada penjumlahan skalar.

9. a(Bu) = (af)u menunjukkan sifat asosiatif pada perkalian.

10. Untuk sebarang bilangan real 1 dan Yu € V berlaku 1u = u menunjukkan

sifat identitas pada perkalian.

Berikutnya, akan diberikan konsep dasar ruang bernorm. Ruang linear dikatakan
bernorm jika fungsi ||-|| : X — R memenuhi aksioma:
1. |Ix|| = 0,Vx € X.

llx]| = 0 jika dan hanya jika x = 0.

2. ||lax|| = |a]| - ||x]] untuk setiap skalar @ dan x € X.
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3. lx +yll < x|l + llyll, vx, ¥ € X.
Sehingga, bilangan non negatif ||x|| disebut norm vektor x dengan notasi (X, ||-]|)

(Darmawijaya, 2007). Berikut diberikan juga teorema dasar ruang bernorm.

Teorema 2.5.1 (Darmawijaya, 2007)

Ruang bernorm terhadap norm |||, merupakan ruang barisan £, (1 < p < ).

Bukti:
Diberikan sebarang x = (x,),¥ = (y,) € £, dengan 1 < p < oo dan skalar a.

Sehingga, diperoleh:
1
L Izll, = Cp=1lx,|P)P = 0 karena |x,| = 0, Vn.

1
Ixll, = ErzalxalP)P =0 & |x,[ 20, Vn& ¥ ={0} =0

1 1
2. llaxlly = Enzalax,[P)P = |lal(EnzalxaP)P = lalllxll,

Jelas bahwa ||ax||, < oo.

1 1
3. X+l < lIxllp + 1Y, = ErzalxnP)P + ErzalynlP)P < oo
Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa £, merupakan ruang linear dan norm |||,

pada norm ¢,,. Jadi, (¢, [I-Il,,) ruang bernorm. n

Selanjutnya, diberikan definisi dari barisan Cauchy. Barisan Cauchy adalah
barisan (x,) di ruang bernorm (X, ||-||) jika Ve > 0, 3n, € N sedemikian

sehingga V m,n = n, berlaku ||x,, — x, || < € (Bartle dan Sherbert, 2000).

Contoh:
Misalkan (%) merupakan barisan Cauchy. Diberikan € > 0, pilih n, € N, maka

V m,n = n, berlaku ||x,, — x,|| < .

Bukti:
1

Diberikan sebarang € > 0 jika m,n > n,, maka% ==
0

1 1 ..
— < —. Tinjaulah
n Ng

1 1 1 1 1 1 1 1 2
o<+ ] s it =2 <
m n m n m nTng mng ng

Pilih ny > S sehingga jika m,n > n,, maka
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1 1 1 1 1 1 1 1 2
LR POy T A S S R
m n m n m mn- ng ng MNg

=2--<c

LRIV N
N |

Berikut diberikan teorema dasar barisan Cauchy yang diambil dari Bartle dan
Sherbert pada tahun 2000.

Teorema 2.5.2 (Bartle dan Sherbert, 2000)

Barisan Cauchy merupakan barisan yang konvergen di dalam ruang bernorm

&, 111D

Bukti:

Diberikan (x,,) € X dengan lim x,, = x dan ¢ < 0, maka 3n € N sedemikian
n—oo

sehingga berlaku d(x, x,) < -, Vn = N yang berakibat m,n > N berlaku

d(xpm, xp) < d(x, %) +d(x,x,) < €.

Dengan demikian, untuk setiap barisan Cauchy yang konvergen disebut sebagai
ruang bernorm yang lengkap. Ruang bernorm yang lengkap merupakan definisi
dari ruang Banach. Berikut ini diberikan teorema dasar ruang Banach yang telah

dibuktikan oleh Darmawijaya pada tahun 2007.

Teorema 2.5.3 (Darmawijaya, 2007)
Ruang Banach dengan 1 < p < oo,p € R, maka (¢, [I'll,).

Bukti:
Sudah terbukti (fp, ||-||p) merupakan ruang bernorm sehingga akan dibuktikan
bahwa ruang bernorm itu lengkap. Akan ditunjukkan untuk 1 < p < oo diambil
sebarang barisan Cauchy ¥ c tp.
1. 0 = (x,(lj)) = (xfj),xgj),xgj), )

Untuk sebarang € > 0, 3n,, sehingga Vi, j = n, berlaku.

2 |50 - 20 <Zatau g, |« - 1P| < (5).
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Hal ini mengakibatkan Vi, j > 0 berlaku |x,(f) - x,(lj)| < Z,Vn atau diperoleh

barisan Cauchy x,(lj),Vn. Jadi, 3x,,, sehingga lim x,(lj) = x, atau lim x,(lj) —
Jj—ooo Jj—o o

xn| = 0.
1
3. (Z?:ﬂxnlp)% = (21010=1 |xn — xr(lf) + xr(l}')|p)p
iy (Z?{’=1 |xr(li) NG +x7<lj)|p)%

1

: :
= lim (5 [0 0P Y + (5 g ) < o0

yang berarti x = (x,,) € £,,.

1 1

2= 20, = (S n =) = i (S b =71 <
maka barisan () konvergen ke .

Berdasarkan hasil (3) dan (4) terbukti bahwa barisan Cauchy (%) c ¢,

konvergen ke x = (x,,) € ¢, atau terbukti bahwa ({’p, ||-||p), 1<p<ow

merupakan ruang Banach. [ ]

2.6 Ruang Barisan Selisih

Sebelum ruang barisan selisih dipahami, terlebih dahulu diberikan konsep dasar

ruang barisan. Diberikan ¢,, yaitu koleksi semua barisan bilangan real, ¢,, =

{x =(x,):x, € R} Vp € Rdengan 1 < p < oo didefinisikan:
1
¢, = {f = () € R : (T2, |2, [P)7 < oo} ................ (2.6.1)

1
dan norm pada ¢, yaitu ||x||,, = &, |x,|P)» (Darmawijaya, 2007). Sebagali
contoh, p = 1 disubstitusikan ke persamaan 2.6.1, sehingga ruang barisan tingkat
satu diperoleh #; = {x¥ = (x,) € R: Y;_;|x,| < o} dan norm pada ¢, yaitu

||f||1 = Z?:;llxnl-
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Selanjutnya, diberikan konsep dasar ruang barisan selisih yang diambil dari
Kizmaz, 1981. Didefinisikan jika

A = Aty = (Z1o(~1)! (";) Xnemei), VR €N (2.6.2)
maka A,,,x disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan X = (x,). Sebagai
contoh, m = 1 disubstitusikan ke persamaan 2.6.2, sehingga barisan selisih ke-1
terhadap barisan X = (x,) adalah Ax = (x,,+; — x,), Vn € N. Berikut diberikan

contoh soal terkait barisan selisih ke-1.

Contoh:

Diberikan barisan (x,,) = (n—lz) vn = 1,2,3,4, ... didefinisikan (x,,) =

{1%%1—16 } Akan dicari barisan selisih ke-1 sebagai berikut.
_ i (1
Ax = ( izo(—=1)! (i)xn+1—i)

- (0 () rerce)+ (0! () )

1! 1!

- (1' (1—6)!0!'x”+1> ol <(_1)' (1—1-)!1!'x”+°>

=(1.1.x,4,) — (11.x,)
= (Xp41 — Xp)
= ((x1+1 —x1), (Xa41 — X2), (X341 — X3), )

= ((xz —x1), (X3 — x3), (x4 — x3), )
=(G-1).¢-3.(&-2.-)

Sehingga, terbentuklah barisan selisih ke-1 yaitu Ax = (—%, —%, _E74’ )

Berikutnya, diberikan konsep dasar mengenai ruang barisan selisih tingkat satu
delta satu. Substitusi p = 1 ke persamaan 2.6.1 dan m = 1 ke persamaan 2.6.2.
Dengan menggabungkan kedua persamaan tersebut, didefinisikan ruang barisan
selisih tingkat satu delta satu sebagai berikut

L(AD)={x=((x,) CR:AXEL}.cceeiiiiinin... (2.6.3)

terhadap norm
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12l casy = 10l + AR g (2.6.4)

Dengan menggunakan persamaan 2.6.2, berikut perhitungan barisan selisih ke-1

Ax = ( izo(— 1) (%) xn+1—i)

(00 Q) (0 ()

= (1.1.x,41) + (—1.1.x,)

= (Xn+1 = Xn)

= ((xz —x1), (x5 —x3), (x4 — x3), e, (X1 — xn)) ............... (2.6.5)

dan dikatakan x € ¢(A) jika
T |Axp |t < oo (2.6.6)

Dikatakan ruang barisan selisih tingkat satu delta satu jika memenuhi syarat yaitu
ruang linear, ruang bernorm, dan ruang Banach. Berikut diberikan bukti ruang
barisan selisih tingkat satu delta satu memenuhi ketiga syarat tersebut yang

diambil dari Adistiningtyas pada tahun 2020.

Pertama, akan ditunjukkan ruang barisan selisih £, (A) merupakan ruang linear
sebagai berikut:
VX, 7 € 4,(A) & A%, Ay € 4,
& Qn=1ldxy]) = Erzalxne — xal) < o0
dan
& Qn=1ldynl) = Erzalynes — ynl) < co.
Diperoleh
A(x+9y) =Ax+Ay €4,
& Qn=1lbxn + Aynl)
= Qrz1lOer = x0) + O — ¥
= Qn=1lGenr = x0) D + QRZal e — ¥
= En=1ldxn ) + Erz1lAynl) < oo
Jadi X 4 F € L1(A) e (2.6.7.a)
Va skalar dan X € #,(A) diperoleh
Alax) = (Aaxy)
& Qn=alalonis = x0)0)

= Qr=alall G = 201
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= lal Xzl Coer — x0)1)
= |la|QmeqlAxy]) < 0. (2.6.7.0)
Berdasarkan persamaan (2.6.7.a) dan (2.6.7.b) terbukti bahwa £, (A) merupakan

ruang linear.

Kedua, akan ditunjukkan ruang barisan selisih £, (A) merupakan ruang bernorm
terhadap norm ||x|| a1y = |x1| + ||Ax|[, sebagai berikut:
1. viet,(A) & Axel,
= Znzaldxn ) = Gnzixner — x0]) < 0.
Selanjutnya,
%l a1y = 11| + llA%]]4
= x| + Er=1lAx, ) 2 0
= |x1] + Crzalxnes —x1) 2 0
dan
1%l a1y = 2| + 1A%y
& x| + Xz lAx,[) = 0
& x| + Qnzalxnes —x21) = 0
& |x;| = 0dan (XpZalXnsr —X%2)) = 0,V n
< x|l =0dan [x; — x| =0, |x3 —x3| =0, ...
=x;=0x,—x;=0,x3—x,=0,...
S X=Xy =Xx3,..=0
o x={0}=0.
2. Vaskalardan x € £,(4)
laxll s,y = laxi| + llAax|l;
= lax;| + GrzalaGoer — x0)1)
= lalloxs| + [l Xrzal Cener — x0)1)
= lal(lx1 ] + {E5=118%,(})
= |al|(|x;| + l|Ax]l,)
= |alllxll(a,)-
3. Vx,y€t,(d)
1% + Yl a1y = %1 +y1l + GRzalAGG + yu)D)
= lxs + y1| + QrzalAxn D) + Grza|Aya D
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< lxa| + Qnz1lAx, ) + |ya| + 1Ay
= x| + [[A%|ly + |y1] + [1AY]ly
= Xl a1y + 1¥lla0-

Berdasarkan 1,2,3 terbukti bahwa £, (A) merupakan ruang bernorm.

Ketiga, akan ditunjukkan ruang barisan selisih £, (A) merupakan ruang bernorm
yang lengkap sebagai berikut:
Diambil sebarang barisan Cauchy (x®) = (x®, @, %®, ..) c £,(A) dengan

A = (Axfl),Axgl),Axgl), . Ax,(ll), )
Ax@® = (Axfz), Axgz), Axéz), . Ax,(lz), )

Ax®) = (Axf), Ax§3), Ax§3), . Ax,(f), )

050 = (e, ax, ax?, ., ax?, ).
Diperoleh
050 = (ax?) = (ax?, ax{”, ax?, ..., ax D, )
05D = (8x) = (82?02 2P, . 02D, )

dengan Ax®, AxY) € £,(A).
Ve > 0 3 n, sehingga Vi,j = n, berlaku:

”f(i) — f(j)”(A,l) < ¢
o e = x|+ (T o (6 = xP)|) < e (2.6.8.)

dilain pihak,

A(x® —xD) = A (xii) - xfj),xgi) - xgj),xgi) — xéj), ...,x,(f) — x,(qj), )
_ ((xé” _ xgﬂ) _ (xfi) _ xfj)) ’ (x§") _ x?fj)) _ (xgi) _ ng)), )
- (52 =2 2) - (0 =)

_ ((xfjil —x®) — (x4, - x,ﬁf))) .............................. (2.6.8.)

Berdasarkan persamaan (2.6.8.a) dan (2.6.8.b) diperoleh

x50 (s ) - (e, -0 <
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Vi, j = n, yang berakibat

i [(x2 = 22,) (<0 = 52| =

i,jo00
atau

lim |7 - 27| = 0, lim 2" - 2| = 0

i,jo00 i,j—oo0

lim |7 - 2| = 0, lim |7{” - 2| = 0, ..

i,jo00 i,j—oo00

Jadi, barisan Cauchy (f,(f)) lengkap dan konvergen. Dibentuk

X === = X1
féi) ————————— - X2
fgi) ————————— - X3
~7gl) _________ - X,
7O = (30) - - - - ——- = () =%

Jadi, barisan ¥® konvergen ke x. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa x €
£1(A) sebagai berikut:
Iazlly = [|a% — Ax® + ax O] ,

< ||ax —ax@| |+ ||ax®] | < oo,

(A1) (A1)

Oleh karena itu,
%1l a1) = lxa] + [1AX]]; < o0
berakibat x € £,(A).
Sehingga, barisan Cauchy (¥) < #,(A) konvergen ke ¥ € ¢, (A). Berdasarkan
langkah di atas terbukti bahwa ¢, (A) lengkap dan £, (A) merupakan ruang

Banach. Berikut diberikan contoh barisan yang merupakan anggota dari ruang
barisan selisih tingkat satu delta satu.

Contoh:

Diberikan suatu barisan x = (kiz) € £,(A) sebagai berikut:

()-(i0s)
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Akan dibuktikan barisan x = (kiz) € £,(4).
Pertama, dicari barisan selisih ke-1, sehingga diperoleh

Axp = (Xgg1 — Xx)

2() =1G-1).G-3) - -5) -}
=13 (-59) (-5) -}
=13 (-2 (-2) )
={a) o) o) )

_ —(2k+1)
T k2(k+1)2
Selanjutnya,
1 (2k+1) oo —2k D
||A(k2) (Zk 1 k2(k+1)2) (2k=1 k2(k+1)2 k2(k+1)2)
o 1
Akan ditunjukkan Y2, |k(k+1)2
. 2 o) 2 e} 1
Zk 1 |k(k+1)2 Zk=1 kkz Zk 1 2 Zk 1 ..................... (2.6.9 a.)
© 1
Akan ditunjukkan juga (Zk—1 m ) < .
w 1
Yo kZ(k+1)2 <y 1k2 = =Y 15g seeveee e (2.6.9.b)

Dari persamaan (2.6.9.a) dan (2.6.9.b) terbentuklah suatu deret —p sebagai
berikut:

1 1 1

Yictig =t w 3p+

Deret ini merupakan deret tak hingga yang konvergen untuk p > 1.
Sehingga, diperoleh

1€l = bl + 187l
==+ @I,

Jadi, terbukti bahwa barisan % = (ki) € £,(0). u

< 00,



I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2022/2023 di
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan ialah studi pustaka, yaitu mempelajari jurnal
dan buku terkait sebagai acuan dasar pada proses penelitian. Adapun langkah
yang dilakukan dalam penelitian ini antara lain:
1. Membuktikan fungsi f € £, (A) sebagai berikut:
a. Mencari barisan selisih satu dari fungsi f dengan rumus A(R,f) =
A (E) = (f:fk+1 - f:fk)-
b. Membuktikan norm barisan selisih satu dari fungsi f konvergen yaitu
la@ A, <.
2. Membuktikan fungsi f terintegral Riemann pada partisi [a, b] dengan rumus

Is(7:P) ~all, ,, <.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, dapat
ditarik kesimpulan terkait integral Riemann bernilai barisan selisih tingkat satu,
yaitu sebagai berikut.

1. Fungsi f = (f) : [a,b] € R - £,(A) dikatakan terintegral Riemann pada
[a, b], ditulis singkat dengan f € R[a, b] jika 3% € £,(A) sedemikian
sehingga Ve > 0, 36 > 0 sedemikian sehingga jika P = {a =
X0, X1, X2, .., X = b} partisi pada [a, b] dengan ||P|| < & dan x; € [x;_4, x;],

maka berlaku [|S(f; P) —al|, ) = |21 fGDAx — |, ) < dengan

a=[f=[ f&)dx.

2. Fungsi f = (fi):[a,b] € R — £,(A) terintegral Riemann pada [a, b] jika dan
hanya jika fungsi (f;):[a,b] € R - R, k = 1,2, ... masing-masing terintegral
Riemann pada [a, b].

3. Fungsi f = (fi):[a, b] € R = £,(A) terintegral Riemann pada [a, b] jika dan

hanya jika ||lloi||m05(f_; P) = ”lloi”mOZ?;lf(x;*) Ax; = i dengan i = (uy,) €

2.(A), k=12, ..
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5.2 Saran

Pembahasan skripsi ini hanya berfokus pada integral Riemann bernilai barisan
selisih tingkat satu, sehingga penulis menyarankan agar dilakukan penelitian pada
barisan selisih yang lain.
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