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ABSTRACT

INTEGRAL RIEMANN WITH THE DIFFERENCE VALUE TO THE
SECOND SEQUENCE SPACE

by

FITRI WULANDARI

Research on integral concepts, especially integrals from Riemann, has been
developed before. However, not much know about the integral whose value is the
difference sequence. In this study, the definitions and theorems related to integrals
from Riemann are presented with the difference value to the second sequence
space. The Riemann integral f function on [a, b] if and only if for every number ¢
> 0 there is a number & > 0 so that if P; and P, partition on [a, b] with ||P;|| < &
and ||P,|| < 6 results in U(f; P) — L(f; P) < &. Second order difference sequence
space defined [,(A) = {ti = (ux) € R : A € [} to norm ||itflaz) = luql +

||Am]|,. Furthermore, an example is given as its application.

Key words: integral Riemann, difference sequence space 1, (A).



ABSTRAK

INTEGRAL RIEMANN BERNILAI BARISAN SELISIH TINGKAT DUA

oleh

FITRI WULANDARI

Penelitian dalam konsep integral terutama integral dari Riemann sudah banyak
dikembangkan sebelumnya. Tetapi integral yang bernilai barisan selisih belum
banyak diketahui. Pada kajian ini disajikan definisi dan teorema terkait integral
dari Riemann bernilai barisan selisih tingkat dua. Fungsi f terintegral Riemann
pada [a, b] jika dan hanya jika untuk setiap bilangan & > 0 terdapat bilangan 6 > 0
sehingga jika P, dan P, partisi pada [a, b] dengan [|P;|] < § dan ||P,]] < &
berakibat U(f; P) — L(f; P) < e. Kemudian ruang barisan selisih tingkat dua
didefinisikan [,(A) = {1 = (ux) € R : Au € [} terhadap norm ||it||az) =

|luq| + [|At]|,. Selanjutnya, diberikan contoh sebagai penerapan nya.

Kata kunci: integral Riemann, ruang barisan selisih [, (A).
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Seperti yang telah diketahui sebelumnya bahwa kalkulus modern yang membahas
mengenai fungsi-fungsi bernilai real sudah banyak dikembangkan. Dalam
perkembangannya pun sudah banyak konsep yang telah dikembangkan, salah satu
konsep tersebut yaitu meliputi konsep integral. Integral adalah suatu konsep
penting dalam matematika yang dikemukakan pertama kali pada akhir abad ke-17
oleh Isac Newton dan Gottfried Wilhelm Leibniz. Konsep integral biasa digunakan
untuk menentukan luas daerah di bawah kurva dan mencari penyelesaian dari
suatu model matematika (Bartle & Sherbert, 2000). Setelahnya, pada tahun 1850
konsep ini diteliti secara lebih mendalam oleh Benrhard Riemann. Riemann
mendefinisikan integral suatu fungsi pada domain berupa interval tertutup dan
terbatas pada R sebagai luas daerah di bawah kurva dari fungsi tersebut, yang
kemudian dikenal dengan integral Riemann.

Penelitian dalam konsep integral terutama integral Riemann sudah banyak diteliti
sebelumnya, contohnya seperti penelitian yang dilakukan oleh Septian Mosal
Pirade, Tohap Manurung, dan Jullia Titaley yang berjudul Integral Riemann-
Stieltjes Pada Fungsi Bernilai Real. Akan tetapi integral yang bernilai di ruang
barisan selisih belum banyak diketahui. Oleh karena itu, penelitian ini akan
difokuskan pada suatu konsep integral yang dikembangkan pada integral yang
bernilai di dalam ruang barisan. Ruang barisan yang akan digunakan dalam
penelitian ini yaitu ruang barisan selisih tingkat dua yang telah dibahas dalam

penelitian Rina Karina Agustina, pada tahun 2019.



Kemudian dilanjutkan oleh penelitian yang di lakukan oleh Nadya Aristiawati
Sitorus tahun 2022, yang membahas mengenai transformasi matriks dari ruang
barisan selisih tingkat dua. Dan pada penelitian ini akan menerapkan konsep
integral Riemann yang bernilai pada ruang barisan selisih tingkat dua.

Barisan dapat dibayangkan sebagai suatu daftar bilangan yang dituliskan dalam
suatu urutan tertentu, misalkan:

X = X1, X9, X3, ey Xy -uv
dengan menggabungkan dua konsep integral Riemann dan ruang barisan,

sehingga di peroleh bentuk umum sebagai berikut:

[y Fdx = (I, fidx, [, fodx, [, fodx, . J} fid, )

dengan f pada penelitian ini dibatasi untuk ruang barisan selisih [, (A).
1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah mengkaji integral Riemann pada

ruang barisan selisih tingkat dua.
1.3 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji dan memahami konsep integral

yang bernilai di dalam ruang barisan selisih tingkat dua.
1.4 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah memahami konsep integral yang

bernilai di dalam ruang barisan selisih tingkat dua.



1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan diberikan beberapa pustaka dan dasar teori yang dikaji untuk
digunakan dalam pembahasan selanjutnya, diantaranya adalah fungsi dan limit,
turunan fungsi, integral Riemann, barisan fungsi, ruang Banach, dan ruang barisan

selisih.

2.1 Fungsi dan Limit

Pada bagian ini akan diberikan terlebih dahulu konsep dasar fungsi yang diambil
dari Bartle & Sherbert, 1927.

Jika a € A, maka anggota himpunan B yang merupakan kaitan dari a dapat ditulis
dengan f(a). Elemen f(a) dinamakan nilai fungsi dari a, atau petaan dari a.
Himpunan semua petaan disebut range (daerah hasil) dari fungsi f. Range adalah
himpunan bagian dari kodomain. Misalnya f adalah fungsi ffR — R, R

merupakan himpunan bilangan riil yang memetakan setiap x € R ke kuadratnya.

Selanjutnya diberikan konsep dasar limit yang diambill dari Purcell, dkk., 2010.

Definisi limit menyatakan bahwa suatu fungsi nilainya akan mendekati nilai
tertentu bila x mendekati nilai tertentu pula. Nilai limit adalah nilai kemungkinan,
yang kemunginan tersebut diperoleh dari pendekatan atau batasan tertentu, atau
dengan definisi makna limit secara intusi yaitu bahwa lim,_,. f(x) = L, berarti

bahwa ketika x dekat dengan c tetapi tidak sama dengan c, maka f (x) dekat ke L.



Lim,_. f(x) = L berarti bahwa untuk setiap &> 0 terdapat § > 0 yang
bersesuaian sedemikian sehingga |f(x) — L| < € asalkan 0 < |x — c| < &; yakni

O0<|x—c|<d=|f(x)-L|<e

Definisi berikutnya mengenai limit Kiri dan limit kanan, yaitu jika x menuju c¢ dari
arah kiri (dari arah bilangan yang lebih kecil dari ¢) maka disebut limit Kiri,

dinotasikan dengan

Jim /@

sedangkan jika x menuju c dari arah kanan (dari arah bilangan yang lebih besar

dari ¢) maka disebut limit kanan, dinotasikan dengan

lim f(x)

adapun hubungan antara limit dengan limit Kiri dan limit kanan adalah limit ada

jika limit kiri dan limit kanannya ada, dinitasikan dengan

im0 =L = Jim 00 = lim, /)

Selanjutnya diberikan definisi limit barisan, misalkan a,, terdefinisi untuk setiap
N > c. Dapat katakan bahwa lim,,. a, = L jika untuk setiap &€ > 0 terdapat
bilangan M sedemikian sehingga:

n>M=|a,—L|<¢

Kemudian limit tak-terhingga, kita katakan bahwa lim,._,.+ f(x) = oo jika untuk
setiap bilangan positif M bersesuaian dengan § > 0 sedemikian sehingga:
0<x—c<d=>f(x)>M

2.2 Turunan Fungsi

Pada bagian ini diberikan konsep dasar turunan fungsi yang diambil dari (Purcell,
dkk., 2010).
Turunan atau yang biasa disebut dengan diferensial merupakan perhitungan

terhadap suatu nilai fungsi karena perubahan nilai variabel. Dengan kata lain



proses menetukan turunan suatu fungsi disebut diferensial. Berdasarkan definisi,
turunan fungsi f adalah fungsi lain f” yang nilainya pada sembarang bilangan x

adalah

fx+h) - fx)
h

f'(x) = lim

asalkan limit ini ada dan bukan oo dan —oo.

2.3 Integral Riemann

Pada bagian ini akan diberikan terlebih dahulu konsep dasar integral Riemann.

Integral merupakan antiturunan atau juga dapat diartikan sebagai operasi invers
terhadap diferensial. Misalkan jika f(x) adalah fungsi umum yang bersifat /’(x) =
f(x), maka dapat disimpulkan bahwa f(x) merupakan antiturunan atau integral dari
F’(x) = f(x). f merupakan fungsi bilangan riil pada interval tertutup [a, b] dan R =
R[a, b] adalah himpunan dari keseluruhan partisi dari [a, b], maka integral

Riemann atas dan integral Riemann bawah didefinisikan sebagai berikut :

b
Jf(x)dx =infU(f;P),P €R
dan

f(x)dx = supL(f;P),P €R

m\w

Jika fff(x)dx = f;f(x)dx, maka fungsi f dikatakan terintegral Riemann dan

dinotasikan :

b
S(f) = j £ ()dx

(Varberg, dkk., 2010).



Teorema 2.3.1 (Juhairi, dkk., 2011)

Diketahui fungsi f € R [a, b] terbatas. Fungsi f terintegral Riemann pada [a, b]
jika dan hanya jika untuk setiap bilangan e > 0 terdapat bilangan § > 0 sehingga
jika P; dan P, partisi pada [a, b] dengan ||P,|| < 6 dan ||P,]|| < & berakibat :

U(f; P) — L(f; P) < &.

Kemudian diberikan integral tak tentu, misalkan fungsi y = f(x) kontinu pada

interval r < x < s, maka:
P fGodx = F(x)]3 = F(s) — F(r)
F(x) disini merupakan antiturunan dari f(x) dalam r < x <s, dengan r batas

bawah dan s batas atas.

Selanjutnya diberikan integral tentu, misalkan jika F(x) antiturunan dari fungsi
f(x) atau dapat ditulis [ f(x)dx, maka:

[f(x)dx =F(x)+c
dengan c adalah konstanta (Purcell, dkk., 2010).

Pada bagian ini akan dibahas mengenai Integral Riemann Bernilai di R yang
diambil dari Darmawijaya, 2006.
Jika P = {a = xq, x1, x3, X3, ..., X, ... = b} adalah partisi pada [a, b] maka jumlah

Riemann dari fungsi f: [a, b] — R yang berkorespondensi dengan P didefinisikan

SUP) = ) fGxbex = D FG) (i = xi0)

Selanjutnya diberikan definisi, suatu fungsi f dikatakan terintegral Riemann pada
[a,b], ditulis singkat dengan f € R[a,b] jika terdapat suatu bilangan % € R
sedemikian sehingga untuk setiap € > 0, terdapat § > 0 sedemikian sehingga jika P =

{a =xy, xq,x3,%3,...,%,...= b} partisi pada [a,b] dengan ||P|| <& maka berlaku



IS(f;P) —ul <e
dimanau = [ f = [ f(x)dx.

Definisi berikutnya, fungsi f: [a, b] = R dikatakan terintegral Riemann pada
[a, b] jika nilai dari limypj-0 X124 f(x;)A;x ada.
Sehingga berlaku,

||1131|f305 (fsP) = ||11°1|f30_2f (x)Aix =u
=1
2.4 Barisan Fungsi

Pada bagian ini akan diberikan konsep dasar barisan dan barisan fimgsi yang
diambil dari Bartle dan Sherbert, 2000.
Barisan dapat dibayangkan sebagai suatu daftar bilangan yang dituliskan dalam
suatu urutan tertentu, misalkan:

X1, X2, X3, ey Xppy oon
dengan x; merupakan suku pertama, x, merupakan suku kedua, dan seterusnya

sampai x,, yang merupakan suku ke n.

Barisan (x,,) mempunyai limit L dan dapat ditulis
lim, ., x, = L atau x,, » L dengan n — oo,
Apabila untuk setiap € > 0 terdapat sebuah bilangan bulat N sedemikian rupa
sehingga
|x,, — L| < ¢ apabilan > N.
Jika lim,,_,, x,, ada, maka dapat dikatakan bahwa barisan tersebut konvergen.

Jika tidak, maka barisan tersebut divergen.

Barisan (a,) disebut naik jika a, < a,,,untuk setiap n = 1, vaitu a; < a, <
as < ---;dan disebut turun jika a, = a,,;untuk setiap n > 1. Barisan (a,)

disebut barisan monoton jika barisan ini bisa naik dan turun.



Berikut ini diberikan definisi terkait fungsi barisan, yaitu:
e Jika diketahui fungsi f,:D € R - R untuk setiap k € N, maka diperoleh
barisan (f;) yang disebut barisan fungsi. D merupakan domain fungsi f,

untuk setiap k € N, dan untuk setiap t € D diperoleh barisan bilangan nyata

(fk(t))-

e Diketahui fungsi f;,: D € R - R untuk setiap k € N
i.  Barisan fungsi (f;) dikatakan konvergen di titik t € D jika barisan
bilangan nyata (£ (t)) konvergen.
ii. Barisan fungsi (f;) dikatakan konvergen pada A c D jika barisan

bilangan nyata (f; (t)) konvergen untuk setiap t € A.
Teorema 2.4.1 (Bartle dan Sherbert, 2000)

Barisan fungsi (f,) konvergen ke suatu fungsi f pada A jika untuk setiap t € A
dan bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan asli n = n(t, &) sehingga untuk setiap

bilangan asli k > n berakibat

/() = fOI <&

Contoh:

Diberikan f,(t) =%. Barisan bilangan (fk(t)) konvergen ke 0 untuk setiap

t € [0,1], sebab untuk setiap t € [0,1] berlaku
tk " - 1_

|f(t) — 0] = ?—0 X <

asalkan k > i atau k > n dengan n merupakan bilangan asli pertama yang lebih

besar daripada bilangan i Terlihat bahwa n dapat dipilih hanya bergantung pada

€ saja.



Jadi, barisan fungsi (f;) konvergen ke fungsi f pada [0,1] dengan f(t) = 0 untuk
setiap t € [0,1]. Dapat dipilih bilangan asli n yang hanya bergantung pada ¢ saja,
tak bergantung pada t € [0,1], sehingga untuk setiap k >n dan t € [0,1]
berakibat

tk
i@ 0l = [~ 0] < .

2.5 Ruang Banach

Pada bagian ini akan diberikan terlebih dahulu konsep dasar ruang vektor yang
diambil dari Berberian, 1961:3 sebagai berikut:

Ruang vektor V atas ¢ adalah himpunan obyek — obyek x, y, z, ... disebut vektor.
Vektor nol dinotasikan dengan 6, untuk setiap vektor x, negatif dari x dinotasikan

dengan —x. Aksioma — aksioma berikut diasumsikan berlaku:

(A) Untuk setiap pasangan vektor x, y di V ada vektor yang disebut “jumlah x dan

y”, dinotasikan X + y di V, dan berlaku:

e X+y=y+xuntuksetiapx,y €V

o X+ (y+z)=(XX+y)+zuntuksetiapx,y,zeV

e Terdapat dengan tunggal 6  V sedemikian sehingga x + ¢ = x untuk
setiapx e V

e Untuk setiap x € V, ada —x e V yang disebut negatif x sehingga x + (-x) =
0

(B) Untuk setiap skalar 1 dan setiap vektor x di V, ada vektor yang disebut “hasil
kali x dengan A", dituliskan dengan Ax di V, dan berlaku:

MX +y) =Ax + Ay untuk setiap x, y € V dan A adalah skalar
o (A + p)x=2xrx+ uxuntuk setiap x € V dan A, u adalah skalar
o  (Ap)x =A(ux) untuk setiap x € V dan A, u adalah skalar

e 1.x=xuntuk setiap x € V sebagai catatan, x + (-y) dapat ditulis dengan x



Untuk sebarang ruang vektor:
(1) Persamaan vektor x + y = z mempunyai satu-satu penyelesaian x
(i) Jikaz+z=zmakaz=0
(iii) A0 = 6 untuk setiap skalar 1
(iv)  Ox =6 untuk setiap vektor x
(v) Jikaax=06makar=0ataux=10

Selanjutnya diberikan definisi lain, yaitu:
Ruang vektor atau ruang linier adalah himpunan tak kodong vektor V yang dapat
dijumlahkan dan dikalikan skalar dengan suatu bilangan menghasilkan vektor
yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. r+seV
. r+s=s+r
. ada0eV,sehingga0+s=s+0

. r+(s+t)=(r+s)+t

. krev

. k(r+s) = kr + ks

. (k+ 1)s =kr +1r

. k(mr) = (km)r
10. 1Ir=r

2
3
4
5. ada-s €, sehinggas+ (-s)=(-s) +s=0
6
7
8
9

Selanjutnya pada bagian ini akan diberikan konsep dasar ruang Bernorm yang
diambil dari Darmawijaya, 2007 dan Bartel & Sherbert, 2000 sebagai berikut:
Diberikan ruang linier X, dengan fungsi x € X — ||x|| € R yang memiliki sifat-
sifat sebagai berikut:

o |lxI| = 0 untuk setiap x € X

e |IxI| = 0 jika dan hanya jika x = 0, dengan 0 vektor nol

o |lax|| = lal.|lx|] untuk setiap skalar a dan x € X

o |lx+yl| < [IxI| + [lyl] untuk setiap x,y € X
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Norm atau norma pada X dan bilangan non-negatif ||x|| disebut norma vektor x.
Ruang linie X yang dilengkapi dengan suatu norm ||.|| disebut ruang bernorm
(norm space) dan dapat ditulis dengan X, ||.|| atau X saja asalkan norm-nya
sudah diketahui. (Darmawijaya, 2007)

Teorema 2.5.1 (Darmawijaya, 2007)

Ruang bernorm terhadap norm |[|. ||, merupakan ruang barisan 1,(1 < p < ).

Bukti:

Diberikan sebarang ¥ = (x,), ¥ = (3,) € [, dengan 1<p < oo dan skalar

a sehingga diperoleh:

1

1. ||9Z||p = (X%_,|x,|P)? = 0 karena |x,| = 0 untuk setiap n.

1
|Ifl|p = Qn=alxlP)P =0 x| 20V n & ¥ = {0} =0.

1 1
2. |lax|l, = Gnzilaxy[P)P = |al(Xrzq|xP)P = IaI|IXI|p

Jelas bahwa lax]|| | < oo.
1
3. N1z + 31|, < 12| +[191], = ERoalxal?)? + Eealyal?)A > < o0

Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa [,, merupakan ruang linier dan norm |[[. ||,,

pada norm [,,. Jadi, (L, || ||,) ruang norm. [
Kemudian diberikan definisi lain, yaitu:

Barisan Cauchy adalah barisan (x,) diruang bernorm (X, ||.|]) jika Ve >0
terdapat n, € N, sedemikian sehingga Vm,n > n, berlaku ||x,, — x,|| < ¢

(Bartel & Sherbert, 2000).

Contoh:
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Misalkan (%) merupakan barisan Cauchy. Diberikan ¢ > 0, pilih n, € N. Maka

VY m,n = n, berlaku ||xm — xn|| <e.
Bukti:

. . .. 1 1 1 1
Diberikan sebarang € > 0, jikam,n = n, maka —S—,-=<—

0 ng
Tinjau:
1 1 1 1
s =Bk
m n m n

1 1 1 1 2
<T4istt+-—=2<e
m n Ng Ng Ng

Pilihny > Ssehinggajika m,n = n, maka

1 1 1 1 1 1 2
——ol<—t-<—+—=2<¢ n
m n m n~ nyg n, MNg

Teorema 2.5.2 (Bartle & Sherbert, 2000)

Barisan Cauchy merupakan barisan yang konvergen didalam ruang bernorm

&1 1D-

Bukti:

Diberikan (x,) € X dengan lim,,_,,, x, = x dan € < 0 maka 3 n € N sedemikian
sehingga  berlaku  d(xm, x,) <>,¥7n = N,akibatnya m,n =N berlaku

d(xXpm, xp) < d(x, %) +d(x,x,) < &. [

Diberikan definisi, jika setiap barisan Cauchy konvergen maka dapat disebut

ruang bernorm yang lengkap (Bartle & Sherbert, 2000).
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Kemudian selanjutnya akan diberikan konsep dasar ruang Banach yang diambil
dari Darmawijaya, 2007.

Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap (sebagai
ruang metrik yang lengkap) jika dalam suatu ruang bernorm X berlaku kondisi

bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen.

Kemudian, ruang vektor bernorma V disebut ruang Banach jika V lengkap di
dalam ruang metrik yang didefinisikan oleh norm. Ruang vektor bernorma V
dikatakan lengkap jika terhadap norma || . || dengan d(a,b) = ||a — b||, V merupakan
ruang metrik lengkap, yaitu jika untuk setiap barisan Cauchy (xn) di dalam V

(yaitu dengan sifat ||xn - xm|| — 0), terdapat x € V sehingga ||x — xn|| — O.
Teorema 2.5.3

Ruang banach dengan 1 < p < oo,p € R, maka (L, ||.|]) .

Bukti:

Sudah terbukti (I,,|].||) merupakan ruang Bernorm, sehingga akan dibuktikan
bahwa ruang Bernorm itu lengkap. Akan ditunjukkan untuk 1 < p < oo, diambil

sebarang barisan Cauchy &’ c 1, dengan
2 10 = (7,9) = (4,9, 5,9, 5,9, .)
Untuk sembarang € > 0 3 n, sehingga Vv i,j = n, berlaku
o [0 0] < st 5510 20 < (3
Hal ini mengakibatkan ¥ i,j > 0 diperoleh [a® — 29| <=, v k.
Sehingga diperoleh barisan Cauchy 1, v k.Jadi terdapat bilangan

X, sehingga lim, ., %, = w, atau lim,,_,,,|#, P — x| = 0.
1

- 1 - . 1P\
O Ealwe?y = (52 [we —uf +uf|)
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= lim_,,, (Zk 1|u(l) (1) _l_u(]) )1

1 1

~ limeo (T2 [0 - 0 ) +(Z [ud ) o

Yang berarti @t = (uy) € L,.

1 1

D [la- ]| = (£ fue - wf| ) = tim (82 e - uf ) <& maka
barisan (1)) konvergen ke 1i.

Berdasarkan hasil dari c¢) dan d), dapat disimpulkan bahwa terbukti barisan

Cauchy (%)) cl, konvergen ke @ = (u,)€l, atau terbukti bahwa

(L, 1I-1], 1 < p < o merupakan ruang Banach. m

2.6 Ruang Barisan Selisih

Pada bagian ini akan diberikan terlebih dahulu konsep dasar ruang barisan yang
diambil dari H.Kizmaz, 1981 sebagai berikut:
misalkan diberikan X vyaitu koleksi semua barisan bilangan real, X=

{ti = (ug):up € R}V p c Rdengan 1 < p < oo didefinisikan:

lp=9t= ) cR: (Zluk|p>
=1

P
Dan norm pada [, yaitu
1
d p
1l = () el
k=1

Selanjutnya diberikatan definisi lain, yaitu:
Himpunan dari barisan bilangan disebut ruang barisan [,, apabila memunuhi syarat

berikut:

L, = {x = (x,) CR:Z |25 [P < o0}
n=1

dengan [,, koleksi barisan bilangan yang .7, |x,|? < o

14



L,(A) = {x = (x,) : Ax € L,,}
dengan [,,(A) koleksi barisan bilangan yang Ax € [,.

lp(AZ) = {J_C = (xn):Azx € lp}
dengan [,,(A) koleksi barisan bilangan yang A,x € [,,.

Kemudian diberikan konsep dasar ruang barisan selisih yang diambil dari Kizmaz,
H. 1981 sebagai berikut:

Jika X= (xk) suatu barisan bilangan dan

AX = (xg41 — Xx) , untuk setiap k € N

AX disebut barisan selisih pertama terhadap barisann X = (x;)

ApX = (A Xy = ﬁo(—l)i (™ )Xk+m—i) , untuk setiap k € N
A, X disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan ¥ = (x;) .
Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan AxX = (Axy),

barisan selisih kedua, A,% = (A,x;), dan seterusnya sampai barisan selisih ke-m

Apxy = (Amxk)-

Contoh:

1. Misalkan (x;) = (i) didefinisikan (x,) = {1%%% %} untuk setiap k = 1,
2,3, .... Akan dicari A, X
Azf == {(X3 - 2x2 + xl), (X4_ - 2x3 + xZ), }

8,7 =1{(3-2(3)+1). (G-2(3) +3) -3

g={1 1
A% = {3‘12’ }
Kemudian diperoleh barisan selisih yang kedua yaitu

11

Azf = {§,E,}

Definisi lainnya, diberikan a yaitu koleksi semua barisan bilangan real, a =

{x = (x1):x, € R} untuk setiap p € R dengan 1<p < oo dideefinisikan
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[o%0) 2
I, =% = (x):x, ER: (leklz)
k=1

dan norm pada [, yaitu
[o'e) 2
I#ll, = (zlxkv)
k=1

Kemudian diberikan definisi, ruang barisan selisih tingkat dua didefinisikan
sebagai
L) ={u=(y) cR: Au € l,}
terhadap norm
ltllaz) = lusl + llAT]I

dengan rumus umum barisan selisih:

AT = (Auy) = (Z(—l)f (%) ukm_i)
i=0

dimana
- 1
Au = <Z(—1)l (L) uk+1—i>
i=0

= {((—1)O(é)uk+1_0) + ((_1)1(1)uk+1—1)}

= {11 upyq) + (-1 1)}

= (U1 — k)

= {Uy — Uy, U3 — Uy, Uy — Uz, ... }
atau

Auy = (up —uy)
Au, = (uz — uyp)

Auz = (uz — uy)

Aug = (Upqq1 — Ug)

Langkah pertama akan ditunjukkan ruang barisan selisih [, (A) merupakan ruang

linier, sebagai berikut:
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Untuk setiap u, 7 € [,(A) © Au,Av €1,

1 1
< (Z?=1|Auk|2)2 = Qr=qlugsr — )z < oo

dan

1 1
(ZI?=1|AUk|2)2 = Qke1lVrs1 — Vk|2)2 < ©

diperoleh,
Au+7v)=Au+Av €,

1

& (TPqlbwy + Avy )z
1
= (Tal (s = w) + Wi = w)I°)

1

= (21 (uesr — w?)? + (Tl (Wper — v)I?)?

1 1
= (k=1 Aw )2 + (ER_gldve|?)z < oo

Dengan Kata 1ain, &, 7 € [, (A)...c.ccvceeieeecee e (2.6.9)
untuk setiap skalar a dan u € 1, (A) diperoleh

Alatt) = (Aauy)

1
e Ciiila(ugss +u)l?)z
1

= (Tl Qiers — wI”)

= |a|(Tp ) (s — w)I?)?

L YT L A (2.6.0)

Berdasarkan persamaan (2.6.a) dan (2.6.b) terbukti bahwa selisih [,(A)

merupakan ruang linear. [

Langkah kedua akan ditunjukkan ruang barisan selisih 1,(A) merupakan ruang
Bernorm terhadap norm |||l a2y = luq| + [|A%]|, sebagai berikut:

1. Untuk setiap u € [,(A)

S AuEl,

1 1
& (T2 118w )2 = (T2 1| (s — w)1?)? <

17



selanjutnya,

il a2y = lusl + llAull,
1
= | + ERoeldug[*)z2 = 0

1
= Jug| + Crealugsr — uklz)z >0

dan

1l a2y = ludl + [[AT]l,
1
& Juy| + CreqlAug|?)z =0
1
S Jug| + Crzqltgesr — uk|2)2 =0

& |uy| = 0 dan (Xl lugsr — uklz)% = 0 untuk setiap k
© |luyl =0dan |u, —uy| =0, |lug —uy| =0, ...

cu =0u; —u; =0u; —u3 =0,...

Suy =u,=u3=--=0

su={0}=0

2. Untuk setiap a skalar dari z € [,(A)
latllaz) = lau | + llAatll,

1

& laug| + Crzgla@psr — ugl?)?
1
& laf [ug] + lal(Crzltgsr — uel?)?
o] 2 £

& lal (| + (B lau 2)2)
& |a|(fus| + llAtl2)

& |al llullaz

3. Untuk setiap , 7 € 1,(A)
1
1T+ Dlla2) = [us + uz| + Ei=q|ACug + u)|%)z
1 1
= |uy| + [vg| + (Z,?=1|Auk|2)2 + (Z?=1|Avk|2)2

1 1
< lug| + (Z,‘?’=1|Auk|2)z + v + (Z?=1|Avk|2)2
= |ug| + [Augll + [v1] + [|Avgll,

18



= |[@llazy + 17l a2y
Berdasarkan 1, 2, 3 terbukti bahwa [, (A) merupakan ruang Bernorm. ]

Langkah ketiga akan ditunjukkan ruang barisan selisih [,(A) merupakan ruang

Bernorm yang lengkap, sebagai berikut:

Diambil sebarang barisan Cauchy, (2®) = {a®,u®, ...} c [,(4) dengan,
A = {Aul(l),Auz(l), v, A, )
A ® = {Aul(z),Auz(z), o, A @, )

AT® = {Au, D, Au, @, L A D, 3
diperoleh
AT® = (A D) = (A, @, Au, @, . A D, )
A = (A D) = (Au, D, 2, D, .., dg D, L3
dengan Au®, Aul) € 1,(A).

Untuk setiap € > 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap dua bilangan
aslii,j = ng berlaku:

”Aﬁ(i) _ Aﬁ(j)” c

(42) <
1

= (U1(i) - U1(j)) + (Z?=1|A(uk(i) - uk(j))lz)E L € i (2.6.0)

dilain pihak,
A@ED —aD) = (0, @ — 1, D, u, @ — 0, D, L, @ — 1, D, )

= {1, D) = (1, @ =0, D) = (3P — w3 D) — (P -

= {(ukﬂ(i) _ uk+1(j)) _ (uka) _ uk(j))}
= {(wer1® = 0eD) = (s ® = we P (2.6.d)

Berdasarkan persamaan (2.6.c) dan (2.6.d) diperoleh:
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1
® 2
k=1

untuk setiap i,j = n,, yang berakibat:

lim | (1@ = w9 = (w1 @ — 0, )| = 0

i,]—>oo
atau

lim |17,1(i) _ l_tl(j)| =0, lim |a2(i) _ az(f)| =0,

i,joo0 i,j—oo00

i,joo

i,j—>o0

Jadi, dapat disimpulkan bahwa barisan Cauchy (%, ) lengkap dan konvergen.

Dibentuk,
. ® - - - Uy
ﬁz(i) ———————————— - U,
G - —_—— = Uy
a0 = @) - - ——————— —— - (u) =1u

Jadi barisan u#® konvergen ke #. Sekarang akan ditunjukkan bahwa # €
[,(A), sebagai berikut:

lAqill, = [|Ay2 — 8@ ® + Alﬁ(i)”mm

< A -2a®) 4 [8a®, <o,

(Allz) (Al'z)

oleh karena itu,
||1_1||(A1,2) = |ug| + 1412l < 0.
Berakibat & € 1,(A).

Sehingga barisan Cauchy (2®) < [,(A) konvergen ke # € I,(A). Berdasarkan
langkah diatas terbukti bahwa [,(A) lengkap dan [,(A) merupakan ruang Banach.
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Contoh:

Diberikan suatu barisan « = (kiz) € [,(A) sebagai berikut:

Ayxy = (X1 — Xg)
8 (2) ={G-1).G-3) G-%) )
)G )]
&) &) &) -
(@) (@) (G) )

—(2k+1) )
(k2 (k+1)2)

{
{
{
=(

selanjutnya,

1
2)5
_( o -2k 1
T \FREL R2(+1)2) T (k2 (R+1)2)

_ o —(2k+1)
- k=1 (k2(k+1)2)

1

2)5

1 1

<(>% _2 ) m—
1
k d . kk co 2 2 E
akan ditunjukkan (Zk=1 T ) < @
. 2 oo 22
Lk=1 |m <Z’<_1k2(k)4
[ee] 22
= Zk 16
o 1
=22 Zk=1ﬁ ................................................................... ( 263.)
.
. o w 1 |7)?
selanjutnya akan ditunjukkan (Zk—1 (k2(k+1)2) > <@
1 1
Zk 1 (kz(k+1)2 Zk 1k4(k)4
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Dari persamaan (2.6.a) dan (2.6.b) terbentukkah suatu deret - p sebagai berikut:
1 1 1 1
DSt tE T
k=1
deret ini merupakan deret tak hingga yang konvergen untuk p > 1.

Kemudian,

il ay,2) = lual + [1Aq 2l
-3 1
=R+, <

disumpulkan bahwa barisan u = (k—lz) € 1,(4).
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I11.  METODELOGI PENELITIAN

3.1 Tempat dan Waktu Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan llmu
Pengetahuan Alam Universitas Lampung dan waktu penelitian dilaksanakan pada
semester ganjil tahun akademik 2022/2023.

3.2 Metodelogi Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi pustaka yaitu metode
pendekatan yang pembahasannya didasarkan atas buku-buku dan jurnal-jurnal
yang berhubungan dengan bahasan integral reimann bernilai barisan selisih
tingkat dua. Sedangkan langkah-langkah yang dilakukan dalam melaksanakan
penelitian ini adalah :

1. Membuktikan fungsi f € £,(A) sebagai berikut:

a. Mencari barisan selisih dua dari fungsi f dengan rumus A(R,f) =
b b
M) = (1 fisr = 3 fe)
b. Membuktikan norm barisan selisih dua dari fungsi f konvergen yaitu
la@ All,, <o

2. Membuktikan fungsi f terintegral Riemann pada partisi [a, b] dengan rumus
”S(f; P) - ﬁ”gz(A) <€



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, dapat

ditarik kesimpulan terkait integral Riemann bernilai barisan selisih tingkat satu,

yaitu sebagai berikut.

1.

Fungsi f = (fi) : [a,b] € R - £,(A) dikatakan terintegral Riemann pada
[a, b], ditulis singkat dengan f € R[a, b] jika terdapat suatu barisan i €

£, (A) sedemikian sehingga Ve > 0, terdapat § > 0 sedemikian sehingga jika
P = {a = x4, x4, x5, ..., X;, = b} partisi pada [a, b] dengan ||P|| < & dan

x; € [xi-q,x;], maka berlaku ||S(f; P) — @], = [|1EZ1 FG) A =

all,, ) < edengani = [ f =[] f(x)dx.

Fungsi f = (fi):[a,b] € R — £,(A) terintegral Riemann pada [a, b] jika
dan hanya jika fungsi (fi): [a,b] € R - R, k = 1,2, ... masing-masing
terintegral Riemann pada [a, b].

Fungsi f = (fi):[a,b] € R — £,(A) terintegral Riemann pada [a, b] jika

dan hanya jika limyp - S(f; P) = Jm 21 f(x}) Ax; = u dengan

7= (u) € 2,(A), k=12, ...



5.2 Saran

Pembahasan skripsi ini hanya berfokus pada integral Riemann bernilai barisan
selisih tingkat dua, sehingga penulis menyarankan agar dilakukan penelitian pada
barisan selisih lainnya.
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