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ABSTRAK 

 

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF BUNGA ASTER  

DAN BARBELNYA 

 

 

Oleh 

 

 

PUPUT OCTAVIANI 

 

 

 

Graf bunga Aster 𝐷(𝐾𝑛) adalah konstruksi dari graf lengkap 𝐾𝑛 dengan titik 

𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛 dan 𝑛 titik 𝑤1, 𝑤2, ⋯ ,𝑤𝑛 sehingga titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑖+1 bertetangga di 𝑤𝑖 

untuk 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dengan 𝑣𝑛+1 = 𝑣1. Graf barbel bunga Aster, dinotasikan dengan 

𝐵𝐷(𝐾𝑛) adalah graf yang dibentuk dari dua buah graf bunga Aster yang dihubungkan 

oleh suatu jembatan. Pada penelitian ini, dikaji tentang bilangan kromatik lokasi graf 

bunga Aster dan barbelnya. Bilangan kromatik lokasi graf bunga Aster, 𝜒𝐿(𝐷(𝐾𝑛)) 

adalah 4 untuk 𝑛 = 3 sedangkan bernilai 𝑛 untuk 𝑛 > 3. Bilangan kromatik lokasi graf 

barbel bunga Aster, 𝜒𝐿(𝐵𝐷(𝐾𝑛)) adalah 𝑛 + 2 untuk 𝑛 = 3 sedangkan untuk 𝑛 > 3 

adalah 𝑛 + 1. 

 

Kata kunci: graf bunga Aster, bilangan kromatik lokasi, graf barbel 



 

 

ABSTRACT 

 

LOCATING CHROMATIC NUMBER OF THE DAISY GRAPH  

AND ITS BARBELL 

 

 

BY 

 

 

PUPUT OCTAVIANI 

 

 

 

The Daisy graph, 𝐷(𝐾𝑛) is a constructed from the complete graph 𝐾𝑛 with vertices 

𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛 and 𝑛 isolated vertices 𝑤1, 𝑤2, ⋯ ,𝑤𝑛 such that vertices 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1 are 

connected to 𝑤𝑖 for 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 where 𝑣𝑛+1 = 𝑣1. The barbell graph of daisy graph, 

denoted by 𝐵𝐷(𝐾𝑛) is a graph formed from two daisy graps connected by a bridge. In 

the results, we determined the locating chromatic number of the daisy graph and its 

barbell.  The locating chromatic number of the daisy graph 𝜒𝐿(𝐷(𝐾𝑛)) is 4 for 𝑛 = 3 

while the value is n for 𝑛 > 3. The locating chromatic number for the barbell of the 

daisy graph, 𝜒𝐿(𝐵𝐷(𝐾𝑛)) is 𝑛 + 2 for 𝑛 = 3 while for 𝑛 > 3 is 𝑛 + 1. 

 

Keywords: daisy graph, locating chromatic number, barbell graph
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1. Latar Belakang Masalah 

 
 
 

Dalam era kemajuan ini banyak permasalahan yang bisa diselesaikan dengan 

menggunakan beberapa pengaplikasian teori dalam cabang ilmu matematika 

diantaranya ialah teori graf. Teori graf adalah salah satu cabang ilmu matematika 

yang banyak mendapat perhatian karena dapat diaplikasikan dalam kehidupan sehari-

hari, diantaranya pada jaringan komunikasi, transportasi, ilmu komputer, riset operasi 

dan masih banyak aplikasi lainnya (Nasir dkk., 2022). 

  

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh ilmuan matematika dari Swis yaitu 

Leonardo Euler pada tahun 1736. Euler berhasil menyelesaikan permasalahan 

Jembatan Konigsberg yang menghubungkan daratan Konigsberg dengan pulau di 

sungai Pregel yang dihubungkan dengan tujuh buah jembatan. 

 
Gambar 1. Jembatan Konigsberg dan representasi pada graf



2 
 

 

Seiring dengan kemajuan, teori graf mengalami perkembangan yang begitu 

signifikan. Salah satu konsep teori graf yang sedang berkembang akhir-akhir ini 

adalah bilangan kromatik lokasi. Konsep bilangan kromatik lokasi merupakan 

perkembangan kusus dari dimensi partisi dan pewarnaan graf. Konsep pewarnaan 

graf menghasilkan konsep bilangan kromatik. Bilangan kromatik ini memiliki 

aplikasi yang menarik untuk dikaji dalam berbagai masalah (Welyyanti, 2018). 

 

Bilangan kromatik adalah bilangan bulat terkecil 𝑘 sehingga graf 𝐺 memiliki 

pewarnaan titik sejati dengan 𝑘 warna. Pewarnaan titik sejati adalah pemetaan 

𝑐: 𝑉(𝐺) → {1,2, … , 𝑘} sedemikian sehingga 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) untuk setiap 𝑢 dan 𝑣 

bertetangga di 𝐺. Bilangan kromatik biasanya dinotasikan dengan 𝜒(𝐺) (Welyyanti, 

2018). 

 

Bilangan kromatik lokasi merupakan gabungan dari konsep dimensi partisi suatu graf 

dengan pewarnaan graf. Bilangan kromatik lokasi graf adalah pengelompokkan titik 

berdasarkan kelas-kelas warna dengan syarat pada setiap titik graf memiliki kode 

warna yang berbeda (Chartrand dkk., 2002). Di antara penelitian yang sudah ada 

yaitu, bilangan kromatik graf berorde 𝑛 dengan bilangan kromatik lokasi (𝑛 − 1) 

(Chartrand dkk., 2003), bilangan kromatik lokasi amalgamasi bintang (Asmiati dkk., 

2011), bilangan kromatik lokasi graf split lintasan (Rahmatalia dkk., 2022), bilangan 

kromatik lokasi graf pohon pisang (Asmiati, 2017). Bilangan kromatik lokasi graf 

pohon (Asmiati, 2016), bilangan kromatik lokasi graf gabungan (Behtoei dkk., 2011), 

dan bilangan kromatik lokasi graf kneser (Behtoei dkk., 2011), serta masih banyak 

penelitian terkait hal tersebut.  

 

Graf bunga Aster adalah graf yang dikonstruksi dari graf lengkap 𝐾𝑛. Graf bunga 

Aster dinotasikan 𝐷(𝐾𝑛) memiliki 𝑛 titik yang berderajat 2 dan 𝑛 titik lain berderajat 

𝑛 + 1 (Sugeng dkk., 2022).  
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Graf Barbel dinotasikan 𝐵𝑛,𝑛 adalah graf yang diperoleh dengan menghubungkan dua 

buah sebarang graf terhubung 𝐺 dan 𝐻 dengan sebuah jembatan (Asmiati dkk., 2018). 

Penelitian bilangan kromatik lokasi graf barbel 𝜒𝐿(𝐵𝑛,𝑛) diantaranya bilangan 

kromatik lokasi graf barbel shadow lintasan (Asmiati dkk., 2021), dan bilangan 

kromatik lokasi graf barbel origami tertentu (Irawan dkk., 2020),  

 

Sejauh penelusuran literatur yang dilakukan belum ada kajian yang membahas terkait 

bilangan kromatik lokasi dari salah satu keluarga graf bunga yaitu graf bunga Aster. 

Oleh karena itu, pada penelitian ini akan dibahas mengenai bilangan kromatik lokasi 

graf bunga Aster dan barbelnya. 

 

1.2. Tujuan 
 
 
 

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi graf bunga 

Aster dan barbelnya. 

 

1.3. Manfaat 
 
 
 

Manfaat dari peneliatian ini adalah sebagai berikut:  

1. Menambah ilmu pengetahuan terkait teori graf khususnya pada bilangan kromatik 

lokasi graf bunga Aster dan barbelnya.  

2. Sebagai referensi tambahan bagi peneliti selanjutnya terkait bilangan kromatik 

graf bunga aster dan barbelnya. 

 



 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 
 
 
 
 

2.1. Konsep Dasar Graf dan Kelas-kelas Graf 
 
 
 

Pada bagian ini akan diberikan definisi graf dan sifat-sifatnya yang diambil dari (Deo, 

1989). Graf 𝐺 adalah himpunan terurut (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dengan 𝑉(𝐺) menyatakan 

himpunan titik dari 𝐺 dengan 𝑉(𝐺) ≠ ∅ dan 𝐸(𝐺) yang menyatakan himpunan sisi dari 

𝐺 yakni pasangan tak terurut 𝑉(𝐺). Banyaknya himpunan titik 𝑉(𝐺) disebut dengan 

orde dari graf. Jika titik 𝑣1 dan 𝑣2 dihubungkan oleh sisi 𝑒, maka titik 𝑣1 dan 𝑣2 

dikatakan menempel pada sisi 𝑒, begitu juga dengan 𝑒 menempel pada titik 𝑣1 dan 𝑣2. 

Titik 𝑣1 dikataka bertetangga dengan titik 𝑣2. Himpunan dari suatu titik yang 

bertetngga dengan 𝑣 dinotasikan dengan 𝑁(𝑣). 
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Gambar 2. Contoh graf dengan 5 titik dan 7 sisi 
 
 

Graf pada gambar diatas merupakan graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸), dengan himpunan titik 𝑉 = {𝑣1, 

𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan himpunan sisinya adalah 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7}.  
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Titik yang brtetangga dengan titik 𝑣1 adalah 𝑣2, sedangkan sisi yang menempel dengan 

titik 𝑣1 adalah sisi 𝑒1. Derajat suatu titik 𝑣 adalah banyaknya sisi yang menempel pada 

titik 𝑣 yang dinotasikan dengan 𝑑(𝑣). Daun adalah titik yang berderajat satu. Pada 

Gambar 2, yang dikatakan sebagai daun adalah titik 𝑣5. Derajat pada masing-masing 

graf pada Gambar adalah 𝑑(𝑣1) = 𝑑(𝑣3) = 𝑑(𝑣4) = 3, 𝑑(𝑣2) = 4, dan 𝑑(𝑣5) = 1. 

Derajat suatu titik biasanya juga disebut sebagai valensi. Sisi paralel adalah beberapa 

sisi yang memiliki titik ujung yang sama. Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan 

titik akhir yang sama. Pada Gambar 2 adalah tedapat sisi paralel pada titik 𝑣2 dan 𝑣3. 

Dan terdapat loop pada sisi 𝑒5. 

 

Jalan adalah barisan berhingga dari titik dan sisi dimulai dan diakhiri dengan titik 

sedemikian sehingga setiap sisi yang menempel dengan titik sebelumnya dan 

sesudahnya pada suatu graf. Pada Gambar 2 yang merupakan jalan adalah 𝑣4, 𝑒2, 𝑣2, 

𝑒6, 𝑣3, 𝑒7, 𝑣4, 𝑒3, 𝑣5. Lintasan adalah jalan yang melewati titik yang berbeda-beda 

dimana titik-titik yang dilewati tepat satu kali pada suatu graf. Pada Gambar 2 yang 

merupakan lintasan adalah 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒4, 𝑣3, 𝑒7, 𝑣4, 𝑒3, 𝑣5. Sirkuit adalah lintasan 

tertutup, yaitu memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Sirkuit dibedakan menjadi 

dua macam, yaitu sirkuit ganjil dan sirkuit genap. Sirkuit ganjil adalah sirkuit yang 

memuat banyaknya jumlah titik berjumlah ganjil, sedangkan sirkuit genap sirkuit yang 

memuat banyaknya titik berjumlah genap. Contoh sirkuit ganjil pada Gambar 2 adalah 

𝑣2, 𝑒4, 𝑣3, 𝑒7, 𝑣4, 𝑒2, 𝑣2. 

 

Graf 𝐺 dikatakan terhubung jika terdapat lintasan yang menghubungkan setiap dua titik 

yang berbeda. Jika tidak, maka graf 𝐺 disebut graf tak terhubung. Pada graf terhubung 

𝐺, jarak yang dinotasikan dengan 𝑑(𝑣𝑖, 𝑣𝑗) antara dua titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗  adalah panjang 

lintasan terpendek antara dua titik (yakni banyaknya sisi pada lintasan terpendek) 

dalam suatu graf. 
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Graf sederhana yang terdiri atas sebuah sisi dari setiap pasangan titik disebut graf 

lengkap. Graf lengkap dengan 𝑛 buah titik dinotasikan dengan 𝐾𝑛. Karena pada setiap 

titik dihubungkan dengan semua titik lainnya dengan sebuah sisi, derajat dari tiap titik 

adalah 𝑛 − 1 untuk graf lengkap 𝐺 dengan 𝑛 titik dan banyaknya sisi di 𝐺 adalah 
𝑛(𝑛−1)

2
. 

 

Contoh : 

 

Gambar 3. Graf lengkap 

 

Graf bunga Aster 𝐷(𝐾𝑛) adalah konstruksi dari graf lengkap 𝐾𝑛 dengan titik 

𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛 dan 𝑛 titik 𝑤1, 𝑤2, ⋯ ,𝑤𝑛 sehingga titik 𝑣𝑖 dan  𝑣𝑖+1 bertetangga di 𝑤𝑖 

untuk 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 dengan 𝑣𝑛+1 = 𝑣1. Graf bunga Aster 𝐷(𝐾𝑛) memiliki 𝑛 titik yang 

berderajat 2 dan 𝑛 titik yang berderajat 𝑛 + 1 (Sugeng dkk., 2022). 
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Gambar 4. Contoh graf bunga Aster dari 𝐾6 
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Graf barbel 𝐵𝑚,𝑛 terbentuk dengan menghubungkan dua graf terhubung sembarang 𝐺 

dan 𝐻 oleh sebuah sisi sebagai jembatan, untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 3 dengan 𝐺 dan 𝐻 adalah graf 

lengkap dengan masing-masing graf memiliki 𝑚 dan 𝑛 titik (Asmiati dkk., 2018).  

Graf barbel bunga Aster adalah graf yang terbentuk dari dua buah graf bunga Aster 

yang dihubungkan dengan sebuah sisi sebagai jembatan. Graf barbel bunga Aster 

dinotasikan dengan 𝐵𝐷(𝐾𝑛).  
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Gambar 5. Contoh Graf barbel bunga Aster 𝐵𝐷(𝐾4) 

 

 

2.2. Bilangan Kromatik Lokasi Graf 
 
 
 

Menurut (Chartrand dkk., 2002), bilangan kromatik lokasi didefinsikan misalkan 𝐺 =

(𝑉, 𝐸) adalah graf terhubung dan 𝑐 merupakan suatu pewarnaan sejati di graf 𝐺 dengan 

𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) untuk titik yang bertetangga 𝑢 dan 𝑣 di 𝐺. Secara ekuivalen, 𝑐 merupakan 

sebuah partisi Π dari 𝑉(𝐺) pada kelas warna 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑘 dimana titik 𝐶𝑖 diwarnai 

dengan 𝑖 untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Kode warna 𝑐Π(𝑣) dari sebuah titik 𝑣 di 𝐺 adalah 𝑘 – pasang 

terurut. 𝑐Π(𝑣) = (𝑑(𝑣, 𝐶1), 𝑑(𝑣, 𝐶2), …, 𝑑(𝑣, 𝐶𝑘)) dengan, 𝑑(𝑣, 𝐶𝑖) = min {𝑑(𝑣, 𝑥)| 

𝑥 ∈ 𝐶𝑖} untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Jika pada setiap titik pada graf 𝐺 memiliki kode warna yang 

berbeda , maka 𝑐 disebut pewarnaan lokasi pada graf 𝐺. Pewarnaan lokasi pada sebuah 

graf 𝐺 merupakan pewarnaan yang membedakan jarak pada setiap titik pada graf 𝐺 

pada kelas warna yang dihasilkan. Bilangan kromatik lokasi pada graf 𝐺 dinotasikan 

dengan 𝜒𝐿(𝐺) adalah bilangan terkecil 𝑘 sehingga 𝐺 mempunyai pewarnaan 𝑘 lokasi. 

Dalam penelitiannya juga (Chartrand et al., 2002) telah membuktikan teorema terkait 

dasar sebuah bilangan kromatik lokasi. 
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Teorema 2.1 

 

Misalkan 𝑐 adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf 𝐺. Jika 𝑢 dan 𝑣 adalah dua titik 

yang berbeda di 𝐺. Sedemikian sehingga 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑣,𝑤) untuk semua 𝑤 ∈ 𝑉(𝐺) −

{𝑢, 𝑣}, maka 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣). Secara khusus, jika 𝑢 dan 𝑣 adalah titik–titik yang tidak 

bertetangga di 𝐺 sedemikian sehingga 𝑁(𝑢) = 𝑁(𝑣), maka 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣). 

 

Bukti: 

 

Misalkan 𝑐 adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung dan misalkan Π =

{𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑘} adalah partisi dari titik-titik 𝐺 ke dalam kelas warna 𝐶𝑖. Untuk semua 

titik 𝑢, 𝑣 𝜖 𝑉(𝐺), andaikan 𝑐(𝑢) = 𝑐(𝑣) sedemikian sehingga titik 𝑢 dan 𝑣 berada 

dalam kelas warna yang sama, misal 𝐶𝑖 dari Π. Akibatnya, 𝑑(𝑢, 𝐶𝑖) = 𝑑(𝑣, 𝐶𝑖) = 0. 

Karena 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑣,𝑤) untuk setiap 𝑤 𝜖 𝑉(𝐺) − {𝑢, 𝑣} maka, 𝑑(𝑢, 𝐶𝑖) = 𝑑(𝑣, 𝐶𝑖) 

untuk setiap 𝑗 ≠ 𝑖, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. Akibatnya, 𝑐Π(𝑢) = 𝑐Π(𝑣) sehingga 𝑐 bukan pewarnaan 

lokasi. Jadi, 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣). ∎ 

 

Akibat dari Teorema 2.1 di atas diperoleh sebuah batas bawah dari bilangan kromatik 

lokasi pada suatu graf. 

 

Akibat 2.1 

Jika 𝐺 adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan 𝑘 daun, maka 

𝜒𝐿(𝐺) ≥ 𝑘 + 1. 
 

Bukti: 

 

Misalkan 𝑣 adalah suatu titik yang bertetangga dengan 𝑘 daun, yaitu 𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑘 di 

𝐺. Berdasarkan Teorema 2.1, setiap pewarnaan lokasi dari 𝐺 mempunyai warna yang 

berbeda untuk setiap 𝑥𝑖, di mana 𝑖 = 1,2, … , 𝑘. 

Karena 𝑣 bertetangga dengan semua 𝑥𝑖, maka 𝑣 harus mempunyai warna yang berbeda 

dengan semua daun 𝑥𝑖. Akibatnya 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 𝑘 + 1.   ∎ 
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Gambar 6. Minimum pewarnaan pada suatu graf 𝐺 dengan 𝜒𝐿(𝐺) = 4. 

 
 

Diberikan suatu graf 𝐺 pada Gambar 6 kemudian akan dicari bilangan kromatik lokasi 

dari graf tersebut. Maka terlebih dahulu akan ditentukan batas bawah dari graf 𝐺. 

Karena pada titik 𝑣8 terdapat 3 buah daun, maka berdasarkan Akibat 2.1 𝜒𝐿(𝐺) ≥ 4. 

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan titik empat warna pada graf 𝐺 sedemikian sehingga 

diperoleh kelas-kelas warna yaitu: Π = {𝐶1,𝐶2, 𝐶3,𝐶4} dengan 𝐶1 = {𝑣1, 𝑣5, 𝑣10}, 𝐶2 =

{𝑣2, 𝑣7, 𝑣8}, 𝐶3 = {𝑣3,𝑣6, 𝑣9}, dan 𝐶4 = {𝑣4, 𝑣11}. Setiap titik pada graf tersebut 

memiliki kode warna sebagai berikut: 

𝑐Π(𝑣1) = (0,1,2,3) 𝑐Π(𝑣5) = (0,1,1,1) 𝑐Π(𝑣9) = (2,1,0,2) 

 𝑐Π(𝑣2) = (1,0,1,2) 𝑐Π(𝑣6) = (1,1,0,2) 𝑐Π(𝑣10) = (0,1,2,2) 

𝑐Π(𝑣3) = (2,1,0,3) 𝑐Π(𝑣7) = (2,0,1,2) 𝑐Π(𝑣11) = (1,1,2,0) 

𝑐Π(𝑣4) = (1,2,2,0) 𝑐Π(𝑣8) = (1,0,1,1)  

Karena kode warna pada setiap titik pada graf 𝐺 berbeda maka 𝑐 adalah pewarnaan 

lokasi, Jadi 𝜒𝐿(𝐺) ≤ 4. Akibatnya, 𝜒𝐿(𝐺) = 4.  
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Teorema 2.2 (Chartrand dkk., 2002) 

Bilangan kromatik lokasi graf lengkap adalah 𝑛 untuk suatu graf 𝑛 ≥ 2. 

 

Bukti: 

 

Karena pada setiap sisi graf lengkap saling bertetangga dan pada setiap titiknya saling 

terhubung satu sama lain. Maka setiap titik pada graf lengkap harus diberikan warna 

yang berbeda. Jadi diperoleh 𝜒𝐿(𝐾𝑛) = 𝑛 untuk 𝑛 ≥ 2.∎ 

 

Di bawah ini diberikan contoh pewarnaan lokasi pada graf lengkap 𝐾6 menggunakan 6 

warna 

1

6 3

2

5 4  

Gambar 7. Contoh pewarnaan lokasi minimum pada graf lengkap 𝐾6 

 
 

Diberikan suatu graf 𝐺 pada Gambar 7 akan dicari bilangan kromatik lokasi dari graf 

tersebut. Terlebih dahulu ditentukan batas bawah dari graf 𝐺. Karena gambar graf 𝐺 di 

atas merupakan graf lengkap maka berdasarkan Teorema 2.1, 𝜒𝐿(𝐾6) ≥ 6. Misalkan 𝑐 

adalah pewarnaan titik menggunakan empat warna pada graf 𝐺 sedemikian sehingga 

diperoleh kelas-kelas warna yaitu: Π = {𝐶1,𝐶2, 𝐶3,𝐶4, 𝐶5,𝐶6} dengan 𝐶1 = {𝑣1},  𝐶2 =

{𝑣2}, 𝐶3 = {𝑣3}, 𝐶4 = {𝑣4}, 𝐶5 = {𝑣5}, dan 𝐶6 = {𝑣6}. Setiap titik pada graf memiliki 

kode warna sebagai berikut: 

𝑐Π(𝑣1) = (0,1,1,1,1,1) 𝑐Π(𝑣3) = (1,1,0,1,1,1) 𝑐Π(𝑣5) = (1,1,1,1,0,1) 

 𝑐Π(𝑣2) = (1,0,1,1,1,1) 𝑐Π(𝑣4) = (1,1,1,0,1,1) 𝑐Π(𝑣6) = (1,1,1,1,1,0) 

Karena kode warna pada setiap titik pada graf 𝐺 berbeda, maka 𝑐 adalah pewarnaan 

lokasi. Jadi, 𝜒𝐿(𝐾𝑛) ≥ 6. Akibatnya, 𝜒𝐿(𝐾𝑛) = 6. 
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Selanjutnya, teorema pembuktian bilangan kromatik lokasi graf barbel 𝐵𝑛,𝑛.  

 

Teorema 2.3. (Asmiati dkk., 2018) 

Misalkan 𝐵𝑛,𝑛 graf Barbel untuk 𝑛 ≥ 3. Maka bilangan kromatik lokasi dari 𝐵𝑛,𝑛 adalah 

𝜒𝐿(𝐵𝑛,𝑛) = 𝑛 + 1. 

 

Bukti:  

 

Misal 𝐵𝑛,𝑛, 𝑛 ≥ 3, adalah graf barbel dengan himpunan titik 𝑉(𝐵𝑛,𝑛) = {𝑢𝑖, 𝑣𝑖 ∶ 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝐵𝑛,𝑛) = ⋃ {𝑢𝑖 , 𝑣𝑖+𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 𝑖}𝑛−1
𝑖=1 ⋃ ⋃ {𝑢𝑖, 𝑣𝑖+𝑗 ∶

𝑛−1
𝑖=1

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 𝑖} ⋃ {𝑢𝑛, 𝑣𝑛}.  

 

Pertama, ditentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf barbel 𝐵𝑛,𝑛 untuk 𝑛 ≥

3. Karena graf barbel berisi dua salinan yang isomorfis dari graf lengkap 𝐾𝑛 maka 

sesuai dengan Teorema 2.2, diperoleh 𝜒𝐿(𝐵𝑛,𝑛) ≥ 𝑛. 

 

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi dan andaikan menggunakan 𝑛 warna. Maka 

terdapat dua titik pada graf barbel 𝐵𝑛,𝑛 yang memiliki kode warna yang sama, suatu 

kontradiksi. Jadi, 𝜒𝐿(𝐵𝑛,𝑛) ≥ 𝑛 + 1. 

Untuk menunjukkan bahwa 𝑛 + 1 adalah batas atas untuk bilangan kromatik lokasi 

graf barbel 𝐵𝑛,𝑛 cukup dibuktikan dengan adanya pewarnaan lokasi yang optimal 𝑐 ∶

𝑉(𝐵𝑛,𝑛) → {1,2,3, … , 𝑛 + 1}. Untuk 𝑛 ≥ 3 konstruksikan fungsi 𝑐 sebagai berikut: 

𝑐(𝑢𝑖) = 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑐(𝑣𝑖) = {

𝑛,
𝑖,

𝑛 + 1,
 
untuk i = 1                 
untuk 2 ≤ i ≤ n − 1
lainnya.                       
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dengan menggunakan pewarnaan 𝑐, kita memperoleh kode warna 𝑉(𝐵𝑛,𝑛) sebagai 

berikut: 

𝑐Π(𝑢𝑖) = {

0, untuk 𝑖 komponen 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛                                
2, untuk 𝑛 + 1 komponen 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1               
1, lainnya                                                                         

 

𝑐Π(𝑢𝑖) =

{
 
 

 
 
 0,   untuk i komponen , 2 ≤ i ≤ n − 1       

untuk n komponen , i = 1 dan      
untuk n + 1 komponen, i = n,       

3,   untuk 1 komponen, 1 ≤ i ≤ n −  1    
2,   untuk 1 komponen, i = n                      
1,   lainnya                                                        

  

Karena semua titik di 𝑉(𝐵𝑛,𝑛) memiliki kode warna yang berbeda, maka pewarnaan 𝑐 

adalah pewarnaan lokasi. Maka 𝜒𝐿(𝐵𝑛,𝑛) = 𝑛 + 1.                                                                                                                   ∎ 

 

Akibat 2.3. Untuk 𝑛,𝑚 ≥ 3, dan 𝑚 ≠ 𝑛, bilangan kromatik lokasi dari graf barbel 

𝐵𝑚,𝑛 adalah: 

𝜒𝐿(𝐵𝑛,𝑛) = max {𝑚, 𝑛}. 

Berikut ini diberikan contoh pewarnaan lokasi graf barbel dari graf lengkap 𝐵𝐾4,4, 

yaitu:  

5

2

3

4
1

2
3

4

 

Gambar 8. Contoh pewarnaan lokasi minimum pada graf barbel 𝐵𝐾4,4 

 
 

Diberikan graf 𝐺 pada Gambar 8 akan ditentukan bilangan kromatik lokasi dari graf 

tersebut. Terlebih dahulu akan ditentukan batas bawah dari graf 𝐺. Karena graf barbel 

di atas terbentuk dari dua buah graf lengkap 𝐾4, maka berdasarkan Teorema 2.3, 

𝜒𝐿(𝐵𝑛,𝑛) ≥ 5. Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan titik dengan 5 warna pada graf 𝐺 
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sedemikian sehingga diperoleh kelas-kelas warna yaitu: Π = {𝐶1,𝐶2, 𝐶3,𝐶4, 𝐶5} dengan 

𝐶1 = {𝑣1}, 𝐶2 = {𝑣2,𝑣2
′ }, 𝐶3 = {𝑣3, 𝑣3

′ }, 𝐶4 = {𝑣4, 𝑣4
′}, dan 𝐶5 = {𝑣1

′}. Setiap titik pada 

graf tersebut memiliki kode warna sebagai berikut: 

𝑐Π(𝑣1) = (0,1,1,1,1) 𝑐Π(𝑣1
′) = (1,1,1,1,0) 

 𝑐Π(𝑣2) = (1,0,1,1,2) 𝑐Π(𝑣2
′ ) = (2,0,1,1,1) 

𝑐Π(𝑣3) = (1,1,0,1,2) 𝑐Π(𝑣3
′ ) = (2,1,0,1,1) 

𝑐Π(𝑣4) = (1,1,1,0,2) 𝑐Π(𝑣4
′) = (2,1,1,0,1) 

Karena kode warna pada setiap titik pada graf 𝐺 berbeda maka 𝑐 adalah pewarnaan 

lokasi. Jadi, 𝜒𝐿(𝐵𝐾4) ≥ 5. Akibatnya, 𝜒𝐿(𝐵𝐾4) = 5. 



 

 

III. METODE PENELITIAN 
 
 
 
 

3.1.  Waktu dan Tempat Penelitian  
 
 
 

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu 

Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester ganjil tahun akademik 

2022/2023. 

 

3.2. Langkah - langkah Penelitian  
 
 
 

Langkah–langkah yang dilakukan dalam penelitian ini yaitu: 

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf bunga Aster. 

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf bunga Aster yang 

merupakan kontruksi dari graf lengkap 𝐾𝑛 dengan titik 𝑣1, 𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑛 dan 𝑛 titik 

isolasi 𝑤1, 𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑛 sehingga titik 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1 terhubung di 𝑤𝑖 untuk 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 

di mana 𝑣𝑛+1 = 𝑣1. Dimulai dengan 𝑛 ≥ 3. Karena graf bunga Aster memuat 

graf lengkap 𝐾𝑛 maka sekurang–kurangnya menggunakan pewarnaan dari graf 

lengkap tersebut. Apabila batas tersebut belum memenuhi syarat pewarnaan 

lokasi yang ditentukan maka akan dilakukan penambahan bertahap 

pewarnaannya sedemikian sehingga syarat pewarnaan lokasi terpenuhi.  
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b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf bunga Aster 𝐷(𝐾𝑛) yang 

memuat graf lengkap 𝐾𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3 dengan mengkonstruksi pewarnaan yang 

memenuhi syarat pewarnaan lokasi dengan memperhatikan struktur grafnya. 

Pewarnaan ini dimulai dengan memberi warna pada setiap titik pada graf 

lengkap dan kemudian pewarnaan titik di luar graf lengkap dengan label terkecil 

, yang selanjutnya menghasilkan beberapa kelas-kelas warna hingga minimum 

warna yang digunakan dalam pewarnaan graf tersebut yang memenuhi syarat 

dari pewarnaan lokasi. 

c. Jika batas atas bilangan kromatik graf bunga Aster 𝜒𝐿(𝐷(𝐾𝑛)) ≤ 𝑛 dan batas 

bawah bilangan kromatik lokasi pada graf bunga Aster 𝜒𝐿(𝐷(𝐾𝑛)) ≥ 𝑛, maka 

akan diperoleh bilangan kromatik lokasi graf bunga Aster, adalah 𝜒𝐿(𝐷(𝐾𝑛)) =

𝑛. 

d. Memformulasikan hasil yang didapatkan ke dalam suatu pernyataan 

matematika.  

e. Membuktikan hasil yang didapat pada langkah d. 

 

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel dari bunga Aster.  

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi pada graf barbel bunga Aster 

𝐵𝐷(𝐾𝑛) dengan 𝑛 ≥ 3. Karena graf barbel bunga Aster 𝐵𝐷(𝐾𝑛) memuat dua buah 

graf bunga Aster  maka batas bawah bilangan kromatik lokasi pada graf barbel 

bunga Aster 𝐵𝐷(𝐾𝑛) sekurang–kurangnya menggunakan pewarnaan pada graf 

bunga Aster. Apabila batas tersebut belum memenuhi syarat pewarnaan lokasi 

yang telah ditentukan, maka akan dilakukan penambahan terhadap 

pewarnaannya sedemikian sehingga syarat pewarnaan lokasi terpenuhi.  

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel bunga Aster 

𝐵𝐷(𝐾𝑛) untuk 𝑛 ≥ 3. Mengkontruksi pewarnaan titik-titik dengan melihat 

struktur grafnya. Pewarnaan titik dimulai dengan memberi warna pada label 

terkecil sedemikian rupa sehingga syarat pewarnaan lokasi terpenuhi. 
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c. Jika batas atas dari bilangan kromatik lokasi graf barbel bunga Aster 

𝜒𝐿(𝐵𝐷(𝐾𝑛)) ≤ 𝑛 + 1 dan batas bawah bilangan kromatik lokasi pada graf barbel 

bunga Aster 𝜒𝐿(𝐵𝐷(𝐾𝑛)) ≥ 𝑛 + 1, maka akan diperoleh bilangan kromatik 

lokasi graf barbel bunga Aster, adalah 𝜒𝐿(𝐵𝐷(𝐾𝑛)) = 𝑛 + 1. 

d. Memformulasikan hasil yang diperoleh ke dalam suatau pernyataan matematika. 

e. Membuktikan hasil yang didapatkan pada langkah d. 

 



 

 

 V. KESIMPULAN DAN SARAN 
 
 
 
 

5.1. Kesimpulan 
 
 
 

Pada penelitian ini telah berhasil ditentukan dan dibuktikan bilangan kromatik lokasi 

graf bunga Aster, 𝜒𝐿(𝐷(𝐾𝑛)) adalah 4 untuk 𝑛 = 3 dan 𝑛 untuk 𝑛 > 3. Bilangan 

kromatik lokasi graf barbel bunga Aster, 𝜒𝐿(𝐵𝐷(𝐾𝑛)) adalah 𝑛 + 2 untuk 𝑛 = 3 dan 

𝑛 + 1 untuk 𝑛 > 3. 

 

5.2. Saran 
 
 
 

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan menentukan bilangan kromatik lokasi hasil 

operasi lain pada graf bunga Aster. 
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