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ABSTRACT 

MATHEMATICS MODELING OF TRAFFIC FLOW USING THE 

PAPAGEORGIOU VELOCITY FUNCTION 

 

By 

 

RAMADHANI 

 

The mathematical model of traffic flow put forward by mathematicians James 

Lightill, Gerald B Whitham, and Richard in 1955, known as the LWR model, 

explains the phenomenon of traffic flow resulting from the interaction of vehicle 

volume with basic traffic variables such as density, speed, and flow. Vehicle 

traffic. One of the factors that greatly affect traffic density is the speed function. 

In this study, the velocity function used is Papageorgiou velocity, a general form 

of Underwood and Drake velocity. The approximate solution used is the 

numerical solution of the finite difference method of the Lax-Friedrich scheme, 

while the characteristic method is used to find the analytical solution. This study 

simulated the road sections for 60 minutes based on the initial and limit values 

given. Based on the results of calculations with known initial and boundary 

conditions, they are proven stable and consistent. While the results of numerical 

simulations show the trend of changes in density, speed, and flow of vehicle 

traffic by conditioning the value of the 𝑉𝑚𝑎𝑥 parameter, which uses the maximum 

speed rule on traffic flow issued by the Ministry of Transportation (Kemenhub) 

and 𝑛𝑐𝑟 which will affect the value of parameter 𝑎. 
 

Key Word: LWR Model, 𝐿𝑎𝑥 𝐹𝑟𝑖𝑒𝑑𝑟𝑖𝑐ℎ Finite Difference Method, 

Papageorgiou Velocity Function, Numerical Simulation. 

 

 

 

 



 

 

ABSTRAK 

PEMODELAN MATEMATIKA ARUS LALU LINTAS MENGGUNAKAN 

FUNGSI VELOSITAS PAPAGEORGIOU 

 

Oleh 

 

RAMADHANI 

 

Model matematika arus lalu lintas yang dikemukakan oleh para matematikawan 

James Lightill, Gerald B Whitham, dan Richard pada tahun 1955 dikenal sebagai 

model LWR menjelaskan tentang fenomena arus lalu lintas yang dihasilkan dari 

interaksi volume kendaraan dengan variabel dasar lalu lintas seperti kepadatan, 

kecepatan, dan arus lalu lintas kendaraan. Salah satu faktor yang sangat 

mempengaruhi kepadatan lalu lintas ialah fungsi kecepatan. Pada kajian ini fungsi 

kecepatan (velositas) yang digunakan adalah velositas Papageorgiou yang 

merupakan bentuk umum dari velositas Underwood dan Drake. Solusi hampiran 

yang digunakan ialah solusi numerik metode beda hingga skema Lax Friedrich, 

sedangkan metode karakteristik digunakan untuk mencari solusi analitiknya. 

Penelitian ini melakukan simulasi pada ruas jalan selama 60 menit berdasarkan 

nilai awal dan nilai batas yang telah diberikan. Berdasarkan hasil perhitungan 

dengan syarat awal dan syarat batas yang telah diketahui terbukti stabil dan 

konsisten. Sedangkan hasil simulasi numerik menunjukkan kecenderungan 

perubahan kepadatan, kecepatan, dan arus lalu lintas kendaraan dengan 

mengkondisikan besarnya nilai parameter 𝑉𝑚𝑎𝑥 yang menggunakan aturan  

kecepatan maksimum pada arus lalu lintas yang diterbitkan oleh Kementerian 

Perhubungan (Kemenhub) dan 𝑛𝑐𝑟 yang akan mempengaruhi nilai parameter 𝑎.  
 

Kata Kunci: Model LWR, Metode Beda Hingga Skema Lax Friedrich, Fungsi 

Velositas Papageorgiou, Simulasi Numerik. 
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I. PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

 

Transportasi diadakan untuk mempermudah dalam mengerjakan aktivitas sehari-

hari. Revolusi transportasi beriringan dengan kemajuan infrastruktur dari masa ke 

masa sehingga memberikan dampak pada kecepatan pendistribusian barang, 

menghindari kemacetan, dan menghemat waktu dalam perjalanan (Islam, dkk., 

2019). Setidaknya ada tiga faktor yang menyebabkan terjadinya kemacetan lalu 

lintas yaitu bertambahnya kendaraan bermotor, terbatasnya kemampuan dalam 

pembangunan jalan raya, dan belum optimalnya pengoperasian transportasi massal 

(Dahlan, 2021).  

Kehadiran model lalu lintas sangat membantu dalam menangani manajemen lalu 

lintas kendaraan baik di perkotaan ataupun luar kota. Pengaturan arus lalu lintas 

yang efisien dan meminimalisir kemacetan lalu lintas menjadi daya tarik para 

peneliti untuk terus mengkaji solusi dari persamasalahan yang terjadi. Manajemen 

lalu lintas yang baik akan memberikan dampak sosial ekonomi yang besar bagi 

masyarakat. Itulah sebabnya dalam beberapa tahun ini penelitian di bidang 

pemodelan arus lalu lintas terus berkembang. Model matematika arus lalu lintas 

yang paling relevan dalam masalah ini adalah model Matematika Lighthill Witham 

Richard atau yang biasa dikenal model LWR.  
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Model LWR ini diperkenalkan oleh ahli Matematikawan James Lightill, Gerald B 

Whitham, dan Richard pada tahun 1955. Model LWR didasari dari hukum 

konservasi kendaraan pada jalan satu arah, dimana kendaraan bereaksi terhadap 

kecepatan kendaraan pada kepadatan disekitarnya, sehingga kecepatan kendaraan 

merupakan fungsi atas kepadatan. Model ini merekayasa fenomena kepadatan lalu 

lintas serta mengantisipasi masalah kemacetan.  

Seorang insinyur riset dari biro lalu lintas di Departemen Jalan Raya Negara bagian 

Ohio menjelaskan tentang fenomena arus lalu lintas yang diperoleh dari interaksi 

volume kendaraan dengan variabel dasar pada lalu lintas seperti kepadatan, 

kecepatan (velositas), dan arus lalu lintas kendaraan guna memastikan waktu yang 

terbuang selama kemacetan. Salah satu yang sangat mempengaruhi kepadatan lalu 

lintas ialah fungsi kecepatan (velositas). Misalnya, memeriksa hubungan antara 

kecepatan dengan kepadatan kendaraan dari arus lalu lintas yang terganggu (Yu 

dkk., 2016).  

Greenshield mengasumsikan bahwa hubungan kecepatan dan kepadatan 

merupakan fungsi yang linier, dimana saat kondisi arus lalu lintas lengang atau 

tidak ada kendaraan, maka kendaraan dapat melaju dengan kecepatan maksimal dan 

saat kondisi arus lalu lintas macet atau dipenuhi dengan kendaraan, maka kendaraan 

tidak dapat melaju atau kendaraan tidak dapat bergerak sehingga kecepatan 

menurun menuju nol (Greenshield,1934).  

Pada model hubungan kecepatan kepadatan, Underwood mengasumsikan bahwa 

hubungan kecepatan kepadatan kendaraan dalam bentuk fungsi eksponensial. 

Model Underwood menerangkan bahwa pada saat kepadatan lalu lintas maksimal 
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atau arus lalu lintas dalam kondisi dipenuhi kendaraan, maka kecepatan kendaraan 

mendekati nol (Underwood, 1961). 

Selain itu, persoalan lalu lintas dapat diselesaikan dengan mencari solusi analitik 

atau solusi numerik dan mendalami fenomena pada arus lalu lintas menggunakan 

berbagai fungsi velositas seperti solusi numerik model arus lalu lintas dengan 

skema volume hingga (Pudjaprasetya dan Kamalia, 2018), penyelesaian masalah 

arus lalu lintas jalan satu jalur yang diselesaikan dengan menggunakan metode 

karakteristik dan metode beda hingga yaitu skema FTCS (Forward Time Central 

Space) (Puzi, 2014), penyelesaian model arus lalu lintas jalan satu jalur dengan 

skema beda hingga Lax-Friedrichs dan skema beda hingga Upwind (Sri, 2017), 

serta simulasi numerik model arus lalu lintas satu arah dengan fungsi velositas 

Underwood menggunakan metode beda hingga skema implisit untuk kontruksi 

numeriknya (Pratama, 2016). 

Dari pemaparan penelitian yang dikaji oleh (Pratama, 2016), maka akan dikaji 

model LWR menggunakan fungsi yang berbeda yaitu velositas Papageorgiou. 

Peneliti akan menggunakan solusi numerik metode beda hingga skema Lax-

Friedrichs serta dilakukan simulasi numerik dengan memperhatikan pergerakan 

kepadatan kendaraan. Fungsi ini mempertimbangkan beberapa parameter seperti 

kepadatan kritis 𝑛𝑐, kecepatan maksimum 𝑉𝑚 dan nilai parameter 𝑎 dengan 

mengasumsikan ada beberapa kendaraan di jalan raya. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Dari latar belakang yang telah dipaparkan, tujuan dari penelitian ini adalah. 
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1. Mengkaji model LWR menggunakan fungsi velositas Papageorgiou secara 

analitik dengan metode karakteristik. 

2. Menentukan solusi hampiran model LWR secara numerik dengan menggunakan 

skema Lax-Friedrich dan mensimulasikannya dengan variasi parameter yang 

terkait serta menginterpretasikannya.  

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

Manfaat dari penelitian ini adalah.  

1. Membuka cakrawala dan pemahaman mengenai aplikasi matematika pada arus 

lalu lintas. 

2. Sebagai salah satu referensi untuk dasar penelitian selanjutnya. 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini akan disajikan materi-materi yang berkaitan dengan fenomena arus 

lalu lintas seperti model matematika LWR dan beberapa fungsi velositas. Selain itu 

solusi analitik dengan metode karakteristik dan solusi numerik sebagai teori 

pendukung dalam menyelesaiakan penelitian ini 

 

2.1 Klasifikasi Arus Lalu Lintas 

 

Ada dua kelompok model yang menjelaskan arus lalu lintas, yaitu model 

makroskopik dan model mikroskopik. Pada penelitian ini, model yang digunakan 

adalah model makroskopik. Model ini menghubungkan arus keluar dan volume 

serta waktu tempuh. Model makroskopik juga dapat dilihat sifat-sifatnya seperti 

kepadatan lalu lintas (kendaraan/satuan jarak), arus (kendaraan/satuan jarak), dan 

kecepatan (satuan jarak/satuan waktu). Model makroskopik merupakan model yang 

paling relevan untuk kerangka model LWR dalam menyelesaiakan persoalan arus 

lalu lintas. Model ini diperoleh dari persamaan fundamental dinamika fluida dimana 

lalu lintas digambarkan sebagai alira fluida dan model matematika diturunkan dari 

persamaan kontinuitas dan/atau momentum. Model-model tersebut berupa 

persamaan diferensial parsial dengan dua variabel bebasnya adalah kepadatan lalu 

lintas dan laju arus lalu lintas (fluks) (Helbing, 2001; Chowdhury, dkk., 2000).  
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Dalam menentukan karakteristik arus lalu lintas pada suatu ruas jalan terdapat tiga 

parameter utama yang diperlukan yaitu volume, kecepatan, dan kepadatan.  Untuk 

memudahkan penerapan teori arus lalu lintas maka untuk memahami karakteristik 

tersebut dengan mendeskripsikannya dalam suatu model hubungan matematis dan 

grafis. (Jabeena, 2013). 

 

2.2 Batas Kecepatan Berkendara Menurut Jenis Jalan 

 

Kehadiran transportasi darat dan infrastruktur jalan mulai dari jalan lintas hingga 

jalan tol memudahkan manusia untuk berpindah dari satu tempat ke tempat lain. 

Namun, masih ada sebagian dari masyarakat Indonesia yang belum mengetahui 

batasan kecepatan berkendara yang diperbolehkan.  

Dalam Peraturan Pemerintah Nomor 79 Tahun 2013 tentang Jaringan Lalu Lintas 

dan Angkutan Jalan Pasal 23 Ayat 1 dan 2 disebutkan setiap jalan memiliki batas 

kecepatan paling tinggi yang ditetapkan secara nasional meliputi batas kecepatan 

jalan bebas hambatan, batas kecepatan jalan antarkota, batas kecepatan jalan pada 

kawasan perkotaan, dan batas kecepatan jalan pada kawasan permukiman. Pada 

ayat 4, dijelaskan bahwa paling rendah sebesar 60 KM/Jam dan paling tingg 100 

KM/Jaam untuk jalan bebas hambatan seperti jalan tol 100 KM/Jam, kecepatan 

paling tinggi di jalan antarkota 80 KM/Jam, kecepatan paling tinggi di kawasan 

perkotaan 50 KM/Jam, dan kecepatan paling tinggi di kawasan pemukiman 30 

KM/Jam. Peraturan tersebut diperkuat dengan Peraturan Menteri Perhubungan 

Nomor PM 111 Tahun 2015 Tentang Tata Cara Penetapan Batas Kecepatan pada 

pasal 3 ayat 4.  
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Gambar 2.1. Batas Kecepatan Kendaraan Menurut Jenis Jalan 

https://databoks.katadata.co.id/datapublish/2022/04/18/agar-aman-di-jalan-patuhi-

batas-kecepatan-berkendara-ini. 

 

2.3 Model LWR 

 

Model LWR diperkenalkan oleh Lighthill, Whitham (1955) dan Richards (1956) 

merupakan salah satu model makroskopik orde pertama yang paling relevan untuk 

arus lalu lintas. Model LWR merupakan sebuah persamaan kinematik yang 

digunakan pada fenomena arus lalu lintas. Model ini menganalogikan kondisi lalu 

lintas sebagai aliran fluida dengan mengasumsikan kendaraan sebagai partikel yang 

berada pada aliran tersebut dengan menggunakan hukum konservasi yang bertujuan 

https://databoks.katadata.co.id/datapublish/2022/04/18/agar-aman-di-jalan-patuhi-batas-kecepatan-berkendara-ini
https://databoks.katadata.co.id/datapublish/2022/04/18/agar-aman-di-jalan-patuhi-batas-kecepatan-berkendara-ini
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untuk mendeskripsikan kondisi lalu lintas kendaraan di suatu ruas jalan. Model 

LWR dapat dituliskan sebagai berikut. 

𝜕𝑛

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓(𝑛)

𝜕𝑥
= 0 

𝑛(𝑥, 0) = 𝑛0(𝑥) 

(2.1) 

dan 

𝑓(𝑛) = 𝑛(𝑡, 𝑥). 𝑉(𝑛(𝑡, 𝑥))  

 

(2.2) 

dimana 𝑛(𝑡, 𝑥) menyatakan kepadatan kendaraan (jumlah kendaraan/satuan jarak) 

yang terjadi pada waktu 𝑡 dan posisi 𝑥, 𝑓 menyatakan fluks lalu lintas 

(kendaraan/menit) pada posisi 𝑥 dan waktu 𝑡 tertentu. 𝑓(𝑛) merupakan fluks lalu 

lintas yang menunjukkan hubungan antara kecepatan, kepadatan, dan arus lalu 

lintas kendaraan. 𝑉(𝑛) adalah fungsi velositas yang nilainya bergantung pada 

kepadatan kendaraan. Artinya ketika kecepatan kendaraan berkurang beriringan 

dengan itu maka kepadatan kendaraan semakin meningkat. Sedangkan jika 

kepadatan kendaraan rendah, maka kendaraan akan melaju dengan kecepatan 

tinggi. Sedangkan nilai fluks kecil (mendekati nol) pada saat kondisi jalan sepi dan 

kondisi jalan padat merayap.  

 

2.4 Fungsi Velositas  

 

Fungsi velositas merupakan model yang menggambarkan rata-rata kecepatan yang 

diukur dalam satuan jarak per satuan waktu (meter/jam) dengan menggambarkan 

hubungan antara kecepatan dengan kepadatan kendaraan dan arus lalu lintas. 

Hubungan fungsional kecepatan dan kepadatan dibagi menjadi 3 kategori yaitu 

(Hari dan Rao, 2019): 
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1. Model linier 

Model linier merupakah hal yang paling sederhana dari semua bentuk fungsional 

dan dikembangkan berdasarkan asumsi bahwa kecepatan menurun secara linier 

dengan kepadatan. Model ini adalah bentuk umum dari semua model linier dan 

parameternya seperti kecepatan aliran bebas (𝑣𝑓), kepadatan kendaraan (𝑘𝑗) dan 

parameter 𝑚 dan 𝑛 dimana (𝑚 > 0, 𝑛 > 0) (May dan Keller, 1967).  Model lain 

seperti (Greenshields dkk, 1967), (Drew, 1968), dan (Pipes, 1967) yang diambil 

dari bentuk umum dengan mensubstitusi 𝑚 = 1 dan/atau 𝑛 = 1.  

 

2. Model logaritma 

Model logaritma merupakan model arus lalu lintas diperkenalkan oleh (Greenberg, 

1959), yang diturunkan menggunakan prinsip hidrodinamika. Parameter yang 

terlibat dalam model ini adalah kecepatan optimal (𝑣𝑚) dan (𝑘𝑗), keduanya sulit 

diamati dari data lapangan. Selain itu, model ini menghasilkan kecepatan tak 

terhingga pada kondisi aliran bebas. 

 

3. Model eksponensial  

Model enksponensial merupakan model arus lalu lintas yang diperkenalkan oleh 

(Papageorgiou, dkk., 1989), (Underwood,. R.T., 1961), (Drake, J.S., dkk., 1967), 

dalam hal merepresentasikan data empiris dan memenuhi sifat-sifat hubungan 

aliran kecepatan kepadatan.  Berikut ditampilkan hubungan fungsi kecepatan dan 

kepadatan pada tabel dibawah ini 
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Tabel 2.1. Hubungan Fungsi Kecepatan-Kepadatan 

Author Fungsi Parameter 

 
     

 

2.3.1 Fungsi Velositas Greenshield 

 

Fungsi velositas lalu lintas pertama kali diperkenalkan  oleh Greenshield pada tahun 

1939. Greenshield merumuskan bahwa hubungan matematis antara kecepatan dan 

kepadatan diasumsikan linear (Ofyar, 2000). Model ini adalah model paling awal 

yang tercatat dalam mengamati perilaku arus lalu lintas. Greenshields mendapatkan 

hasil bahwa hubungan antara kecepatan dan kepadatan berbentuk kurva linier 

dengan bentuk sebagai berikut (McShane dan Roes,1990). 

         𝑉(𝑛) = 𝑉𝑚𝑎𝑥 (1 −
𝑛

𝑛𝑚𝑎𝑥
)      (2.3) 

dengan 𝑛𝑚𝑎𝑥 merupakan kepadatan maksimum dan 𝑉𝑚𝑎𝑥 merupakan kecepatan 

maksimum lalu lintas pada waktu (Pratama, 2016). 
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2.3.2 Fungsi Velositas Underwood 

 

Fungsi ini diperkenalkan oleh Underwood pada tahun 1961 yang menjelaskan 

fungsi hipotesis hubugan eksponensial antara kepadatan dan kecepatan. Pada model 

ini, kecepatan kendaraan tidak pernah mencapai nol walaupun situasi macet total. 

fungsi velositas Underwood dapat dituliskan sebagai berikut: 

𝑉(𝑛) = 𝑉𝑚𝑎𝑥 exp (−
𝑛

𝑛𝑚𝑎𝑥
) 

(2.4) 

dengan 𝑛𝑚𝑎𝑥 menyatakan kepadatan maksimum dan 𝑉𝑚𝑎𝑥 menyatakan kecepatan 

maksimum kendaraan pada waktu (Kumar dkk., 2018). Fungsi ini umumnya lebih 

realistis daripada fungsi Greenshield dan Greenberg karena memiliki nilai koefisien 

determinasi terbesar diantara fungsi velositas lainnya (Ardekani, dkk., 2011).  

 

2.3.3 Fungsi Velositas Drake 

 

Fungsi ini dikembangkan oleh Drake pada tahun 1961. Fungsi ini merupakan fungsi 

velositas yang berbentuk fungsi eksponensial yang merupakan pengembangan dari 

fungsi velositas Underwood. Persamaan ini memperkirakan kecepatan berdasarkan 

kepadatan dan aliran kendaraan yang dituliskan sebagai berikut:  

                        𝑉(𝑛) = 𝑉𝑚𝑎𝑥 exp [−
1

2
(

𝑛

𝑛𝑚𝑎𝑥
)

2

] 
(2.5) 

dengan 𝑛𝑚𝑎𝑥 dan 𝑉𝑚𝑎𝑥 berturut-turut adalah kepadatan maksimum dan kecepatan 

maksimum lalu lintas pada waktu  (Kumar dkk., 2018). 
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2.3.4 Fungsi Velositas Papageorgiou 

 

Fungsi velositas Papageorgion diperkenalkan oleh Papageorgion, B. Jean Marc, dan 

H. Hadj-Salem pada tahun 1989 dengan melakukan modifikasi dari fungsi velositas 

May and Keller. Fungsi ini merupakan bentuk umum dari fungsi velositas 

Underwood dan Drake. Papageorgiou mengusulkan fungsi velositas berbentuk 

sebagai berikut: 

𝑉(𝑛) = 𝑉𝑚𝑎𝑥. exp [−
1

𝑎
(

𝑛

𝑛𝑐𝑟
)

𝑎

] 
(2.6) 

dengan 𝑛𝑐𝑟 dan 𝑉𝑚𝑎𝑥 berturut-turut adalah kepadatan kritis dan kecepatan 

maksimum lalu lintas pada waktu dan 𝑎 adalah parameter konstan yang bernilai 

positif (Papageorgiu dkk, 1989). 

 

2.5 Metode Karakteristik 

 

Diberikan persaman linear adveksi satu dimensi yang disebut persamaan 

gelombang sebagai berikut. 

  
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0   

(2.7) 

dengan  

𝑢(𝑥, 0) = 𝐹(𝑥)        (2.8) 

dan 𝑢(𝑡, 𝑥) adalah fungsi yang tidak diketahui dari (𝑡, 𝑥) dan 𝑎 adalah kecepatan 

seragam persamaan adveksi. 𝐹(𝑥) adalah syarat awal 𝑡 = 0 dan persamaan (2.14) 

adalah kondisi awal (Salih, 2016). 
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2.6 Metode Beda Hingga 

 

Metode beda hingga adalah suatu metode yang sangat popular dalam penyelesaian 

persamaan differensial biasa ataupun persamaan differensial parsial yang 

mempunyai dasar pada ekspansi deret taylor (Strauss, 2007). Metode beda  hingga 

dapat diterapkan untuk mendekati nilai suatu titik sebagai turunan dari titik lain 

dengan menggunakan deret taylor. Pendekatan menggunakan deret taylor ini  dapat 

dilakukan dari kiri, kanan, dan pusat yang biasa disebut dengan beda maju, beda 

mundur, dan beda pusat (Sasongko, 2010). 

Perhatikan gambar berikut untuk lebih memahami beda maju, beda  mundur, dan 

beda pusat. 

 
Gambar 2.2. Stensil pada sumbu 𝑥 dan 𝑡 

 

1. Metode beda maju 

Berdasarkan pada Gambar 2.1, bentuk metode beda maju digambarkan dalam 

bentuk dua arah sebagai berikut: 

a. Metode beda maju pada ruang (𝑥) 
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Gambar 2.3. Metode Beda Maju pada Ruang (𝑥) 

 

i. Turunan pertama 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝑢𝑖+1
𝑗

− 𝑢𝑖
𝑗

∆𝑥
. 

ii. Turunan kedua 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝑢𝑖+2
𝑗

− 2𝑢𝑖+1
𝑗

− 𝑢𝑖
𝑗

∆𝑥2
. 

b. Metode beda maju pada waktu (𝑡) 

 
Gambar 2.4. Metode Beda Maju pada Waktu (𝑡) 

 

Berdasarkan gambar di atas diperoleh turunan sebagai berikut: 

i. Turunan pertama  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝑢𝑖
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗

∆𝑡
. 
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ii. Turunan kedua 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=

𝑢𝑖+2
𝑗

− 2𝑢𝑖+1
𝑗

− 𝑢𝑖
𝑗

(∆𝑡)2
. 

 

2. Metode beda pusat 

Berdasarkan pada Gambar 2.1, bentuk metode beda pusat ini  digambarkan dalam 

bentuk dua arah sebagai berikut: 

a. Metode beda pusat pada ruang (𝑥) 

 
Gambar 2.5. Metode Beda Pusat pada Ruang 𝑥 

 

Berdasarkan gambar diatas didapatkan turunan sebagai berikut: 

i. Turunan pertama 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝑢𝑖+1
𝑗

− 𝑢𝑖−1
𝑗

2∆𝑥
. 

ii. Turunan kedua  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

𝑢𝑖−1
𝑗

− 2𝑢𝑖
𝑗

− 𝑢𝑖+1
𝑗

∆𝑥2
. 

 

b. Metode beda pusat pada waktu (𝑡) 
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Gambar 2.6. Metode Beda Pusat pada Waktu (𝑡) 

Berdasarkan gambar diperoleh turunan sebagai berikut: 

i. Turunan pertama 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝑢𝑖
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗−1

2∆𝑡
. 

ii. Turunan kedua  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=

𝑢𝑖
𝑗+1

− 2𝑢𝑖
𝑗

− 𝑢𝑖
𝑗+1

∆𝑡2
. 

(Irfan, 2022) 

 

2.7 Metode Lax Friedrich 

 

Metode Lax Friedrichs merupakan salah satu metode numerik yang termasuk dalam 

metode beda hingga (Halik, 2015). Dalam penyelesaiannya, metode Lax Friedrichs 

dapat digunakan karena metode ini merupakan salah satu metode pendekatan 

numerik dengan menerapkan metode beda hingga. Metode Lax Friedrichs 

mempunyai dasar yang sangat sederhana  yaitu mengganti nilai 𝑢𝑖
𝑗
 dengan nilai 

rata-rata dari 𝑢𝑖+1
𝑗

 dan 𝑢𝑗−1
𝑗

.  
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Tahapan yang digunakan metode Lax Friedrichs dalam menyelesaikan persamaan 

differensial parsial adalah dengan menerapkan metode beda maju dan metode beda 

pusat. Hal ini dikarenakan metode Lax Friedrichs merupakan suatu metode 

perkembangan dari metode FTCS. Metode beda maju yang diterapkan yakni untuk 

turunan waktunya dan metode beda pusat yang diterapkan yakni untuk turunan 

ruang. 

 

2.8 Analisis Kestabilan Von Neumann 

 

Analisis Von Neumann biasa digunakan untuk menentukan syarat perlu dan syarat 

cukup agar suatu skema numerik stabil. Analisis Von Neumann paling banyak 

digunakan karena pada umumnya mudah diterapkan secara langsung. Akan tetapi, 

analisis Von Neumann hanya dapat digunakan untuk menemukan syarat stabilitas 

pada masalah nilai awal persamaan linier dengan koefisien konstan, sementara pada 

kenyataannya permasalahan biasanya juga melibatkan koefisien variabel, nonlinier, 

dan memiliki kondisi batas yang rumit. Dengan menggunakan analisis kestabilan 

Von Neumann pada metode Lax Friedrichs bertujuan bahwa jika solusi numerik 

yang didapatkan kurang dekat dengan nilai eksaknya, maka kestabilan dari 

persamaan beda dapat dicari dengan mensubstitusikan 𝑛𝑖
𝑗

= 𝜌𝑗𝑒𝑘𝑢𝑖 pada 

persamaan beda tersebut, dengan superskrip 𝒾 yang artinya menunjukkan posisi, 𝑗 

merupakan waktu, 𝑢 merupakan vektor dan untuk semua 𝑘 dalam interval [0,2𝜋]. 

Syarat kestabilan Von Neuman yaitu 

|𝜌| ≤ 1 

𝜌 adalah faktor amplifikasi. (Hellevik, 2020) 
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2.9 Teorema Ekuivalensi Lax 

 
Diberikan sebuah persamaan differensial parsial linear dengan masalah nilai awal 

yang well-posed dan suatu metode beda hingga yang konsisten terhadap persamaan 

differensial tersebut, maka kestabilan merupakan syarat perlu dan syarat cukup agar 

metode beda hingga tersebut konvergen (Noye, 1983). 

 

2.10 Analisis Konsistensi 

 
Sebuah PBH dari sebuah PDP dikatakan konsisten dengan PDP yang didekati jika 

selisih antara PBH dengan PDPnya (suku-suku truncation error) menuju nol jika 

lebar grid menuju nol, yaitu (∆𝑥, ∆𝑡) → 0 (Noye, 1983). 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian  

 

Penelitian ini dilaksanakan pada semester genap tahun akademik 2022/2023 di 

Program Studi Magister Matematika Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan 

Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Langkah-langkah yang dilakukan untuk menyelesaikan penelitian ini adalah 

sebagai berikut. 

1. Mengumpulkan bahan literatur dan studi kepustakaan yang berkaitan dengan 

fenomena arus lalu lintas. 

2. Menggunakan data kepadatan kendaraan pada gerbang tol Cikarang sampai 10 

KM ke arah Jakarta. 

3. Menentukan nilai parameter 𝑛𝑐𝑟 dan 𝑉𝑚𝑎𝑥 dan simulasi nilai parameter 𝑎 agar 

grafik fungsi velositas dan fungsi fluks yang dihasilkan mendekati kejadian 

sebenarnya. 

4. Mengkontruksi formula diskrit skema Lax-Friedrichs pada persamaan LWR 

dengan menggunakan velositas Papageorgiou. 



20 

 

 
 

5. Memeriksa kekonvergenan skema numerik menggunakan teorema ekuivalensi 

Lax.  

6. Melakukan simulasi numerik model arus lalu lintas LWR agar mendapatkan 

gambaran fenomena arus lalu lintas pada sebuah ruas jalan dengan menggunakan 

data awal yang diperoleh dan parameter yang berbeda-beda.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 
 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1 Kesimpulan 

 

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat diperoleh kesimpulan bahwa pemodelan 

matematika arus lalu lintas menggunakan fungsi velositas Papageorgiou dengan 

syarat awal dan syarat batas yang telah diketahui solusi dari model LWR dengan 

fungsi velositas Papageorgiou menggunakan Lax-Friedrich telah terbukti stabil dan 

konsisten. Sedangkah hasil simulasi numerik menunjukkan kecenderungan 

perubahan kepadatan, kecepatan, dan arus lalu lintas kendaraan dengan 

mengkondisikan besarnya nilai parameter 𝑉𝑚𝑎𝑥 dan 𝑛𝑐𝑟 yang mempengaruhi nilai 

parameter 𝑎. 

 

5.2 Saran 

 

Penelitian ini dapat diteruskan dengan mempertimbangkan On-ramp (bagian jalan 

masuk dari jalur utama) atau Off-ramp (bagian jalan keluar dari jalur utama) yang 

biasa ditemui disepanjang jalan tol. Adapun bentuk persamaan model LWR dengan 

fungsi velositas Papageorgiou pada persamaan (4.6) menjadi 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝑛(𝑡, 𝑥) 𝑉𝑚𝑎𝑥. exp [−

1

𝑎
(

𝑛(𝑡, 𝑥)

𝑛𝑐𝑟
)

𝑎

]) = 𝑠(𝑥, 𝑡) 

dengan 𝑠(𝑥, 𝑡) menggambarkan arus masuk dan keluar pada pertengahan ruas jalan.  
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