BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF BUNGA MATAHARI
DAN BARBELNYA

(Skripsi)

Oleh
LISTRA DEWI
1957031007

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS LAMPUNG
BANDAR LAMPUNG
2023



ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF BUNGA MATAHARI
DAN BARBELNYA

Oleh

LISTRA DEWI

Graf roda, W,,, n > 3 adalah graf yang diperoleh dengan menghubungkan n titik
pada siklus ke titik pusat p. Misalkan vy, v,,...,v, adalah titik-titik yang
berderajat 3 di W,, sedemikian sehingga sisinya pvy,pv,,...,pV,, V1V,
VyVs, ..., Un_1Vy, dan vyv,. Graf Bunga Matahari S(WW,) adalah graf yang
dibentuk dari graf roda W, dan n titik tambahan w;,w,, ..., w, setiap titik w;
bertetangga dengan v;, v;,4, i = 1,2, ...,n dengan v, ., = v;. Graf barbel Bunga
Matahari By, adalah graf yang terbentuk dari dua graf Bunga Matahari dan
dihubungkan oleh sebuah jembatan. Pada penelitian ini, dikaji tentang bilangan
kromatik lokasi graf Bunga Matahari dan graf barbel Bunga Matahari untuk n >
3. Bilangan kromatik lokasi graf Bunga Matahari y; (S(W,)) adalah 4 untuk n =
3; x.(S(W,)) adalah 5 untuk 4 < n < 7; dan y,(S(W,)) adalah 6 untuk 8 < n <
10. Bilangan kromatik lokasi graf barbel Bunga Matahari y; (Bsw,,) adalah 5
untuk n = 3; x,(Bsm,)) adalah 6 untuk 4 <n <7; dan x,(Bsq,)) adalah 7

untuk 8 < n < 10.

Kata kunci: bilangan kromatik lokasi, graf Bunga Matahari, graf barbel



ABSTRACT

THE LOCATING CHROMATIC NUMBER OF SUNFLOWER GRAPH
AND ITS BARBELL

By

LISTRA DEWI

A wheel W,,, n = 3, is a graph obtained by joining all vertices of a cycle on n
vertices to a further vertex center p. Let us denote the vertices of degree 3 in W,
by v,,v,,..,v, such that the edges of W, are pv,,pv,,..,pv, ViV,
VyVs, ..., Vp_1Vy dan vyv,. A Sunflower graph S(W;,) is a graph constructed from
a wheel W, and n additional vertices w,, w,, ..., w,, Where w; is adjacent to v;, and
Viy1, L =1,2,..,n with v,,; = v;. The barbell of sunflower graph, denoted by
Bsw, is a graph constructed from two sunflower graphs, connected by a bridge.
In the results, we determined the locating chromatic number of the sunflower
graph its barbell. The locating chromatic number of the sunflower graph,
x.(S(Wp))is4forn = 3; x, (S(W,))is5ford <n <7; and y,(S(W,)) is 6 for
8 < n < 10. The locating chromatic number for the barbell of sunflower graph,
XL (Bsqw,) is 5 for n = 3; x; (Bsw,) is 6 for 4 <n < 7, and y; (Bsw,)) is 7 for

8<n<10.

Keywords: locating chromatic number, sunflower graph, barbell graph
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori graf memiliki sejarah yang dimulai pada abad ke-19 hingga saat ini.
Menurut sejarah, lahirnya teori graf bermula dari masalah tujuh jembatan
Konigsberg di Prusia, Jerman. Sebuah jembatan yang menghubungkan tanah yang
dipisahkan oleh sungai pada tahun 1736. Ahli matematika Swiss Leonhard Euler,
yang dapat menemukan jawaban atas masalah ini dengan memodelkan masalah
secara grafis. Metode ini menjawab pertanyaan Euler yaitu tidak ada cara untuk
melintasi tujuh jembatan untuk menghubungkan empat wilayah kota untuk
melewati titik awal, sehingga masalah mudah diselesaikan.

Konsep bilangan kromatik lokasi diperkenalkan oleh Chartrand dkk., pada tahun
2002. Bilangan kromatik lokasi ditentukan berdasarkan banyaknya minimum
warna yang digunakan dalam pewarnaan lokasi dengan kode warna yang berbeda
untuk setiap titik pada graf tersebut. Bilangan kromatik dinotasikan dengan x(G).
Pembahasan mengenai bilangan kromatik lokasi telah banyak dipelajari.
Chartrand dkk., berhasil mengkaji graf pohon berorde n > 5 dengan bilangan

kromatik lokasi yang bervariasi dari 3 sampai (n — 1), pada tahun 2003.

Bilangan kromatik amalgamasi pada graf bintang tak seragam untuk n > 2
ditemukan oleh (Asmiati dkk., 2011), bilangan kromatik lokasi n amalgamasi
bintang yang dihubungkan oleh lintasan (Asmiati dkk., 2017), bilangan kromatik
lokasi disjoint union dan beberapa graf bintang ganda (Asmiati dkk., 2019a),
bilangan kromatik lokasi graf kembang api (Asmiati dkk., 2012), menentukan



bilangan kromatik lokasi dari lintasan barbel shadow (Asmiati dkk., 2021),
selanjutnya bilangan kromatik lokasi graf barbel tertentu (Asmiati dkk., 2018).

Bilangan kromatik lokasi pada sisi roda dikaji oleh (Purwasih dkk., 2013),
bilangan kromatik lokasi untuk subdivisi graf barbel yang memuat graf Petersen
umum dikaji oleh (Asmiati dkk., 2019b). Selanjutnya, bilangan kromatik lokasi
graf origami barbel tertentu (Irawan dkk., 2021).

Graf Bunga Matahari adalah graf yang memuat graf roda dengan satu titik
berderajat n, n titik berderajat 5 dan n titik berderajat 2, dinotasikan dengan
S(W,). Sedangkan, graf barbel Bunga Matahari terbentuk dari graf Bunga
Matahari yang dihubungkan dengan sebuah sisi sebagai jembatan. Graf barbel
Bunga Matahari dinotasikan dengan By, ).

Pada pembahasan bilangan kromatik lokasi graf ini belum ada kajian pada graf
Bunga Matahari S(W,,) untuk n > 3, sehingga penulis tertarik untuk membahas

bilangan kromatik graf Bunga Matahari dan graf barbel Bunga Matahari.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi graf Bunga
Matahari S(W;,) dan barbel dari graf Bunga Matahari B, y untuk 3 < n < 10.



1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat Penelitian adalah:
1. Memberikan pemahaman mengenai bilangan kromatik lokasi graf,
khususnya graf Bunga Matahari dan barbelnya.
2. Sebagai sumber referensi bagi pembaca atau untuk penelitian selanjutnya

tentang bilangan kromatik lokasi graf Bunga lainnya.



1.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar dan Kelas-kelas Graf

Pada bagian ini diberikan konsep dasar tentang graf yang diambil dari (Deo,
1989). Graf G didefinisikan sebagai himpunan terurut (V(G), E(G)), dengan V(G)
menyatakan himpunan titik-titik G, V(G) # @ dan E(G) menyatakan pasangan tak
terurut V(G), yang anggotanya disebut sisi (edge).

Gambar 2.1 Contoh graf dengan 6 titik dan 7 sisi

Gambar 2.1 merupakan graf G(V, E) dengan V(G) = {vy, v,, v3, V4, Vs, Vg } adalah
himpunan titik dan E(G) = {e, ez, €3,€4,€5 €4 e,} adalah himpunan sisi.
Derajat (degree) adalah banyak sisi yang menempel pada titik v dari suatu graf G,
dinotasikan dengan d(v). Pada Gambar 2.1 derajat pada setiap titik sebagai
berikut d(v,) = 2, d(v,) =3, d(v3) = 2, d(v,) = 3, d(vs) = 3, dan d(vy) =
1. Lintasan (path) adalah walk yang melewati titik-titik yang berbeda, dimana
titik-titik tersebut dilewati tepat satu kali pada suatu graf. Contoh lintasan pada

Gambar 2.1 adalah vy, e, v,,eq, V3, €5, V4, €3,Us, €5, V. Jalan (walk) adalah



barisan berhingga dari titik dan sisi yang dimulai dan diakhiri dengan titik
sedemikian sehingga setiap titik menempel dengan titik sebelum dan sesudahnya
pada graf. Contoh jalan pada Gambar 2.1 adalah vs, e,, v4, €1, V5, €6, V3, €5, Vs,

€3, Vs, €7, VUg.

Suatu graf G dikatakan terhubung jika terdapat lintasan yang menghubungkan
setiap dua titik yang berbeda. Berikut ini diberikan definisi dari beberapa graf
terhubung:

VU3

U,

Gambar 2.2 Graf Roda W5

Graf roda dilambangkan dengan W, = K; + C,, dimana n > 3 adalah graf yang
dibentuk oleh graf siklus C, dengan banyak titik n > 3 (Purwasih dkk, 2013).
Graf roda W, n > 3 adalah graf yang diperoleh dengan menghubungkan n titik
pada siklus ke titik pusat p. Misalkan terdapat titik berderajat 3 di 4}, dinotasikan
dengan v,v,,..,v, sehingga sisi-sisinya adalah pvy,pv,,..,pv, V1V,

VyVs, ..., Up_1 Uy dan vy v,.



Gambar 2.3 Graf Bunga Matahari S(I/3)

Graf Bunga Matahari adalah graf yang dibentuk dari graf roda W, dan n titik
tambahan (additional vertices) wy, ws, ..., w,, Setiap titik w; bertetangga dengan v;
dan v;,4,i = 1,2,...,n dengan v,,,, = v;. Graf Bunga Matahari S(I#;,) memiliki
satu titik derajat n, n titik berderajat 5 atau berderajat 2 (Sugeng dkk., 2023).

Pada Gambar 2.3 derajat titik-titik adalah d(p) = 3, d(v,) = d(v,) = d(v3) =
5,dand(w;) = d(w,) = d(w3) = 2.

Gambar 2.4 Graf Barbel Bunga Matahari Bgy,)

Graf barbel Bunga Matahari merupakan graf yang terbentuk dari graf Bunga
Matahari S(,) dan dihubungkan oleh sebuah sisi sebagai jembatan. Graf barbel

Bunga Matahari dinotasikan dengan Bgy; .



2.2 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Berikut ini diberikan definisi bilangan kromatik lokasi yang diambil dari
Chartrand dkk., 2002. Misalkan G = (V,E) adalah graf terhubung dan ¢ suatu
pewarnaan sejati pada graf G, dimana untuk titik « dan v yang bertetangga di graf
G memenuhi c(u) # c(v). Jarak dari titik v terhadap titik w dinotasikan dengan
d(v,w), adalah panjang lintasan terpendek dari titik v terhadap titik w. Misalkan
A; adalah himpunan titik berwarna, yang selanjutnya disebut kelas warna, maka
I ={A;,A,, As, ..., A} adalah himpunan yang terdiri dari kelas-kelas warna dari
V(G). Kode warna ¢y dari v  adalah  k-pasang  terurut
{d(v,A;),d(v,A,),...,d(v,A,)} dengan d(v,A;) = min{d(v,x)|x € 4;} untuk
1 <i < k. Jika setiap titik di G memiliki kode warna yang berbeda, maka c
disebut pewarnaan lokasi dari G. Bilangan kromatik lokasi dari G dinotasikan
dengan y,(G), adalah bilangan terkecil k sehingga G mempunyai pewarnaan k

lokasi.

Berikut teorema dasar yang telah dibuktikan oleh Chartrand dkk., pada tahun
2002 tentang bilangan kromatik lokasi graf.

Teorema 2.1 (Chartrand dkk, 2002)

Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi dalam graf terhubung G. Jika u dan v adalah
dua titik berbeda dalam G sehingga d(u,v) = d(v,w) untuk semua V(G) —
{fu,v}, lalu c(u) # c(v). Khususnya jika u dan v bukan titik bertetangga di G
sehingga N(u) = N(v), maka c(u) # c(v).

Bukti:

Misalkan ¢ adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G. Misalkan
[I=(44,4,,...,A,) adalah partisi dari himpunan titik-titik G yang menyatakan
kelas warna A; untuk semua titik u,v € V(G). Misalkan c(u) = c(v) sehingga
titik u dan v berada di kelas warna yang sama, maka d(u,A4;) =d(v,4;) =0
karena d(u,v) =d(v,w) untuk setiap w € V(G) —{u,v}, lalu d(u,4;) =



d(v,4;). Untuk setiap j#i,1<i<k. Jadi c,(u) =c,(v), jadi ¢ bukan

pewarnaan lokasi, jadi c(u) # c(v). [

Akibat 2.1 (Chartrand dkk, 2002)
Jika G adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga dengan k daun
maka x;(G) = k + 1.

Bukti:

Misalkan v adalah titik yang bertetangga dengan k daun A, A, ....,A,, dari G.
Menurut Teorema 2.1, setiap titik pewarnaan lokasi dari G adalah warna yang
berbeda untuk setiap A; = 1,2, ...n. Karena v bertetangga dengan semua A4;, maka
v harus memiliki warna yang berbeda dari warna semua daun A;. Hasilnya adalah
x.(G) =k + 1. n

Gambar 2.5 Pewarnaan lokasi minimum pada graf G

Diberikan graf ¢ pada Gambar 2.5 yang akan dicari terlebih dahulu bilangan
kromatik lokasi pada graf G. Karena titik v, memiliki 3 daun, berdasarkan Akibat
2.1, x.(G) = 4. Misalkan ¢ pewarnaan titik menggunakan empat warna pada graf
G sehingga diperoleh [] = {44, 4,, A3, A,} dengan setiap kelas warna yaitu A; =
{vg,vg}, Ay ={vy,v5}, A3 = {v3,v6}, A4 = {v,,v,}. Oleh karena itu, akan

diperoleh kode warna sebagai berikut:



cn(vy) = (2,0,2,1) cn(vs) =(2,0,1,1)
cn(vy) = (1,1,1,0) cn(vg) = (1,1,0,1)
cn(vz) =(2,2,0,1) cn(v;) =(2,2,1,0)
cn(vy) = (0,2,2,1) cn(vg) =(0,2,1,2)

Karena setiap titik pada graf ¢ memiliki kode warna yang berbeda, maka graf

tersebut merupakan pewarnaan lokasi. Akibatnya, x,(G) = 4. Jadi y,(G) = 4.

Teorma 2.2 (Chartrand dkk., 2002)

Untuk graf Siklus C,,, misalkan n > 3, maka:

3;jika n ganjil
XL(Cn)={ ) gany

4;jika n genap

Teorema 2.3 (Purwasih dkk, 2013)

Untuk n > 3 misalkan W,, = K; + C, danm = min{k € N |n < %(k3 — k?)}

Maka,
1+ x.(G) jika3 <n<9
1
KL (W) = m+1 ; jikan¢§(m3—m2)—1dann29
m+2 jikan=§(m3—m2)—1dann29
Bukti:

Pewarnaan lokasi yang berdekatan pada sebuah roda. Untuk n > 3, misalkan
W,=K,+C, dimana K; ={v} dan C, =uwu,..u,u; misalkan m =

min{ k|k € N,n < %(k3 — k?)} untuk menyederhanakan setiap f di W, menjadi

deret [f (v); f(uq), f (uy), ... f ()]

Untuk setiap angka 3 <n < 8 tentukan pewarnaan di f di W, sedemikian
sehingga [4,3,2,1],[5,4,3,2,1],[4,2,1,3,2,1],[5,4,2,3,1,2,1],[4,2,1,3,2,3,2,1] dan

[5,4,2,3,1,3,1,2,1] untuk kasus n>9 dan n # > (m* —m?) — 1. Jalur lintasan
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P, = uyu, ...u, memiliki lokasi pewarnaan m bertetangga f menggabungkan
fupn—1) =2, fluy) =1, fluy—y) =m, f(uy) = 2, dan f(u,) = 1. Karena W,
dapat dibentuk dari B, yang menghubungkan u, ke u,, dan u; ke v untuk sebarang
1<i<n, maka VW) =V@B)u{v} dan EW,) =E(R,) U {u,u;}u
{u;v|1 <i < n}, jadi warnai f’ di W, sehingga f'(u;) = f(u;) dan f'(v) = m +
L Karena f'(w) =f(u) # f(up) = f'(wp) dan f'(v) =m+1+ f'(w)
untuk semua 1 < i <n, maka f'; adalah warna yang tepat dari W, untuk setiap
1<i<n yaitu f'(NW,(u))=f(NB,(w))U{m+1}. Oleh karena itu, f’
adalah lokasi (m + 1) yang berdekatan di W,,, dimana f'(u,_;) = 2, f'(u,) = 1,
fun—z) =m, f'(u) = 2, f'(up) = 1,dan f'(v) =m + 1.

Asumsikan n = %(m3 —m?)—1,jadin>9dann —1 # %(m3 —m?) — 1. Oleh
karena itu, pewarnaan lokasi m memiliki lokasi warna f pada warna lintasan
(path) Pp_1 = wgUy .. Up—q, Yaitu f(up2) =2, f(up-1) =1, f(up3)=
m, f(u,) = 2, dan f(u,), sekarang tentukan warna f' pada W, jadi f'(u;) =
fu) untuk 1 <i<n-1, f'(uy) =m+1, dan f'(v) = m+ 2. Perhatikan
bahwa m+1 € f'(NW(up)) N f' (NWy(un-1)),  f' (W) # f'(Up-q), dan
f'(NW,(u)) = fF(NP,_1(uy)) U {m+ 2} untuk setiap 2 <i <n-—2. Jadi f’
adalah lokasi pewarnaan bertetangga {m + 2} pada W,,. Dalam pewarnaan f"
pewarnaan oleh W, jadi f" = [f'(v); f'(un), f'(wa), f'(w2), .., f'(un-2),
f'(u,—1)] yaitu pewarnaan yang berdekatan (m + 2) warna pada W, dengan
ffrun-1) =2, f"(wn) =1, f"(up-2) =m, f"(u)) =m+1, f"(uz) =1, dan
f'"(v) =m+ 2. ]



Berikut merupakan contoh pewarnaan lokasi minimum graf roda ws

Uy U3

Gambar 2.6 Contoh pewarnaan lokasi minimum graf roda wg
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I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil 2022/2023 di Jurusan Matematika

Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung.

3.2 Langkah-Langkah Penelitian

Pada penelitian ini akan dilakukan dalam beberapa langkah yaitu:
1. Metode untuk menentukan bilangan kromatik lokasi dalam graf Bunga

Matahari S(W;,,) adalah

a. Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Bunga Matahari
S(W,) untuk n > 3. Karena graf S(W,) termuat graf roda W,, maka
pewarnaan pada graf S(W,,) sekurang-kurangnya menggunakan pewarnaan
dari graf roda. Jika batas tersebut belum memenuhi syarat pewarnaan lokasi,
maka dilakukan penambahan bertahap pewarnaannya sedemikian sehingga
syarat pewarnaan lokasi terpenuhi.

b. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Bunga Matahari
S(W,) untuk n >3 dengan mengkonstruksi pewarnaan yang memenuhi
persyaratan pewarnaan lokasi dengan memperhatikan struktur grafnya.
Pewarnaan titik dimulai dari titik-titik pada graf roda kemudian titik di luar
graf roda dengan label terkecil sehingga untuk mendapatkan kelas warna
dan pewarnaan minimum pada titik-titik graf yang memenuhi persyaratan

pewarnaan lokasi.
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Jika batas atas x;, (S(W,,)) < x dan batas bawah y; (S(Wn)) > x, maka akan
didapat bilangan kromatik lokasi yaitu x, (S(W;,)) = x

Merumuskan hasil yang diperoleh dalam satu pernyataan matematika.
Membuktikan hasil yang diperoleh dari langkah d.

2. Metode untuk menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel dalam graf

Bunga Matahari Bs, yadalah:

a.

Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf barbel Bunga
Matahari Bsy,) dengan n = 3. Karena graf Bgy,y memuat graf Bunga
Matahari S(W,), maka pewarnaan pada graf Bgqy,) sekurang-kurangnya
menggunakan pewarnaan pada graf Bunga Matahari. Jika batas tersebut
belum memenuhi syarat pewarnaan lokasi, maka dilakukan penambahan
terhadap pewarnaannya sedemikian sehingga syarat pewarnaan lokasi
terpenuhi.

Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel Bunga Matahari
Bsaw,yuntuk n =3 dengan mengkonstruksi pewarnaan titik-titik dengan
melihat struktur grafnya. Pewarnaan titik dimulai dengan label terkecil
sehingga diperoleh minimum pewarnaan titik memenuhi persyaratan
pewarnaan lokasi.

Jika batas atas x,(Bsuy,)) ) < x dan batas bawah y,(Bsuy.)) ) = x, maka
akan didapat bilangan kromatik lokasi yaitu x, (Bsaw,) ) = x.

Merumuskan hasil yang diperoleh dalam satu pernyataan matematika.

Membuktikan hasil yang diperoleh dari langkah d.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan diperoleh bilangan kromatik lokasi
dari graf Bunga Matahari S(W;,) adalah 4 untuk n = 3; 5untuk 4 <n < 7; dan 6

untuk 8 < n < 10. Bilangan kromatik lokasi graf barbel Bunga Matahari Bgy, )

adalah 5 untukn = 3; 6 untuk 4 <n < 7;dan 7 untuk 8 < n < 10.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dikembangkan dengan menentukan bilangan kromatik lokasi

graf Bunga Matahari pada operasi graf lainnya.
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