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Research has been carried out to find out whether the Riemann integral is worth the 

difference sequence ℓ3(∆) . In this study, using the definition of the Riemann 

integral and several theorems related to the Riemann integral having the value of 

the sequence ℓ3(∆), it will be proven first that the function 𝑓(̅𝑥) ∈  ℓ3(∆).  Next, 

we will look for the difference sequence of the function 𝑓(̅𝑥) ∈  ℓ3(∆).  to prove 

whether the sequence 𝑓(̅𝑥) = 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥),… , 𝑓𝑘(𝑥)is integral in [a,b] and it 

has been proven that the sequence ℓ3(∆) is Riemann integral in [a,b]. In this study, 

an example of an integral Riemann sequence with a value of ℓ3(∆) is also given in 

order to make it easier for the reader to understand the results of this study. 
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ABSTRAK 

 

 

 

INTEGRAL RIEMANN BERNILAI BARISAN SELISIH TINGKAT TIGA 

 

 

 

Oleh 

 

 

Eccha Nanda Putri 

 

 

Telah dilakukan penelitian untuk mengetahui apakah integral Riemann bernilai 

barisan selisih ℓ3(∆). Penelitian ini menggunakan definisi integral Riemann dan 

beberapa teorema yang berhubungan dengan integral Riemann bernilai barisan  

ℓ3(∆) dan akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa fungsi 𝑓(̅𝑥) ∈  ℓ3(∆).  

Selanjutnya akan dicari barisan selisih dari fungsi 𝑓(̅𝑥) ∈  ℓ3(∆) , untuk 

membuktikan apakah barisan 𝑓(̅𝑥) = 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), 𝑓3(𝑥), … , 𝑓𝑘(𝑥)   terintegral 

pada [a,b] dan telah terbukti bahwa barisan ℓ3(∆) terintegral Riemann di [a,b]. Pada 

penelitian ini juga diberikan contoh barisan integral Riemann yang bernilai barisan  

ℓ3(∆) agar dapat mempermudah pembaca untuk memahami hasil penelitian ini.   

Kata Kunci: Integral Riemann, Ruang Barisan, Ruang Barisan ℓ3(∆)
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I.   PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1   Latar Belakang 

 

 

Matematika adalah ilmu deduktif dikarenakan sebelum mendapatkan kebenaran, 

penulis harus membuktikan teorema, lemma dan sifat yang dibutuhkan dalam 

proses mencari kebenaran (Maryati dan Priatna, 2017: 336). Menurut pendapat ahli, 

matematika merupakan bahasa simbolis yang memiliki kegunaan untuk 

mengekspresikan hubungan-hubungan kuantitatif dan keruangan, sedangkan fungsi 

teoritisnya adalah untuk mempermudah cara mendapatkan ilmu (Abdurrahman, 

2002). Matematika merupakan ilmu yang berhubungan dengan bilangan,  

matematika diperlukan agar memudahkan dalam menyelesaikan masalah dalam 

kehidupan sehari – hari dan juga digunakan untuk mengembangkan ilmu 

pengetahuan serta teknologi (Siagian, 2016). 

 

Salah satu cabang ilmu matematika yang banyak digunakan merupakan kalkulus 

yang meliputi limit, turunan, integral, dan deret tak terhingga (Rejeki, 2017). 

Kalkulus merupakan studi tentang perubahan, seperti geometri mengkaji tentang 

bentuk dan aljabar mengkaji tentang operasi dan aplikasinya dalam menyelesaikan 

persamaan. Kalkulus memiliki berbagai aplikasi di bidang sains, ekonomi, dan 

teknik (LaTorre, 2007).   

 

Kalkulus modern merupakan ilmu yang membahas fungsi – fungsi real dan vektor 

yang sudah dikembangkan dan diaplikasikan dalam kehidupan sehari – hari. 

Kalkulus modern juga dikembangkan menjadi beberapa konsep, salah satunya 

merupakan konsep integral. Konsep Integral sering digunakan untuk mencari atau  
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menentukan luas daerah di bawah kurva dan mencari penyelesaian dari suatu model 

matematika. Konsep integral terus mengalami perkembangan hingga pada tahun 

1950, Benhard Riemann memperkenalkan konsep integral dengan partisi pada 

suatu interval sebagai dasar pengembangannya yang dikenal sebagai konsep 

integral Riemann (Pirade, S.M., dkk., 2017). 

 

Salah satu cabang ilmu dalam konsep integral merupakan integral Riemann. 

Integral Riemann sudah diteliti oleh banyak ilmuan, contohnya seperti Integral 

Riemann-Lebesgue yang diteliti oleh Ikram Hamid dan The Riemann-Stieltjes 

Integral On Time Scales yang diteliti oleh Dorota Mozyrska, Ewa Pawluszewicz, 

and Delfim F.M Torres. Akan tetapi integral yang bernilai di ruang barisan selisih 

belum banyak diketahui. Oleh karena itu, penelitian ini akan difokuskan pada suatu 

konsep integral yang dikembangkan pada integral yang bernilai di dalam ruang 

barisan. Ruang barisan yang akan digunakan dalam penelitian ini yaitu ruang 

barisan selisih tingkat tiga yang sebelumnya telah dibahas dalam penelitian oleh 

Aulia Khairunnisa tahun 2020. Penelitian ini akan menerapkan konsep integral 

Riemann yang bernilai di ruang barisan selisih tingkat tiga tersebut. 

 

Berbicara tentang matematika tidak akan bisa lepas dari hal yang disebut dengan 

kalkulus. Berdasarkan keanggotaannya, kalkulus dapat dibagi menjadi beberapa 

macam fungsi yang salah satunya mencakupi integral. Integral dapat memiliki 

banyak manfaat dalam pengaplikasiannya salah satunya digunakan untuk mencari 

luas daerah dalam Interval (Irmayanti, dkk. 2021). Ilmu integral di kembangan 

sedemikian rupa sehingga dapat memiliki berbagai konsep, salah satu cabang dari 

konsep interal merupakan integral Riemann. Dalam penelitian ini, akan dikaji 

mengenai integral Riemann yang bernilai pada ruang barisan selisih tingkat tiga. 

Karena itu, penulis memilih judul “Integral Riemann Bernilai Barisan Selisih 

Tingkat Tiga”. 

 

 

 

 

 

 



3 

 

 

1.2   Rumusan Masalah 

 

 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya dikaji konsep integral 

yang dikembangkan pada integral yang bernilai di dalam ruang barisan selisih 

tingkat tiga.  

 

1.3   Tujuan Penelitian 

 

 

Adapun tujuan penelitian ini adalah mengkaji dan menyusun konsep integral yang 

bernilai di dalam ruang barisan selisih tingkat tiga. 

 

1.4    Manfaat Penelitian     

 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah memahami konsep integral yang bernilai 

di dalam ruang barisan selisih tingkat tiga.



 
 

 

II.   TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

Dalam bab ini dibahas definisi-definisi beserta contoh meliputi limit, turunan, 

integral Riemann, barisan, barisan fungsi, ruang barisan, ruang vektor, ruang 

bernorm, ruang banach, operator linear, dan ruang barisan selisih yang berkaitan 

dengan penelitian ini. 

 

2.1   Limit 

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai limit.  

 

Definisi 2.1.1 Misalkan 𝐴 ⊆ ℝ suatu titik 𝑐 ∈ ℝ  adalah titik bagian dari 𝐴  jika 

untuk setiap 𝛿 > 0  terdapat paling sedikit satu titik 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≠ 𝑐  sedemikian 

sehingga |𝑥 − 𝑐| < 𝜀. 

 

Definisi 2.1.2 Diberikan  lim
𝑥→𝑐

𝑓 (𝑥) = 𝐿  yang artinya untuk setiap 𝜀 > 0 yang 

nilainya sangat kecil, terdapat 𝛿 > 0, sedemikian sehingga |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 dengan 

syarat 0 <|𝑥 − 𝑐| < 𝛿 atau dengan kata lain 0 < |𝑥 − 𝑐| < 𝛿 → |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 

(Varberg, dkk., 2010 ). 

 

Definisi 2.1.3 Misalkan 𝐴 ⊆ ℝ,  c merupakan titik limit pada A dan 𝑓:𝐴 → ℝ, 

dengan 𝐿 ∈ ℝ dapat dikatakan limit f pada c ditulis dengan lim
𝑥→𝑐

𝑓 = 𝐿 jika untuk 

setiap 𝜀 > 0, 𝑡𝑒𝑟𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 δ > 0, sedemikian sehingga jika 𝑥 ∈ 𝐴 dan 0 < |𝑥 − 𝑐| <

𝛿, maka |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 (Barttle dan Sherbert, 2000).



5 
 

 

2.2 Turunan 

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai turunan. 

 

Definisi 2.2.1 Turunan fungsi f  adalah fungsi lain f’ yang nilainya pada sebarang 

bilangan c adalah 𝑓′(𝑐) =  lim
ℎ→0

𝑓(𝑐+ℎ)−𝑓(𝑐)

ℎ
 Asalkan limit ini ada dan bukan ∞ atau 

(−∞). 

 

Definisi  2.2.2 

a. Jika P (𝑥0 , 𝑦0) adalah titik pada grafik sebuah fungsi f(x), maka garis singgung 

fungsi f(x) pada P didefinisikan sebagai garis penerus di P dengan kemiringan  

𝑚𝑡𝑎𝑛 = lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥0 + ℎ ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
 

b. Fungsi f(x) didefinisikan dengan rumus  

𝑓′(𝑥) =  𝑚𝑡𝑎𝑛 = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0)

ℎ
 

disebut derivative atau turunan yang nilainya pada sebarang x dan fungsi f(x). 

Daerah asal atau domain dari f(x) berlaku untuk sebarang x yang mana limit ini 

ada. 

 

2.3   Integral Riemann  

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai integral Riemann. 

 

Definisi 2.3.1 Telah diketahui bahwa jika fungsi 𝑓 ∶ [a, b] → ℝ terbatas pada P 

partisi pada [a, b], maka berakibat 𝐿(𝑓; 𝑃) ≤ 𝑆(𝑓; 𝑃) ≤ 𝑈(𝑓; 𝑃). Gorge Friedrich 

Berhard Riemann menggunakan 𝑆 (𝑓; 𝑃)  untuk menyusun integralnya (Rudin, 

1987). 

 

Definisi 2.3.2 F adalah fungsi bilangan real pada interval tertentu [a,b] dan R = 

R[a,b] adalah himpunan dari keseluruhan partisi dari [a,b], maka integral Riemann 

atas dan integral Riemann bawah didefinisikan sebagai berikut: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = inf 𝑈(𝑓; 𝑈), 𝑃 ∈ 𝑅 dan ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = sup 𝐿 (𝑓; 𝑃), 𝑃 ∈ 𝑅
𝑦

𝑥̄

ỹ

𝑥
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Jika ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 
ỹ

𝑥 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑦

𝑥̄
, maka fungsi f dikatakan terintegral Riemann dan 

dinotasikan dengan: 𝑆(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑦

𝑥
. 

 

2.4   Barisan 

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai barisan. 

 

Definisi 2.4.1 Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan 

bilangan bulat positif. Misal terdapat bilangan bulat positif 1,2,3, … , 𝑛,…  yang 

bersesuaian dengan bilangan real 𝑥𝑛 tertentu, maka 𝑥1, 𝑥2, … . , 𝑥𝑛 dikatakan barisan 

(Mizrahi dan Sulivan, 1982). 

 

Definisi 2.4.2 Barisan dikatakan konvergen (convergent) jika ada bilangan 𝑥 ∈

𝑋 sehingga untuk setiap bilangan asli 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑛0 dan setiap 

bilangan asli 𝑛 ≥  𝑛0  benar bahwa |𝑥𝑘 − 𝑥 |  <  𝜀 , pengertian tersebut ditulis 

singkat dengan lim
𝑘 → ∞

𝑥𝑘 = 𝑥 atau {𝑥𝑘}  → 𝑥 untuk 𝑘 →  ∞ dan bilangan  x disebut 

limit barisan {𝑥𝑘}, dan dikatakan barisan {𝑥𝑘} konvergen ke x. Barisan {𝑥𝑘} yang 

tak konvergen dikatakan divergen (Darmawijaya,2007). 

 

Contoh 2.4.2 

Akan ditunjukkan barisan {
1

𝑘
} konvergen sebab untuk setiap  𝜀 > 0 ada bilangan 

asli 𝑛0 (bergantung pada 𝜀), sehingga 𝑘 ≥  𝑛0  berlaku |
1

𝑘
− 0| <  𝜀 . Oleh karena 

itu disebut barisan {
1

𝑘
} konvergen ke 0 atau barisan {

1

𝑘
} mempunyai limit 0 untuk 

𝑘 →  ∞ dan ditulis dengan lim
𝑘 →∞

|
1

𝑘
− 0|  <  𝜀 atau dapat ditulis dengan lim

𝑘 → ∞

1

𝑘
=

0. 

 

Definisi 2.4.3 Suatu barisan 𝑥 = (𝑥𝑛)  dikatakan terbatas jika dan hanya jika 

terdapat suatu bilangan 𝑀 ≥ 0 sehingga |𝑥𝑛| ≤ 𝑀∀𝑛 ∈ 𝑁. Himpunan dari semua 

barisan terbatas dilambangkan dengan ℓ∞ (Maddox, 1970). 
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2.5   Barisan Fungsi 
 
 

Dalam subbab ini dibahas mengenai barisan fungsi. 

 

Definisi 2.5.1 Jika diketahui fungsi (𝑓𝑘):𝐷 ⊂ ℛ → ℛ  untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ, maka 

diperoleh barisan fungsi (𝑓𝑘). D merupakan domain fungsi 𝑓𝑘, untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ, 

dan setiap 𝑡 ∈ 𝐷 diperoleh barisan bilangan nyata (𝑓𝑘(𝑡)) ( Barttle dan Sherbert, 

2000). 

 

Definisi 2.5.2 Diketahui fungsi (𝑓𝑘): 𝐷 ⊂ ℛ → ℛ untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ 

i. Barisan fungsi (𝑓𝑘) dikatakan konvergen di titik 𝑡 ∈ 𝐷 jika barisan bilangan 

nyata (𝑓𝑘(𝑡)). 

ii. Barisan fungsi (𝑓𝑘) dikatakan konvergen pada 𝐴 ⊂ 𝐷 jika barisan bilangan 

nyata (𝑓𝑘(𝑡)) konvergen untuk setiap 𝑡 ∈ 𝐴. 

 

Teorema 2.5.3 Barisan fungsi (𝑓𝑘) konvergen ke suatu fungsi f  jika  A untuk setiap 

𝑡 ∈ 𝐴 dan bilangan 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli n = n(t, ε) sehingga untuk setiap 

bilangan asli k ≥ n berakibat |fk(t) − f(t)| < ε (Barttle dan Sherbert, 2000). 

 

Contoh: 

Diberikan 𝑓𝑘(𝑡) =
𝑡𝑘

𝑘
. Barisan bilangan (𝑓𝑘(𝑡)) konvergen ke 0 untuk setiap 𝑡 ∈

[0,1],  sebab untuk setiap 𝑡 ∈ [0,1]  berlaku |𝑓𝑘(𝑡) − 0| = |
𝑡𝑘

𝑘
− 0| =

𝑡𝑘

𝑘
<
1

𝑘
≤ 𝜀 , 

dengan 𝑘 >
1

𝜀
 untuk 𝑘 ≥ 𝑛 dengan n merupakan bilangan asli pertama yang lebih 

besar daripada bilangan 
1

𝜀
. Terlihat bahwa n dapat dipilih hanya bergantung pada 𝜀 

saja. Jadi, barisan fungsi (𝑓𝑘) konvergen ke fungsi f  pada [0,1] dengan 𝑓(𝑡) = 0 

untuk setiap 𝑡 ∈ [0,1]. Dapat dipilih bilangan asli n  yang hanya bergantung pada 𝜀 

saja, tak bergantung pada 𝑡 ∈ [0,1], sehingga untuk setiap 𝑘 ≥ 𝑛 dan 𝑡 ∈

[0,1] berakibat |𝑓𝑘(𝑡) − 0| = |
𝑡𝑘

𝑘
− 0| < 𝜀. 
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2.6   Ruang Barisan   

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai ruang barisan. 

 

Definisi  2.6.1 Diberikan 𝜔 yaitu koleksi semua barisan bilangan real, jadi: 𝜔 =

{𝑥̄ = { 𝑥𝑘} ∶  𝑥𝑘  ∈  𝑅} (Soeparna, 2007). 

a. Untuk setiap bilangan real 𝑝 dengan ( 1 ≤ 𝑝 <  ∞ ) didefinisikan  

𝑙𝑝 = {𝑥 =  {𝑥𝑗}  ∈  𝜔 ∶  ∑ ∣ 𝑥𝑗 ∣
𝑝

∞

𝑗=1

  < ∞} 

dan norm pada 𝑙𝑝 yaitu  

‖𝑥̄ ∣∣𝑝= {∑ ∣ 𝑥𝑗 ∣
𝑝

∞

𝑗=1

}

1
𝑝

  

b. Untuk p = ∞ didefinisikan  

𝑙∞ = {𝑥 = {𝑥𝑗} ∈   𝜔 ∶   |𝑥𝑗|  <  ∞𝑗≥1

𝑠𝑢𝑝
} 

dan norm pada 

‖𝑥̄ ∣∣∞= |𝑥𝑗|𝑗≥1

𝑠𝑢𝑝
 

 

Definsi 2.6.2 Ruang barisan 𝑙𝑝 merupakan himpunan dari barisan bilangan yang 

memiliki syarat 

𝑙𝑝         =  {𝑥̄ = (𝑥𝑘) ∈ 𝑋 ∶  ∑|𝑥𝑘|
𝑝

∞

𝑘=1

 <  ∞} 

𝑙𝑝 koleksi barisan bilangan yang ∑ |𝑥𝑘|
∞
𝑘=1  <  ∞ 

𝑙𝑝(∆)   = { 𝑥̄ = (𝑥𝑘): ∆𝑥 ∈  𝑙𝑝} 

𝑙𝑝(∆) koleksi barisan bilangan yang ∆𝑥 ∈  𝑙𝑝 

𝑙𝑝(∆2) =  {𝑥̄ = (𝑥𝑘): ∆2 𝑥 ∈  𝑙𝑝} 

𝑙𝑝(∆2) koleksi barisan bilangan yang ∆2𝑥 ∈  𝑙𝑝 (Kizmaz, 1981).  
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2.7   Ruang Vektor 

 

 

Dalam subbab ini dibahas tentang ruang vector. 

 

Definisi 2.7.Misalkan V himpunan yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan 

dan perkalian dengan skalar bilangan real V disebut ruang vektor atau ruang linier 

(Anton, 2002), jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:  

1.  𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑉      

2.  𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 (sifat komutatif)  

3. 𝑢 + (𝑣 + 𝑤) = (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 (sifat asosiatif)  

4. Ada sebuah vektor 0 ∈ 𝑉 sehingga 0 + u = u + 0 = u 

5. Untuk setiap 𝑢 di 𝑉 terdapat vektor balikan dari 𝑢 atau − 𝑢 sehingga 𝑢 +

(−𝑢) = (−𝑢) + 𝑢 = 0 

6. Jika 𝑘 skalar dan 𝑢 sebarang benda vektor di 𝑉 maka 𝑘𝑢 berada di 𝑘𝑢 ∈ 𝑉 

7. 𝑘(𝑢 + 𝑣) = 𝑘𝑢 + 𝑘𝑣 (sifat distributif) 

8. (𝑘 + 1)𝑢 = 𝑘𝑢 + 1𝑢 

9. 𝑘(𝑙𝑢) = (𝑘𝑙)(𝑢) 

10. Untuk sebarang bilangan real 1 dan untuk setiap 𝑢 ∈ 𝑉 berlaku 1𝑢 = 𝑢 

 

Definisi 2.7.2 Sebuah ruang vektor bernorma lengkap jika dan hanya jika setiap 

barisan yang benar-benar dapat dijumlahkan.  

 

2.8   Ruang Bernorm 

 

 

Dalam subbab ini dibahas tentang ruang bernorm. 

 

Definisi 2.8.1 Fungsi non negatif ||∙||: 𝑋 → 𝑅 disebut norm jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈

𝑋 dan setiap skalar 𝛼 ∈  𝑅 berlaku: 

1. ‖𝑥‖  > 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 

    ‖𝑥‖ = 0,  jika dan hanya jika 𝑥 = 0, (0 vektor nol)  

2. ‖𝑎𝑥‖ =  |𝑎| ⋅ ‖𝑥‖untuk setiap skalar α dan  𝑥 ∈ 𝑋 

3. ‖𝑥 + 𝑦‖  ≤  ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 
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Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norm ‖⋅‖, ditulis (𝑋, ‖⋅‖)disebut 

ruang bernorm (Rudin,1987). 

 

Teorema 2.8.2 

𝑙𝑝 (1 ≤ 𝑝 < ∞) merupakan ruang bernorm terhadap norm ‖. ‖𝑝.  (Darmawijaya,2007).  

Bukti 

Untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ diambil sebarang 𝑥̃ = (𝑥𝑘), 𝑦 ̃ = (𝑦𝑘) ∈ 𝑙𝑝 dan skalar 𝛼. Diperoleh:   

i. )  ‖x̃‖𝑝     =  {∑|𝑥𝑘|
𝑝

∞

𝑘=1

}

1
𝑝

 ≥ 0 karena |𝑥𝑘| ≥ 0 untuk setiap 𝑘. 

=  {∑|𝑥𝑘|
𝑝

∞

𝑘=1

}

1
𝑝

 

= 0 ⟺ |𝑥𝑘| ≥ 0 untuk setiap 𝑘 ⟺ x̃ 

= {0} 

= 0̃  

ii. )  ‖𝑎𝑥̃‖𝑝 = {∑|𝑎𝑥𝑘|
𝑝

∞

𝑘=1

}

1
𝑝

 

= |𝛼| {∑|𝑥𝑘|
𝑝

∞

𝑘=1

}

1
𝑝

 

= |𝛼|‖𝑥‖𝑝 jelas bahwa |𝑎𝑥|𝑝 < ∞ 

iii. ) ‖𝑥̃ + 𝑦̃‖𝑝 ≤   ‖𝑥̃‖𝑝 + ‖𝑦̃‖𝑝 = {∑|𝑥𝑘|
𝑝

∞ 

𝑘=1

}

1
𝑝

+ {∑|𝑦𝑘|
𝑝

∞

𝑘=1

}

1
𝑝

 <  ∞ 

Berdasarkan i), ii), dan iii) terbukti bahwa 𝑙𝑝 merupakan ruang linear dan ‖.‖𝑝 norm 

pada 𝑙𝑝 . Dengan kata lain (𝑙𝑝, ‖. ‖𝑝) ruang bernorm.  

 

Definisi 2.8.3 Barisan {𝑥𝑛} di dalam ruang bernorm ( 𝑋, ∥.∥ ) disebut barisan 

Cauchy atau barisan fundamental jika untuk setiap bilangan 𝜀 > 0  terdapat 

bilangan asli 𝑛0, sehingga untuk setiap dua bilangan asli 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖  <  𝜀. (Robert and Ronald, 2000).  
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Definisi 2.8.5 Ruang bernorm dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan 

Cauchy di dalamnya konvergen (Robert dan Ronald, 2000).   

 

Definisi 2.8.6 Barisan {𝑥𝑛} di dalam ruang bernorm disebut barisan konvergen jika 

untuk setiap bilangan 𝜀 > 0 terdapat bilangan asli N sehingga jika  𝑛 ≥  𝑁𝑛  ≥

𝑁 berlaku |𝑥𝑛 − 𝑥|  <  𝜀 (Mizrahi dan Sulivan, 1949). 

 

2.9 Ruang Banach 

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai ruang Banach. 

 

Definisi 2.9.1 Ruang Banach (Banach space) adalah ruang bernorma yang lengkap 

(sebagai ruang metrik yang lengkap) jika dalam suatu ruang bernorm X berlaku 

kondisi bahwa setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen (Darmawijaya, 2007). 

 

Definisi 2.9.2 Suatu ruang bernorm 𝑋 dinamakan ruang Banach jika 𝑋 lengkap. 

Kelengkapan berarti bahwa setiap barisan Cuchy dalam 𝑋  konvergen jika 

‖𝑥𝑛 + 𝑥𝑚‖ → 0(𝑛,𝑚 → ∞), 𝑥𝑛 ∈ 𝑥 , maka terdapat 𝑥 ∈ 𝑋  sehingga ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ →

0(𝑛 → ∞) (Maddox, 1970). 

 

2.10   Operator Linear 

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai operator linear. 

 

Definisi 2.10.1 Suatu pemetaan pada ruang vektor khususnya ruang bernorm 

disebut operator (Kreyszig, 1989).  

 

Definisi 2.10.2 Diberikan ruang Bernorm 𝑋 dan 𝑌 atas field yang sama (Kreyszig, 

1989).  

a. Pemetaan dari 𝑋 dan 𝑌 disebut operator.  

b. Operator 𝐴 ∶ 𝑋 → Y dikatakan linear jika untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan setiap skalar 

𝛼 berlaku 𝐴(𝛼𝑥) = 𝛼𝐴𝑥 dan 𝐴(𝑥 + 𝑦) = 𝐴𝑥 + 𝐴𝑦.  
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Definisi 2.10.3 Diberikan (𝑋, ‖. ‖) dan (𝑌, ‖. ‖) masing-masing ruang bernorm.  

a. Operator 𝐴 ∶ 𝑋 → Y dikatakan terbatas jika ada bilangan 𝑀 ∈ 𝑅 dengan 𝑀 ≥ 0 

sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 berlaku ‖𝐴𝑥‖  ≤ 𝑀‖𝑥‖.  

b. Operator A dikatakan kontinu di 𝑥 ∈ 𝑋 jika diberikan bilangan  > 0 ada bilangan 

𝛿 > 0 sehingga untuk setiap 𝑦 ∈ 𝑋 dengan ‖𝑥 − 𝑦‖  ≤ 𝛿 berlaku  

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖  ≤  𝜀.  

c. Jika A kontinu di setiap 𝑥 ∈ 𝑋, A disebut kontinu pada 𝑋. (Kreyszig, 1989) 

 

2.11   Ruang Barisan Selisih 

 

 

Dalam subbab ini dibahas mengenai ruang barisan selisih. 

 

Definisi 2.11.1 Tinjau barisan selisih bilangan sebagai berikut: jika 𝑥̃ = {𝑥𝑘} suatu 

barisan bilangan dan ∆𝑥̃ = {𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘}untuk setiap 𝑘 ∈. 

∆𝑥̃ disebut barisan selisih pertama terhadap barisan 𝑥̃ = {𝑥𝑘}  

⋮ 

∆𝑚𝑥̃ = {∆𝑚𝑥̃𝑘 =∑ (−1)𝑖
𝑚

𝑖=0
(
𝑚
𝑖
) 𝑥𝑘+𝑚−𝑖} , untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ 

∆𝑚𝑥̃ disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan 𝑥̃ = {𝑥𝑘} 

Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan  

∆𝑥̃ = {∆𝑥𝑘}, ∆2𝑥̃ = {∆2𝑥𝑘}, … , ∆𝑚𝑥𝑚 = {∆𝑚𝑥𝑘}  yang disebut dengan barisan 

selisih pertama, barisan selisih kedua, dan seterusnya sampai barisan selisih ke-m 

(Kizmaz, 1981).  

 

Contoh 2.11.1  

1. Diberikan barisan   

{𝑥𝑘}  = {
1

𝑘
} 

= {1,
1

2
,
1

3
,
1

4
.⋯ }  untuk setiap 𝑘 = {1, 2, 3,⋯ } 

akan dicari  

∆𝑥̃ = {𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘} 

 = {(𝑥1+1 − 𝑥1), (𝑥2+1 − 𝑥2), (𝑥3+1 − 𝑥3), …………} 

 = {(𝑥2 − 𝑥1), (𝑥3 − 𝑥2), (𝑥4 − 𝑥3), ……… } 
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 = {(
1

2
− 1) , (

1

3
−
1

2
) , (

1

4
−
1

3
) ,……… } 

 = {−
1

2
,−
1

6
,
1

12
,………… } 

Sehingga terbentuklah barisan selisih yang pertama yaitu  

∆x̃ =  {−
1

2
, −
1

6
,
1

12
, …………} 

2. Diberikan barisan 

{𝑥𝑘}  =  {
1

𝑘
} 

 {𝑥𝑘} =  {1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, …… } Untuk setiap 𝑘 = 1,2,3, ….   

akan dicari 

∆2x̃  =  {(𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥1), (𝑥4 − 2𝑥3 + 𝑥2), (𝑥5 − 2𝑥4 + 𝑥3) } 

 =  {(
1

3
− 2(

1

2
) + 1) , (

1

4
− 2(

1

3
) +

1

2
) ,……… } 

 =  {
1

3
,
−1

12
,…… }           

Sehingga terbentuklah barisan selisih yang kedua yaitu  

∆2x̃ =  {
1

3
,
−1

12
,…… }                  



 
 

 

III.   METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

3.1   Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil pada tahun akademik  2022/2023 di 

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengatuhuan Alam, 

Universitas Lampung.  

 

3.2   Metode Penelitian 

 

 

Adapun langkah – langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Mencari data dan literatur utama yang mendukung topik pembahasan ini.  

2. Memahami dan mempelajari Integral Riemann bernilai barisan selisih tingkat 

tiga. 

3. Menarik kesimpulan tentang hasil dari ruang barisan selisih ke ruang barisan 

tingkat tiga. 



 
 

 

V.      KESIMPULAN 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya maka dapat 

disimpulkan terkait integral Riemann bernilai barisan selisih 𝓵𝟑(∆), yaitu sebagai 

berikut  

1. Fungsi 𝑓̅ = (𝑓𝑘): [a, b] ⊂ ℝ ℓ3(∆)  dikatakan terintegral Rieman pada [a,b], 

ditulis singkat dengan 𝑓̅ ∈ ℛ[a, b] jika terdapat barisan 𝑢̅ ∈ ℓ3(∆) sedemikian 

sehingga untuk setiap 𝜀 > 0, terdapat 𝛿 > 0  sedemikian sehingga jika 𝑃 =

{𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 = 𝑏}  partisi pada [a,b] dengan ‖𝑝‖ < 𝛿  dan 𝑥𝑖
∗ ∈

[𝑥𝑖−1, 𝑥1] maka 

‖𝑆(𝑓;̅ 𝑃) − 𝑢̅‖
ℓ3(∆)

= |∑𝑓1(𝑥𝑖
∗

∞

𝑖=1

)∆𝑖𝑥 − 𝑢1| + ‖∑𝑓𝑘+1(𝑥𝑖
∗)∆𝑖𝑥 − 𝑢𝑘+1  +

∞

𝑖=1

  

∑𝑓𝑘(𝑥𝑖
∗)∆𝑖𝑥 − 𝑢𝑘

∞

𝑖=1

‖

ℓ3∆

 

= |∑𝑓1(𝑥𝑖
∗)∆𝑖𝑥 − 𝑢1

∞

𝑖=1

| + (∑|∑((𝑓𝑘+1(𝑥𝑖
∗)∆𝑖𝑥 − 𝑢𝑘+1

∞

𝑖=1

∞

𝑘=1

 

∑+𝑓𝑘(𝑥𝑖
∗)∆𝑖𝑥 − 𝑢𝑘))|

3

)

1
3

 

2. Fungsi 𝑓̅ = (𝑓𝑘): [a, b] ⊂ ℝ ℓ3(∆)  terintegral Riemann pada [a,b] jika dan 

hanya jika 𝑓̅ = (𝑓𝑘): [a, b] ⊂ ℝ → ℝ, 𝑘 = 1,2,…  masing-masing terintegral 

Riemann pada [a,b]. 
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3. Fungsi  𝑓̅ = (𝑓𝑘): [a, b] ⊂ ℝ ℓ3(∆) dikatakan terintegral Riemann pada 

[a,b] jika dan hanya jika 

lim
‖𝑃‖→0

𝑆(𝑓;̅ 𝑃) = lim
‖𝑃‖→0

∑𝑓(̅𝑥𝑖
∗)∆𝑖𝑥 = 𝑢̅

∞

𝑖=1

 

Untuk barisan 𝑢̅ = (𝑢𝑘) ∈ ℓ3(∆), 𝑘 = 1,2,… 

 

5.2       Saran 
 
 

Pembahasan skripsi ini hanya berfokus pada integral Riemann bernilai barisan 

selisih ℓ3(∆) , sehingga penulis menyarankan agar dilakukan penelitian pada 

barisan selisih lainnya.  
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