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ABSTRACT

DETERMINING THE NUMBER OF DISCONNECTED VERTEX
LABELED GRAPH OF ORDER SIX UNTIL MAXIMUM SIX LOOP
WITHOUT PARALLEL EDGES

By

AYU LESTARI

A labeled graph is a graph where each edge is assigned a value or label. Graph G
is called a connected graph if there is a path connecting every pair of vertices in
G, if not then G is disconnected. An edge with the same start and end points is
called a loop. Parallel edges are two or more edges connecting the same pair of
vartices. A simple graph is a graph that does not contain loops or parallel edge.
Graphs with n points and m edges certainly have many different forms, so in this
research will be discussed the formula for counting disconnected vertex labeled
graphs of order six without parallel edges with a maximum of seven loops. In this
research, the formula for determining a disconnected graph labeled vertex of
orther six without parallel edges with a maximum of seven loops is obtained as
follows:

N(6%mg) = D NGlmg)
9=0,1,2,..,10
= N(Gd@m'o) + N(Gd@m’l) + N(GdG,m,Z) + N(Gdélm’3) +
N(G%ma) + N(GYms) + N(G%me) + N(G%m7) +
N(Gds,m,s) + N(Gds,m,9) + N(G%m10)

Keywords: Graph, Connected and Disconnected Graph, Loops and Parallel Edges



ABSTRAK

PENENTUAN BANYAKNYA GRAF TAK TERHUBUNG
BERLABEL TITIK BERORDE ENAM MEMUAT LOOP
MAKSIMAL TUJUH TANPA GARIS PARALEL

Oleh

AYU LESTARI

Graf berlabel adalah graf yang setiap garisnya diberikan sebagai nilai atau label.
Graf G disebut graf terhubung jika untuk tiap pasangan titik di G terdapat lintasan
yang menghubungkannya. Jika tidak maka disebut graf tak terhubung. Suatu
garis yang titik awal dan titik akhirnya sama disebut loop. Garis paralel adalah
dua garis atau lebih yang menghubungkan pasangan titik yang sama. Graf
sederhana adalah graf yang tidak memuat loop atau garis paralel. Graf dengan
jumlah titik n dan garis m tentunya memiliki banyak bentuk yang berbeda-beda,
sehingga pada penelitian ini akan dilakukan penelitian tentang graf tak terhubung
berlabel titik berorde enam tanpa garis paralel dengan loop maksimal tujuh. Pada
penelitian ini diperoleh rumus untuk menentukan graf tak terhubung berlabel titik
berorde enam tanpa garis paralel dengan loop maksimal tujuh sebagai berikut :

N(Gd6,m.g) = z N(Gd6,m,g)
g=0,1,2,..,10
= N(Gd@m’o) + N(Gd@m’l) + N(GdG,m,Z) + N(Gdélm’3) +
N(G%ma) + N(Gms) + N(G%me) + N(G%m7) +
N(G%mg) + N(G%mo) + N(G%6m10)

Kata kunci : graf, graf terhubung dan tak terhubung, loop dan garis parale.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Teori graf adalah cabang matematika yang sangat memperhatikan model-model
yang berguna dalam kehidupan sehari-hari, termasuk penggunaan teori graf dalam
komunikasi, transportasi, ilmu komputer, riset operasi dan desain bangunan. Graf
digunakan untuk mewakili objek dan hubungan di antara mereka. Representasi
visual dari suatu graf adalah merepresentasikan objek sebagai titik atau simpul

(vertex) dan hubungan antar objek sebagai garis (edge).

Konsep teori graf pertama kali digunakan oleh seorang ahli matematika dari Swiss
yang bernama Leonard Euler pada tahun 1736, untuk menyelesaikan
permasalahan Jembatan Konigsberg yang terletak di sebuah kota sebelah timur
Prussia (Jerman sekarang). Di kota tersebut terdapat sungai Pregal yang
membelah kota menjadi empat daratan yang terpisah. Tanah tersebut dilalui oleh
tujuh jembatan, sehingga penduduk setempat ingin berjalan melintasi setiap
jembatan satu kali dan kemudian kembali ke posisi semula. Masalah ini dapat
diatasi Euler dengan menyatakan model spesifik yang tidak mungkin dicapai,
karena semua titik di Jembatan Konigsberg memiliki derajat ganjil. Sejak Euler
memberikan solusi tentang masalah jembatan Konighberg, teori graf berkembang

pesat dan banyak penelitian yang berhubungan dengan teori graf yang dilakukan.



Wamiliana dkk. (2016) melakukan penelitian penentuan banyaknya graf tak
terhubung berlabel berorde lima tanpa garis paralel dengan n = 5 dan m > 1,
Amanto dkk. (2017) melakukan penelitian untuk menentukan banyaknya graf tak
terhubung berlabel titik berorde maksimal empat, Wamiliana, dkk. (2019)
melakukan penelitian tentang graf terhubung berlabel titik tanpa loop berorde lima
dengan garis paralel maksimal lima. Wamiliana dkk (2020) melanjutkan
penelitian tentang menghitung banyaknya graf terhubung berlabel titik berorde
enam tanpa garis paralel dan memuat maksimal 10 loops. Graf dengan jumlah
titik n dan garis m tentunya memiliki banyak bentuk yang berbeda-beda, sehingga
pada penelitian ini akan dilakukan penelitian tentang graf tak terhubung berlabel

titik berorde enam tanpa garis paralel dengan loop maksimal tujuh.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan banyaknya graf tak

terhubung berlabel titik memuat loop maksimal tujuh dengan n =6, m > 1.



1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang diperoleh dari penelitian ini adalah:
1. memperluas pengetahuan teori graf khususnya graf tak terhubung;
2. sebagai rujukan atau sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian

selanjutnya dalam mengembangkan ilmu matematika di bidang teori graf.



Il.  TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan disajikan beberapa definisi serta istilah-istilah yang

berhubungan dengan penelitian ini.

2.1 Konsep Dasar Teori Graf

Pada bab ini akan dibahas definisi, sifat, dan contoh yang terkait dengan graf dari
Deo (1989). Graf G terdiri dari dua struktur V(G) dan E(G) dengan V(G) adalah
himpunan tidak kosong yang elemennya adalah titik. E(G) adalah himpunan
pasangan titik dalam V(G) yang disebut garis atau sisi. Banyaknya titik dalam
V(G) disebut orde dari graf G.

Graf berlabel adalah graf yang setiap titiknya diberikan nilai atau label. Pemberian
label pada titik disebut pelabelan titik, pemberian nama pada garis disebut
pelabelan garis, dan jika pelabelan pada garis dan titik disebut pelabelan total

(Munir, 2005).

%1 Va

V3 Vs

Gambar 2.1. Graf dengan pelabelan titik



£g

Gambar 2.2. Graf dengan pelabelan garis

&1 il L

51 v2 vy v,

V3 Vs V3 . v,

Gambar 2.4. Contoh graf terhubung dan tak terhubung

Suatu sisi atau garis yang titik awal dan titik akhirnya sama disebut loop. Garis
paralel adalah dua garis atau lebih yang menghubungkan pasangan titik yang
sama, sedangkan graf sederhana adalah graf yang tidak memuat loop atau garis
paralel. Graf yang memuat loop atau garis paralel disebut graf tak sederhana.
Pada Gambar 2.5 (a) adalah contoh graf sederhana dan 2.5 (b) contoh graf tidak
sederhana. Garis es adalah loop dan menempel pada titik v; sedangkan garis

paralel yaitu pada garis e; dan e, yang menempel pada titik v, dan vs,



Vi Vi €5

€3 €4 /‘ €1

o (AN

V3 €2 Vo V3 €2 ()
(a) (b)

Gambar 2.5 (a) Graf sederhana (b) Graf tidak sederhana
Dua titik v; dan v; dikatakan bertetangga (adjacent) jika kedua titik tersebut
dihubungkan oleh garis yang sama dan dinotasikan dengan (v;,v;). Suatu garis
dikatakan menempel (incident) dengan titik v jika titik v merupakan salah satu
ujung dari garis tersebut. Derajat dari titik v pada graf G adalah banyaknya garis

yang menempel pada titik tersebut dan dinotasikan dengan d(v).

Misalkan vj adalah suatu titik pada graf G, banyaknya garis yang menempel pada
suatu titik v; disebut dengan derajat tititk v; dan dinotasikan dengan d(v;) . Titik
terpencil adalah titik dengan d(v) yang bernilai nol, karena tidak ada satupun garis
yang menempel dengan titik tersebut. Daun (pendant) adalah titik yang memiliki

derajat satu.

Jalan (walk) adalah barisan berhingga dari suatu titik dan garis yang di mulai dan
diakhiri dengan titik, sedemikian sehingga setiap garis menempel pada titik
sebelum dan sesudahnya. Walk yang melewati titik yang berbeda-beda disebut
sebagai path (lintasan). Graf G disebut graf terhubung (connected graph) jika
untuk tiap pasangan vertex u dan v di dalam himpunan V terdapat path yang

menghubungkannya, jika tidak maka disebut graf tak terhubung.



Vi Vo V1 V2

Vg V3 Vg V3

Vs Vg Vs Ve

(@) (b)
Gambar 2.6. (a) Graf terhubung (b) Graf tidak terhubung

Dua graf G, dan G, dikatakan isomorfik jika terdapat korespondensi 1-1 (fungsi
bijektif) antara titik-titik pada kedua graf tersebut dan antara garis keduanya
sehingga jika garis e dihubungkan dengan titik u dan v ada di G, maka garis e' di
G, juga berdampingan dengan titik u' dan v'. Dua graf isomorfik harus memiliki
jumlah garis dan titik yang sama, dan harus mempertahankan sifat
ketetanggaannya meskipun digambar secara berbeda.

Y] V5

Vs \"] Vg V1

V4 V3 V3 V2

Gambar 2.7 Contoh graf yang isomorfis

2.2 Konsep Dasar Teknik Pencacahan

Beberapa konsep dasar dari teknik pencacahan yang banyak digunakan antara

lain:



1.

Faktorial
Misalkan n merupakan bilangan positif. Besaran n! (dibaca n faktorial)
didefinisikan sebagai hasil kali semua bilangan bulat positif n sampai dengan
1, dinotasikan dengan

nn—1n—-2)..(1) = n! (2.1)

dengan n adalah banyaknya objek yang dapat dipilih (Munir, 2005).

Permutasi
Menurut Munir (2005) permutasi r objek dan n objek adalah suatu urutan r
objek yang diambil dari n objek yang berbeda yang dapat dibentuk, dan

dinotasikan dengan:

P =P(nr) = = (2.2)

(n-7)!

Kombinasi

Kombinasi dari n objek dengan pengambilan sebanyak r objek dalam setiap
pengambilan terdiri dari semua kumpulan r objek yang mungkin tanpa
memandang urutan pengaturannya. Banyaknya kombinasi n objek dengan

pengambilan sebanyak r objek dapat dirumuskan dengan

cr=Cnr)=(")=— (2.3)

(n—-n)!r!

untuk setiap n,r € N, 0 < r < n (Munir, 2005).
Aturan Cramer
Aturan cramer memberikan rumus untuk solusi dari sistem linear tertentu

dengan n persamaan dan n faktor yang tidak diketahui. Jika Ax = b adalah



suatu sistem dari n persamaan linear dengan n faktor yang tidak diketahui
sedemikian sehingga det(A4) # 0, maka sistem ini memiliki solusi yang unik.

Solusinya adalah

__det(Aq) __det(43) __det(4p)

17 deta) 72 7 det(a)’ 7T det(A) (24)

dengan A; adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri pada
by

kolom ke-j dari A dengan entri-entri pada matriks b = b2 , dengan j=1,2,..,n
by,

(Anton dan Rorres, 2004).

2.4 Konsep Dasar Barisan

Barisan merupakan suatu fungsi yang semua domainnya merupakan bilangan
bulat (Rosen, 2012).
Secara umum, barisan dinotasikan sebagai berikut:

Ay Ams1r g zs o 0 , Ay, (2.5)
dengan a,, suku pertama, a,,,; suku kedua, a,,,, suku ketiga dan a,, suku ke-n.
Barisan yang sering digunakan adalah barisan aritmatika dan barisan geometri.
Barisan aritmatika adalah barisan yang berbentuk a,a + b,a + 2b,--,a + nb, -+,
dengan a dan b merupakan bilangan riil, dimana b adalah beda. Barisan geometri
ialah barisan yang memiliki pola a,ar, ar?,---,ar™,---, dengan a dan r adalah

bilangan riil dimana r merupakan rasio (beda) (Rosen, 2012).

Barisan aritmatika terdiri dari barisan aritmatika tingkat dua, barisan aritmatika

tingkat tiga sampai barisan aritmatika tingkat tinggi. Barisan aritmatika tingkat
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ke-p adalah sebuah barisan yang memiliki selisih yang sama setiap suku
berurutannya setelah p tingkatan. Tingkatan pada barisan aritmatika akan
menghasilkan persamaan dengan pangkat tertingginya adalah p. Pangkat tertinggi

dari suatu persamaan merupakan orde dari persamaan tersebut.

Fungsi polinomial adalah fungsi yang mengandung banyak suku dalam variabel
bebasnya. Bentuk umum dari persamaan polinomial pada deret aritmatika tingkat
ke-p adalah

P,(m) = aymP + a,_ymP~! + a,_,mP2 + -+ a;m® + a;m + a (2.6)
Dengan koefisien tertentu aq, a,, as, -+, a,_1,a,, ap41. Polinom ini mempunyai

derajat sebesar p, jika koefisien penentunya a; # 0 (Conte dan Boor, 1980)



I11.  METODE PENELITIAN

3.1 Penelitian yang Telah Dilakukan

b)

Diberikan m,n,€ N dengan 0 <m < (g)
1) Graf g, ialah graf sederhana dengan n titik. Banyaknya graf g,, adalah

gn = 202 (3.1)
2) Graf g,(m) ialah graf sederhana dengan n titik dan m garis. Banyaknya

graf g,,(m) adalah

gn(m) = (@) (3.2)

m

(Agnarsson and Raymond, 2007)
Penelitian yang dilakukan oleh Wamiliana, dkk. (2016) mengenai banyaknya
graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel dengan n =5 dan m > 1
dengan rumus sebagai berikut:
6
N(Gsm) = N(Gim) + ) N(Ghmg)
g-1

m + 4‘ ’ ! ! !
() + NGin) + N(Gmz) + N(Ghn) + N (Ghma)

+ N(Gé,m,s) + N(Gé,mb)
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= (57 + 10 (57) + 45 (57) + 120 (%57) + 85 () +
30 (B0) 4+ 5 (B0 (3.3)
dengan
N(Gs.,) = jumlah graf tak terhubung berlabel tanpa garis paralel untuk

n=5danm > 1.

c) Selanjutnya Amanto,dkk. (2017) melakukan penelitian mengenai banyaknya
graf tak terhubung berlabel titik berorde maksimal empat dengan hasil

sebagai berikut:
N(Gs,m, g;) = N(Gi, go) + N(Gi,m, g1) + N(Gm, g2) + N(Gs,m, g3)
NGim, g) = ("7 +2m(") + 15" + 4" o (3.4)
Keterangan
n = banyaknya titik
m = banyaknya garis
gi = banyaknya garis bukan loop pada G dengan garis paralel di hitung
satui=0,1,23
G,,m,g; = graf tak terhubung berlabel dengan garis paralel atau loop

dengan n titik dan m garis.

3.2 Waktu dan Tempat
Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan limu
Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester genap tahun ajaran

2022/2023.
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3.3 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan banyaknya n titik, m garis dan loop dengan n = 6,1 <m <
17, banyaknya loop =7 dan g = 1,2,3,...,10.

2. Mengkonstruksi pola graf tak terhubung berlabel dengan titik berorde enam
dengan loop maksimal tujuh.

3. Mengelompokkan graf tak terhubung untuk m garis dan g yang sama, dengan
g adalah jumlah garis bukan loop

4. Melakukan perhitungan terhadap jumlah graf tak tehubung untuk setiap m
garis dan g.

5. Menentukan pola yang terbentuk dari banyaknya graf yang dapat dibentuk
dari m garis dan g.

6. Menentukan rumus umum dari perhitungan jumlah graf tak tehubung berlabel
dengan titik orde enam dengan loop maksimal tujuh.

7.  Membuktikan rumus yang terbentuk.

8. Menarik kesimpulan.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil observasi dari graf tak terhubung belabel titik berorde enam
dengan loop maksimal tujuh tanpa garis paralel, maka diperoleh kesimpulan
sebagai berikut:
1. Untukn=6;m > 1; g = 0 diperoleh rumus:
N(G%emo) = C
2. Untukn=6;m > 2; g =1 diperoleh rumus:
N(G% 1) = 15 x ™+
3. Untukn =6;m > 3; g = 2 diperoleh rumus:
N(G% o) = 105 x ¢™*¥
4. Untukn =6;m > 4; g = 3 diperoleh rumus:
N(G%m3) = 365 x C™*?
5. Untukn=6;m >5; g =4 diperoleh rumus:
N(G%ma) = 975 x ¢V
6. Untukn=6;m > 6; g =5 diperoleh rumus:

N(G%ms) = 957 x C™
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7. Untukn =6;m > 7; g = 6 diperoleh rumus:
N(G%me) = 715 x ¢V

8. Untukn =6;m > 8; g = 7 diperoleh rumus:
N(G%my) = 345 x ¢{"7%

9. Untukn=6;m>9; g = 8diperoleh rumus:
N(G%mg) = 210 x ¢

10. Untukn = 6;m > 10; g = 9 diperoleh rumus:
N(G% o) = 60 x "%

11. Untukn = 6;m > 11; g = 10 diperoleh rumus:

N(Gde,m,w) =6 X Cém_5)

Banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde enam dengan loop maksimal

tujuh tanpa garis paralel dapat dirumuskan secara umum, yaitu:

N(Gd6,m.g) = z N(Gd6,m,g)
g=0,1,2,..,10

= N(G%mo) + N(G%m1) + N(G%m2) + N(G%ms3) +
N(G%ma) + N(GPms) + N(G4me) + N(GYm7) +
N(G%%mg) + N(G%6mo) + N(G%m10)
dengan
N(Gdam,g) = banyaknya graf tak terhubung berlabel titik berorde n dengan m

garis dan g adalah banyaknya garis bukan loop.
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5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan rumus umum jumlah graf tak

terhubung berlabel titik berorde lebih dari enam tanpa garis paralel.
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