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ABSTRAK

ANALISIS RATA — RATA BILANGAN FIBONACCI

Oleh

INTAN CAROLINE

Bilangan Fibonacci adalah barisan bilangan yang setiap suku-sukunya merupakan
penjumlahan dari dua suku sebelumnya. Rata-rata hitung n bilangan Fibonacci
pertama dapat berupa bilangan bulat ataupun tidak. Terdapat beberapa karakterisasi
nilai n yang merupakan pembagi dari rata-rata hitung n bilangan Fibonacci pertama.
Selanjutnya, jika beberapa nilai n sudah dikaji maka diperoleh rata-rata hitung

Ap(n) = (% n Fi)n>1 bukan bilangan bulat jika n adalah bilangan prima ganjil.

i=1

Kata kunci: bilangan bulat, bilangan prima, bilangan Fibonacci.



ABSTRACT

ANALYSIS OF AVERAGE OF THE FIBONACCI NUMBERS

by

INTAN CAROLINE

The Fibonacci numbers is an sequence of numbers whose terms are the sum of
previous two terms. The arithmetic mean of the first n Fibonacci numbers results
both integer and non integer. There are several characteristics of the value n which is
a divisor of the sum of the first n Fibonacci numbers. Next, if several values of n
have already been studied, then it is obtained the average of Ap(n) =

(l i Fi)n>1is not an integer if n is an odd prime number.

n

Keywords: integers, prime numbers, Fibonacci numbers.
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Matematika adalah ilmu yang berfokus pada konsep kuantitas, bentuk, susunan, dan
ukuran. Matematika memiliki aspek utama yang berkaitan dengan metode dan proses
untuk memahami sifat dan relasi antara jumlah dan ukuran, baik dalam konteks
abstrak seperti matematika murni, maupun dalam konteks penerapannya dalam
matematika terapan. Matematika mencakup beragam teori, salah satunya adalah teori
bilangan. Teori bilangan mempelajari karakteristik bilangan bulat dan sering kali
melibatkan masalah yang menarik dan dapat dipahami bahkan oleh orang yang bukan

ahli matematika.

Awal perkembangan teori bilangan modern diprakarsai oleh sejumlah
matematikawan terkemuka, termasuk Pierre de Fermat (1601-1665), Leonhard Euler
(1707-1783), J.L. Lagrange (1736-1813), A.M. Legendre (1752-1833), Dirichlet
(1805-1859), Dedekind (1831-1916), Riemann (1826-1866), Giussepe Peano (1858-
1932), Poisson (1866-1962), dan Hadamard (1865-1963). Carl Friedrich Gauss, yang
dianggap sebagai salah satu pangeran matematika, sangat terpesona oleh keindahan
dan keelokan teori bilangan. la bahkan menggambarkan teori bilangan sebagai the
Queen of Mathematics untuk menggambarkan keunikan dan kehebatannya (Burton,
1980).

Salah satu aspek yang dibahas dalam teori bilangan adalah bilangan Fibonacci.
Bilangan Fibonacci adalah bilangan yang setiap suku-sukunya merupakan hasil

penjumlahan dari dua suku sebelumnya dimulai dengan nilai Ff, = 0dan F; = 1



(Meinke, 2011). Matematikawan Italia bernama Leonardo da Pisa adalah orang
pertama yang menemukan bilangan Fibonacci. Pada tahun 1225, Leonardo Da Pisa,
menerbitkan bukunya yang berjudul "Liber Quadrotorum™ tentang masalah persegi,
di mana ia menghadirkan permasalahan tentang jumlah keturunan dari sepasang
kelinci dalam bulan-bulan tertentu. Permasalahan ini menjadi dasar bagi

pembentukan bilangan Fibonacci dan deret Fibonacci yang terkenal hingga saat ini.

Bilangan Fibonacci memiliki suku-suku yang tidak terbatas. Rata-rata hitung dari n
bilangan Fibonacci pertama dapat berupa bilangan bulat ataupun tidak. Dalam
penelitian ini, akan dikaji mengenai rata-rata hitung bilangan Fibonacci yang nilainya
berbentuk bilangan bulat.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah menganalisis sifat-sifat dari rata-rata hitung
bilangan Fibonacci yang nilainya berbentuk bilangan bulat.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Mengetahui karakteristik bilangan Fibonacci.

2. Menambah informasi tentang sifat rata-rata hitung bilangan Fibonacci yang
berbentuk bilangan bulat.

3. Meningkatkan pemahaman dan pengetahuan dalam bidang matematika, terutama

mengenai bilangan Fibonacci.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Himpunan

Tahun 1845-1918 seorang ilmuwan bekembangsaan Jerman George cantor
mengembangkan Himpunan. Konsep mendasar dalam semua cabang matematika
adalah konsep himpunan, yang direpresentasikan dengan cara mencantumkan semua
anggotanya di dalam tanda kurung kurawal dan dinotasikan sebagai {}. Di bawah ini

adalah definisi himpunan dan sifat-sifatnya menurut Wibisono (2008).

Definisi 2.1.1

Kumpulan objek-objek yang berbeda disebut himpunan (set). Objek-objek yang
terdapat dalam himpunan disebut elemen, unsur, atau anggota. Himpunan dinotasikan
dengan huruf kapital seperti (P,Q, R, ...) dan anggota himpunan dinotasikan dengan

huruf kecil seperti (p, q, 7, ...).

Berikut ini akan diberikan beberapa operasi terhadap himpunan:

Diberikan sebarang himpunan P dan Q.

1. Gabungan dari dua himpunan P dan Q, dinotasikan dengan P U Q adalah
PUQ ={x|x € Pataux € Q}.

2. Irisan dari dua himpunan P dan Q, dinotasikan dengan P N Q adalah
PNQ ={x|x € Pdanx € Q}.

3. Selisih dari dua himpunan P dan Q, dinotasikan dengan P — Q adalah
P—Q={x|x€ePx¢Q}



Contoh 2.1

Misalkan P adalah himpunan bilangan prima kurang dari 8. Himpunan P dapat ditulis
P ={p|p <8, pe bilangan prima} atau P ={2,3,57} P={p|p <8, pE
bilangan prima} merupakan cara penulisan notasi pembentuk himpunan yang dimana
himpunan dinyatakan dengan menulis syarat yang harus dipenuhi oleh anggotanya.

Sedangkan P = {2,3,5,7} merupakan cara penulisan notasi secara numerasi.

Definisi 2.1.2
Banyaknya jumlah elemen di dalam suatu himpunan A disebut kardinalitas dan

dinotasikan dengan n(A) atau |A|.

Contoh 2.2

1. Jika himpunan N = {n|n < 12, n € bilangan prima} atau N = {2,3,5,7,11}
maka kardinalitas dari himpunan N adalah 5, atau |[N| = 5.

2. Jika Q = {Hijau, Biru, Kuning, Hitam} maka kardinalitas dari himpunan
Q adalah 4 atau |Q| = 4.

3. Jika himpunan X merupakan himpunan bilangan genap maka X = {2,4,6,8, ... }.
Himpunan X memiliki jumlah anggota yang tidak berhingga sehingga

kardinalitas dari x adalah tak berhingga atau |X| = oo

Definisi 2.1.3
Suatu himpunan yang tidak memiliki elemen di dalamnya atau dengan kardinalitas 0

disebut dengan himpunan kosong (null set) dan dinotasikan dengan @ atau {}.

Contoh 2.3

1. Himpunan P dengan P merupakan himpunan bilangan prima yang kurang dari 2.
Karena P memiliki kardinalitas 0 maka P merupakan himpunan kosong atau
P=0.

2. Himpunan Z dengan Z merupakan himpunan bilangan ganjil yang habis dibagi
dua. Karena Z memiliki kardinalitas 0 maka Z merupakan himpunan kosong atau
Z=40.



3. Himpunan A dengan A merupakan himpunan bilangan prima yang memiliki 1
faktor. Karena A memiliki kardinalitas 0 maka A merupakan himpunan kosong
atau A = @.

Definisi 2.1.4
Himpunan semesta (universal set) adalah semua himpunan yang ditinjau adalah sub-
himpunan dari sebuah himpunan tertentu. Dengan kata lain himpunan semesta adalah

himpunan dari semua objek-objek yang berbeda dan dinotasikan dengan S atau U.

Contoh 2.4

1. Himpunan semesta dari bilangan irasional dan bilangan rasional adalah bilangan
riil.

2. Jika terdapat himpunan huruf vokal dan himpunan huruf konsonan, maka
himpunan semestanya adalah himpunan seluruh huruf alfabet.

3. Jika S merupakan himpunan warna pelangi, maka S = {merah, jingga, kuning,

hijau, biru, nila, ungu}.

Definisi 2.1.5
Suatu himpunan A dikatakan himpunan bagian (subset) dari himpunan B jika dan
hanya jika setiap anggota di A merupakan anggota himpunan B. Himpunan bagian A

dari himpunan B dinotasikan dengan A € B.

Contoh 2.5

1. Jika himpunan X = {0} dan himpunan Y merupakan himpunan bilangan cacah
maka X €Y.

2. Misal terdapat himpunan M = {2,4,8} dan himpunan N = {2,3,4,5,6,7,8}
karena himpunan M merupakan bagian dari himpunan N maka M < B.

3. Jika himpunan A merupakan himpunan bilangan genap dan himpunan B =
{12,16, 20, 24}, maka B dikatakan himpunan bagian dari A atau B < A.



Definisi 2.1.6

Himpunan dari semua himpunan bagian (subset) yang dapat dibuat dari sebuah
himpunan disebut himpunan kuasa (power set). Banyaknya himpunan bagian dari
sebuah himpunan A dinotasikan dengan P(A). Apabila himpunan A terdiri dari n

anggota, maka banyaknya anggota dari himpunan kuasa dari himpunan A adalah 2™.

Contoh 2.6

Diberikan himpunan K = {3, 6,9, 12}, diperoleh |K| = 4. Oleh karena itu, P(K) =
2* =16. Sehingga, himpunan kuasa dari himpunan K vyaitu P(K) =
{@,{3},{6},{9},{12},{3,6},{3,9},{3,12},{6,9},{6,12},{9,12},{3,6,9},{3,6,12},
{3,9,12},{6,9,12},{3,6,9, 12}}.

2.2 Keterbagian

Definisi 2.2.1

Bilangan bulat a membagi habis bilangan bulat b (dinotasikan a|b) jika dan hanya
jika terdapat bilangan bulat k sehingga b = a - k. Jika a tidak membagi habis b maka
dinotasikan a t+ b (Burton, 1980).

Istilah lain untuk a|b adalah a merupakan faktor dari b, a adalah pembagi dari b, atau
b adalah kelipatan dari a. Jika a adalah pembagi dari b, maka —a juga merupakan
pembagi dari b, sehingga setiap pembagi dari suatu bilangan selalu memiliki
pasangan. Oleh karena itu, ketika menentukan semua faktor dari suatu bilangan bulat,
hanya perlu mempertimbangkan faktor-faktor positifnya saja. Dengan menggunakan
Definisi 2.2.1, dapat disimpulkan bahwa a|0, 1|a, dan a|a untuk a # 0.

0 selalu habis dibagi oleh bilangan apapun sehingga a|0. Selain itu, 1 selalu menjadi
faktor atau pembagi dari setiap bilangan, termasuk bilangan 0. Oleh karena itu, 1|a

berlaku untuk semua bilangan. Selain itu, ala menyiratkan bahwa bilangan yang



tidak sama dengan nol selalu habis membagi dirinya sendiri dengan hasil baginya
adalah 1.

Teorema 2.2.1 (Sukirman, 1997)

Untuk setiap a, b, ¢ € Z berlaku pernyataan berikut:

1. alljikadanhanyajikaa = 1ataua = —1.

2. Jika a|b dan c|d maka ac|bd.

3. Jikaa|b dan b|c maka a|c.

4. a|b dan b|a jika dan hanya jika a = b atau a = —b.

5. Jika a|b dan b # 0, maka |a| < |b]|.

6. Jika a|b dan a|c, maka a|(bx + cy) untuk sebarang bilangan bulat x dany.

Bukti.

1. Jika a = 1ataua = —1, maka jelas bahwa a|1, sesuai penjelasan sebelumnya.
Sebaliknya, diketahui a|1 berarti ada k € Z sehingga 1 = ka. Persamaan ini
hanya dipenuhi oleh dua kemungkinan berikut: k =1, a =1 atau k = —1,a =
—1. Jadi berlaku jika a|1 maka a = 1 atau a = —1. Jadi terbukti a|1 jika hanya
jikaa=1atau a = —1,

2. Diketahui a|b danc|d yaitu ada kq,k, € Z sehingga b = k,a dan d = k,c.
Dengan mengalikan kedua persamaan tersebut diperoleh :

bd = (kik,)ac (2.1)
Karena k,, k, € Z maka k,k, € Z. Sehingga terbukti ac|bd.
3. Diketahui a|b dan b|c, maka terdapat k,, k, € Z sehingga
b= kia (2.2)
dan
c= kyb (2.3)
Persamaan (2.2) disubstitusikan ke Persamaan (2.3), sehingga diperoleh
c =ky,b=k,(kia) = (kik,)a = ka. (2.4)
Karena k4, k, € Z maka k,k, € Z. Sehingga terbukti a|c.
4. Diketahui

a = kb (2.5)



dan
b =k,a (2.6)
Persamaan (2.5) dikalikan dengan Persamaan (2.6), diperoleh ab = (k,k,)(ab).
Diperoleh k;k, =1, yakni k; =k, =1atau k; =k, = —1. Jadi, terbukti
a = bataua = —b.
5. Diberikan b = ac untuk suatu c € Z.
Diambil nilai mutlaknya |b| = |ac| = |al|c|. Karena b # 0 maka |c| = 1.
Sehingga diperoleh |b| = |al|c| = |a|
6. Diketahui a|b dan a|c, maka terdapat k4, k, € Z sedemikian sehingga b = k,a
dan ¢ = k,a. Untuk sebarang x, y € Z berlaku
bx + cy = kiax + ky,ay = (kix + kyy)a (2.7)
Karena kq, k,, x,y € Z maka k,x + k,y € Z. Sehingga a|bx + cy

Pernyataan terakhir teorema ini berlaku juga untuk berhingga banyak bilangan yang
dibagi oleh a, yaitu a|by, k = 1,--+, n yaitu:
al(b1x1 + bzXz + + bnxn) (28)

untuk setiap bilangan bulat x, x5, -+, x,.

2.3 Modulo

Modulo adalah suatu metode dalam ilmu matematika yang menyatakan suatu sisa

hasil dari pembagian suatu bilangan bulat dengan bilangan bulat yang lainnya.

Definisi 2.3.1
Misalkan a adalah bilangan bulat dan m adalah bilangan bulat > 0. Operasi a mod
m (dibaca “a modulo m”) memberikan sisa hasil pembagian a dengan m (Grillet,

2007). Bilangan m disebut modulus atau modulo, dan hasil aritmatika modulo m

terletak di dalam himpunan {0,1, 2, ... ,m - 1}.



Contoh 2.7

1. 21mod7 = 0, hal ini berarti 21 =7 x 3 + 0.
2. 13mod9 = 4, hal ini berarti 13 =9 x 1 + 4.
3. 38mod 3 = 2, hal ini berarti 38 =3 x 12 + 2.

2.4 Relasi Kongruensi

Definisi 2.4.1
Misalkan a dan b adalah bilangan bulat dan m bilangan bulat dengan m > 0,a

kongruen dengan b mod m, dituliskan dengan a = b (mod m) jika m habis membagi

a - b. Jika a tidak kongruen dengan b dalam modulus m, maka dapat ditulis a # b
(mod m). Kekongruenan a = b (mod m) dapat pula dituliskan dalam hubungan
a = b + km, dengan ini k adalah bilangan bulat (Grillet, 2007).

Contoh 2.8

1. 21 =3 (mod 3) karena 21 — 3 = 18 terbagi oleh 3.

2. 10 =4 (mod 2) karena 10 — 4 = 6 terbagi oleh 2.

3. 12 # 2 (mod 7) karena 12 — 2 = 10 tidak terbagi oleh 7.
4. 7 # 4 (mod5) karena 7 — 4 = 3 tidak terbagi oleh 5.

Teorema 2.4.1 (Grillet, 2007)
Misalkan m adalah bilangan bulat positif.
Kongruensi modulo m memenuhi sifat-sifat berikut:
1. Refleksif
Jika a adalah suatu bilangan bulat, maka a = a (mod m).
2. Simetris
a dan b adalah bilangan-bilangan bulat sedemikian sehingga jika a = b (mod m)

maka b = a (mod m).
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Transitif
Jika a, b, dan c adalah bilangan-bilangan bulat sedemikian sehingga a = b (mod
m) dan b = ¢ (mod m) maka a = ¢ (mod m).
Bukti.
Diketahui bahwa m|0 atau m|a -a maka a = a (mod m). Sehingga terbukti
a = a (mod m).
Jika a = b (mod m) maka m|a - b, berdasarkan Definisi 2.2.1 terdapat k < Z
sehingga a—b=km atau b—a = (—k)m, berarti m|b—a. Dengan
demikian terbukti b = a (mod m).
a = b (mod m) dengan didefinisikan m|a - b
m|a - b, berarti terdapat k; € Zdengana — b = k;m
a=b+km (2.9)
b = ¢ (mod m) dengan didefinisikan m|b - ¢
m|b - c, berarti terdapat k, € Zdengan b — ¢ = k,m
b=c+k,m (2.10)
Persamaan (2.10) disubstitusikan ke dalam Persamaan (2.9) diperoleh:
a=b+km
a=(c+kym)+km
a=c+ (kym+kym)
a=c+m(k, +kq)
a—c=m(k, + ky)
Karena terdapat (k; + k,) € Z dengan a — ¢ = m(k, + k,) ini berarti m|a - ¢

maka terbukti a = ¢ (mod m).

Teorema 2.4.2 (Grillet, 2007)

Diberikan bilangan bulat ¢, maka

Jikaa = b (mod m) makaa + ¢ = b + ¢ (mod m).

Jika a = b (mod m) maka ac = bc (mod m).
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Bukti.
i. Jika a = b (modm) ini berarti a = km + b dengan k € Z. Kemudian kedua
ruas ditambahkan bilangan bulat ¢, maka diperoleh
a+c=km+b+c
(a+c)—(b+c)=km
Karena terdapat k € Z dengan (a + ¢) — (b + ¢) = km ini berarti m|(a + ¢) —
(b + ¢) maka terbukti Jika a = b (mod m) maka a + ¢ = b + c (mod m).
ii. Jika a = b (mod m) ini berarti a — b = km dengan k € Z. Kemudian kedua
ruas dikalikan dengan bilangan bulat ¢, maka diperoleh
(a—=b)c =kmc
ac — bc = kmc
ac — bc = m(kc)
Karena terdapat (kc) € Z dengan ac — bc = m(kc) ini berarti m|ac — bc maka

terbukti ac = bc (mod m).

2.5 Bilangan Prima

Definisi 2.5.1
Bilangan bulat p > 1 dikatakan disebut bilangan prima jika satu-satunya pembagi
yang dimilikinya adalah 1 dan p itu sendiri. Dengan kata lain, bilangan prima tidak

memiliki pembagi selain dari 1 dan bilangan itu sendiri (Burton, 1980).

Berdasarkan Definisi 2.5.1, 1 bukanlah bilangan prima. Bilangan prima terkecil
adalah 2 yang merupakan satu-satunya bilangan prima yang merupakan bilangan
genap. Sedangkan bilangan prima lainnya, seperti (3,5,7,11, ...) semuanya bilangan
ganjil. Tetapi tidak semua bilangan ganjil merupakan bilangan prima; misalnya 15
ganjil tapi bukan prima. Bilangan bukan prima seperti (4, 6,8, 9, ...) disebut bilangan
komposit. Bila n komposit maka ia dapat dinyatakan sebagai n = ab dimana

abeZ,l<a< nl<b<n.
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Teorema 2.5.1 (Sukirman, 1997)
Setiap bilangan bulat n, dengan n > 1 dapat dinyatakan sebagai hasil kali bilangan-

bilangan prima (mungkin hanya memiliki satu faktor).

2.6 Bilangan Fibonacci

Definisi 2.6.1

Bilangan Fibonacci F, adalah suku-suku barisan {0,1,1,2,3,5,...} dimana setiap
sukunya adalah penjumlahan dua suku sebelumnya, dimulai dengan nilai F; = 1 dan
F, = 1, meskipun terkadang dapat definisikan F, = 0 (Meinke, 2011).

Bilangan Fibonacci diperoleh dengan rumus:
E, = F_1 + F,_;,untukn = 2 (2.11)
Berdasarkan (2.11), akan diperoleh barisan bilangan berikut:
Fi=1F=1F=2F=3,..

Teorema 2.6.2 (Koshy, 2001)

Fnin+1 = Fmi1Fne1 + FnFy (2.12)
Finin = FnrFn + BnFnq (2.13)
Finin = FnFnyr + FnaFy (2.14)
Foin-1=FpFy + Fp_1Fn1 (2.15)

Bukti.
Diketahui Q™ Q™ = Q™*™ dimana Q merupakan matriks.

Sehingga diperoleh,
[ m+1 ][ n+1 ] [ m+n+1 m+n ]
m m 1 Fn 1 Fm+n m+n 1

Fm+1Fn+1 + Fan Fm+1Fn + Fan 1] [ m+n+1 m+n ]
FnFppr + Fna By Epbn + FoqFpg

Fm+n m+n 1
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2.7 Bilangan Lucas

Pada abad ke-19 nama barisan Fibonacci diperkenalkan oleh matematikawan asal
Perancis yang bernama Lucas. Lucas mengembangkan suatu barisan bilangan yang
mempunyai sifat seperti barisan bilangan Fibonacci yang selanjutnya disebut barisan
Lucas. Sifat dasar barisan bilangan Lucas sama dengan barisan bilangan Fibonacci,

yang membedakan adalah suku keduanya.

Berbeda dengan barisan bilangan Fibonacci E, yang dimulai dengan F, = 0, barisan
bilangan Lucas L, dimulai dengan L, =2 dan L; = 1. Barisan Lucas yaitu

(2,1,3,4,7,11,...) (Avila dan Khoyanova, 2014).

Bilangan Lucas diperoleh dengan rumus:
LTL = Ln—l + Ln_z, UntUk nz= 2 (216)

Hubungan antara bilangan Fibonacci dan bilangan Lucas dapat dilihat pada teorema
berikut:

Teorema 2.7.1 (Koshy, 2001)
F,L,,, Untuk n ganjil

Fnin + Fnn = {Fan, Untuk 7 genap (2.17)
_ (Enln, Untuk n ganjil
Fnin = Fn-n = {Fan, Untuk n genap (2.18)

Fiy1 + Fr—q = Ly (2.19)



1.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Waktu dan tempat penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika Fakultas
Matematika dan llmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester genap
Tahun Akademik 2022/2023.

3.2 Metode Penelitian

Metode penelitian yang dilakukan adalah studi literatur dengan literatur utama adalah

Average of the Fibonacci Numbers oleh Amirali Fatehizadeh dan Daniel Yaqubi.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian adalah sebagai berikut:

1. Mengkaji mengenai bilangan Fibonacci, Keterbagian, modulo, kaitan keterbagian
dan modulo terhadap bilangan Fibonacci.

2. Menjabarkan definisi, lemma, dan teorema terkait pembuktian dari rata-rata hitung
bilangan Fibonacci.

3. Menarik kesimpulan terhadap barisan bilangan Fibonacci yang telah dikaji.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan didapat kesimpulan bahwa terdapat beberapa
karakterisasi nilai n yang merupakan pembagi dari rata-rata hitung n bilangan

1on

Fibonacci pertama. Selanjutnya, rata-rata hitung Ar(n) = (Z i=1Fi) bukan
nz1

bilangan bulat jika n adalah bilangan prima ganjil.

5.2 Saran

Terdapat karakterisasi nilai n berupa bilangan bulat ganjil dan bilangan positif yang
juga dapat membagi rata-rata hitung n bilangan Fibonacci pertama yang dapat

dijadikan sebagai penelitian lanjutan.
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