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ABSTRACT

CHARACTERIZATION OF ROUGH QUOTIENT MODULES OVER

ROUGH RINGS ON FINITE SETS

By

Lisa Adelia

Given an ordered pair (U, γ) which is called an approximation space, where U is a
universal set and γ is an equivalence relation on the set U . A relation γ is called an
equivalence relation if the relation γ is reflexive, symmetric, and transitive. Equiva-
lence relations build mutually separate partitions called equivalence classes. Given
B which is a subset of U , the lower approximation of B is the union of equivalence
classes contained in the set B, denoted by Apr(B). An upper approximation of B is
a union of equivalence classes that have intersections with B, denoted by Apr(B).
If Apr(B)−Apr(B) ̸= ∅ or Apr(B) ̸= Apr(B) then the set B is called a rough set
in the approximation space (U, γ). The set B is a rough module if B meets certain
conditions. This research investigates the construction of the rough quotient ring
and the rough quotient module over the rough ring. In addition, we build a program
to determine a finite set is a rough quotient module over a rough ring by using
Python.

Keywords: Approximation space, rough set, rough module, rough quotient ring,
rough quotient module over rough ring.



ABSTRAK

KARAKTERISASI MODUL FAKTOR ROUGH ATAS RING ROUGH PADA

HIMPUNAN BERHINGGA

Oleh

Lisa Adelia

Diberikan pasangan berurutan (U, γ) yang disebut sebagai ruang aproksimasi, de-
ngan U merupakan himpunan semesta dan γ yaitu relasi ekuivalensi pada himpunan
U . Relasi γ disebut relasi ekuivalensi jika relasi γ bersifat refleksif, simetris, dan
transitif. Relasi ekuivalensi membangun partisi-partisi yang saling asing yaitu kelas
ekuivalensi. Diberikan B ⊆ U . Aproksimasi bawah dari B, dinotasikan dengan
Apr(B), yakni gabungan dari kelas-kelas ekuivalensi yang termuat di dalam him-
punan B. Aproksimasi atas dari B yaitu gabungan dari kelas ekuivalensi yang
mempunyai irisan dengan himpunan B, dinotasikan dengan Apr(B). Jika Apr(B)−
Apr(B) ̸= ∅ atau Apr(B) ̸= Apr(B), maka himpunan B disebut himpunan rough
pada ruang aproksimasi (U, γ). Himpunan B merupakan modul rough jika B me-
menuhi syarat-syarat tertentu. Pada penelitian ini dibahas mengenai konstruksi ring
faktor rough dan modul faktor rough atas ring rough, serta membuat program untuk
menentukan suatu himpunan berhingga merupakan modul faktor rough atas ring
rough menggunakan Python.

Kata Kunci: Ruang aproksimasi, himpunan rough, modul rough, ring faktor rough,
modul faktor rough atas ring rough.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori himpunan rough (rough set theory) merupakan teknik pendekatan matematika

baru yang dikemukakan oleh Pawlak pada tahun 1982 untuk mengatasi masalah

ketidakjelasan (vagueness) dan ketidakpastian (uncertainty) dalam pengklasifikasian

dan analisis data. Konsep dasar dari teori himpunan rough adalah relasi ekuivalensi

dan ruang aproksimasi dengan relasi ekuivalensi merupakan relasi yang bersifat

refleksif, simetris, dan transitif. Relasi ekuivalensi membangun partisi-partisi yang

saling lepas atau saling asing yaitu kelas ekuivalensi. Dari kelas ekuivalensi, dapat

dibentuk aproksimasi bawah (lower approximation) dan aproksimasi atas (upper

approximation) dari suatu himpunan bagian U . Pasangan berurut himpunan tak

kosong U dan relasi ekuivalensi γ pada U disebut dengan ruang aproksimasi yang

dinotasikan dengan (U, γ). Diberikan ruang aproksimasi (U, γ) dan himpunan B ⊆

U , aproksimasi bawah dari B pada ruang aproksimasi (U, γ) yang dinotasikan

dengan Apr(B) yakni gabungan dari kelas-kelas ekuivalensi yang termuat di da-

lam himpunan B, sedangkan aproksimasi atas dari B pada ruang aproksimasi (U, γ)

yang dinotasikan dengan Apr(B) yaitu gabungan dari kelas-kelas ekuivalensi yang

beririsan dengan himpunan B. Himpunan B dikatakan himpunan rough di ruang

aproksimasi (U, γ) jika dan hanya jika Apr(B) −Apr(B) ̸= ∅ atau Apr(B) ̸=

Apr(B).

Penelitian mengenai teori himpunan rough dan penerapan dari teori tersebut telah

banyak dilakukan di bidang struktur aljabar. Miao dkk. melakukan penelitian pada

tahun 2005 mengenai grup rough, subgrup rough, homomorfisma grup rough, dan

sifat-sifatnya (Miao dkk., 2005). Berikutnya, Zhang dkk. pada tahun 2006 melakukan

penelitian mengenai modul rough, modul faktor rough atas ring rough, dan beberapa

sifatnya (Zhang dkk., 2006). Selanjutnya, penelitian yang dilakukan oleh Sinha dan
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Prakash pada tahun 2015 membahas tentang modul injektif rough beserta dengan

sifat-sifatnya (Sinha & Prakash, 2015) kemudian dilanjutkan dengan penelitian

yang dilakukan oleh Isaac dan Paul pada tahun 2017 mengenai G-modul rough dan

beberapa sifatnya (Isaac & Paul, 2017). Pada tahun 2022, Nugraha dkk. melakukan

penelitian mengenai penerapan dari himpunan rough pada struktur grup beserta

dengan sifat-sifatnya (Nugraha dkk., 2022) kemudian dilanjutkan dengan penelitian

yang dilakukan oleh Hafifulloh dkk. pada tahun 2022 mengenai sifat-sifat barisan

v-coexact rough pada grup rough (Hafifulloh dkk., 2022). Penelitian dilakukan oleh

Agusfrianto dkk. pada tahun 2022 yang membahas mengenai ring rough, subring

rough, dan ideal rough (Agusfrianto dkk., 2022), dilanjutkan dengan penelitian

yang dilakukan oleh Agusfrianto dan Ambarwati pada tahun 2023 yang mengemu-

kakan gagasan mengenai sifat-sifat dari ideal rough pada ring rough (Agusfrianto

& Ambarwati, 2023). Selain itu, Yanti dkk. melakukan penelitian pada tahun 2023

yang membahas tentang penerapan himpunan rough pada modul proyektif sehingga

terbentuk modul proyektif rough dan sifat-sifatnya (Yanti dkk., 2023), serta berba-

gai penelitian lainnya mengenai penerapan teori himpunan rough.

Dalam penelitian ini akan dibahas mengenai penerapan teori himpunan rough pada

bidang struktur aljabar yaitu dalam mengkonstruksi struktur modul faktor atas ring

dari suatu ruang aproksimasi. Lebih lanjut, akan dibuat suatu program menggunakan

Python untuk menentukan suatu himpunan berhingga merupakan modul faktor ro-

ugh atas ring rough.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu menerapkan konsep teori himpunan rough dalam

mengkonstruksi struktur ring faktor dan modul faktor atas ring dari suatu ruang

aproksimasi sehingga terbentuk ring faktor rough dan modul faktor rough atas

ring rough, serta membuat program untuk menentukan suatu himpunan berhingga

merupakan modul faktor rough atas ring rough atas suatu ruang aproksimasi.
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1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan mengenai konsep ring faktor rough;

2. menambah pengetahuan mengenai konsep modul faktor rough atas ring rou-

gh;

3. menjadikan tulisan ini sebagai sarana pembelajaran dan referensi untuk mengem-

bangkan wawasan dalam mempelajari modul faktor rough.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan membahas mengenai definisi-definisi yang akan membantu da-

lam penelitian ini. Definisi-definisi yang akan dibahas antara lain yaitu himpunan,

grup, ring, modul, relasi, ruang aproksimasi, himpunan rough, grup rough, ring

rough, modul rough, dan modul faktor rough.

2.1 Himpunan

Konsep himpunan dikembangkan oleh seorang matematikawan Jerman, Georg Can-

tor pada tahun 1845 – 1918 yang kemudian dikembangkan kembali oleh John Venn

pada tahun 1834 – 1923. Definisi dari himpunan dapat dijelaskan sebagai berikut.

Definisi 2.1.1 Himpunan (set) adalah kumpulan objek yang terdefinisi dengan baik

(well defined), artinya ketika diberikan sebarang objek, maka objek yang termasuk

atau tidak dalam suatu himpunan dapat ditentukan. Objek yang termasuk dalam

suatu himpunan disebut anggota atau elemen. Himpunan dinotasikan dengan huruf

kapital misal A,B,C, . . . , sedangkan elemen atau anggota dinotasikan dengan hu-

ruf kecil misal a, b, c, . . . (Susilowati, 2016).

Dua himpunan atau lebih dapat dioperasikan sehingga menghasilkan himpunan

lain. Operasi yang digunakan adalah irisan (intersection), gabungan (union), dan

selisih (difference). Berikut penjelasan dari beberapa operasi himpunan.

1. Irisan dari himpunan A dan B adalah himpunan yang elemen-elemennya

merupakan anggota kedua himpunan A dan B, dinotasikan dengan:

A ∩B = {x|x ∈ A dan x ∈ B}.

2. Gabungan dari himpunan A dan B adalah himpunan yang elemen-elemennya

merupakan anggota himpunan A atau himpunan B, dinotasikan dengan:

A ∪B = {x|x ∈ A atau x ∈ B}.
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3. Selisih dua himpunan A dan B adalah himpunan yang elemen-elemennya

terdiri atas semua elemen dari A yang bukan merupakan elemen dari B,

dinotasikan dengan:

A−B = {x|x ∈ A dan x /∈ B} (Susilowati, 2016).

Berikut diberikan contoh dari himpunan.

Contoh 2.1.2 Misalkan B merupakan himpunan bilangan bulat positif yang lebih

kecil dari 7, dinyatakan sebagai

B = {x|x adalah himpunan bilangan bulat positif lebih kecil dari 7 }.

Himpunan B juga dapat ditulis dengan B = {x|x ∈ Z+, x < 7}, sehingga B =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Selanjutnya, akan dibahas mengenai definisi dan contoh dari kardinalitas himpunan,

himpunan kosong, himpunan semesta, himpunan bagian, himpunan kuasa, serta

himpunan saling lepas. Berikut diberikan definisi dari kardinalitas suatu himpunan.

Definisi 2.1.3 Diberikan himpunan berhingga A. Banyaknya jumlah anggota atau

elemen berbeda di dalam A disebut kardinal dari himpunan A. Himpunan dikatakan

berhingga (finite set) jika terdapat n elemen berbeda (distinc), dengan n adalah

bilangan bulat tak negatif. Notasi kardinal dari himpunan A dapat ditulis dengan

n(A) atau |A| (Munir, 2016).

Berikut contoh kardinalitas himpunan.

Contoh 2.1.4 Jika A = {x|x adalah faktor dari 20}, atau A = {1, 2, 4, 6, 10, 20},

maka |A| = 6.

Setelah membahas definisi dan contoh kardinalitas himpunan, selanjutnya diberikan

definisi himpunan kosong.

Definisi 2.1.5 Himpunan dengan kardinal 0 atau himpunan yang tidak memiliki

anggota disebut himpunan kosong (empty set) yang dinotasikan dengan ∅ atau {}

(Susilowati, 2016).
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Berikut diberikan contoh himpunan kosong.

Contoh 2.1.6 Diberikan himpunan C = {x|x bilangan bulat dan 6 < x < 7}.

Himpunan C merupakan himpunan yang tidak memiliki anggota, karena tidak ada

x bilangan bulat diantara 6 dan 7, jadi dapat disimpulkan himpunan C merupakan

himpunan kosong atau dapat ditulis C = ∅.

Setelah membahas definisi dan contoh himpunan kosong, selanjutnya diberikan

definisi himpunan semesta.

Definisi 2.1.7 Himpunan semesta adalah himpunan dari semua objek yang berbeda.

Notasi dari himpunan semesta biasanya adalah S atau U (Pratama, 2019).

Berikut merupakan contoh himpunan semesta.

Contoh 2.1.8 Diberikan U merupakan himpunan semesta dari bilangan bulat negatif.

Jadi U = {−1,−2,−3,−4,−5, . . . }.

Setelah membahas definisi dan contoh himpunan semesta, selanjutnya diberikan

definisi himpunan bagian.

Definisi 2.1.9 Himpunan A disebut himpunan bagian (subset) dari himpunan B jika

untuk setiap elemen a ∈ A juga merupakan elemen B, dinotasikan dengan A ⊆ B.

Himpunan B dikatakan superset dari A (Manik, 2014).

Berikut diberikan contoh himpunan bagian.

Contoh 2.1.10 Diberikan himpunan B = {−3,−5,−7,−9}. Berdasarkan Contoh

2.1.8, dapat disimpulkan bahwa himpunan B merupakan himpunan bagian dari U

atau dapat ditulis B ⊆ U .

Setelah membahas definisi dan contoh himpunan bagian, selanjutnya diberikan

definisi himpunan kuasa.

Definisi 2.1.11 Himpunan kuasa (power set) dari himpunan H adalah himpunan

yang anggotanya merupakan semua himpunan bagian dari H , termasuk himpunan
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kosong dan himpunan H sendiri. Notasi himpunan kuasa dari himpunan H dapat

ditulis P (H) atau 2H (Susilowati, 2016).

Berikut merupakan contoh himpunan kuasa.

Contoh 2.1.12 Diberikan himpunan H = {f, g, h}, diperoleh kardinalitas dari

himpunan H yaitu |H| = 3, maka |P (H)| = 23 = 8. Himpunan kuasa dari

himpunan H yaitu:

P (H) = 2H = {∅, {f}, {g}, {h}, {f, g}, {f, h}, {g, h}, {f, g, h}}.

Setelah membahas definisi dan contoh himpunan kuasa, selanjutnya diberikan de-

finisi himpunan saling lepas.

Definisi 2.1.13 Dua himpunan A dan B dikatakan saling lepas (disjoint) jika dan

hanya jika irisan dari kedua himpunan tersebut merupakan himpunan kosong yang

dinotasikan dengan A//B (Susilowati, 2016).

Berikut adalah contoh himpunan saling lepas.

Contoh 2.1.14 Jika A = {x|x ∈ P, x < 7} dan B = {15, 30, 45, . . . }, maka A//B.

2.2 Grup

Sebelum membahas definisi dan contoh grup, akan dijelaskan definisi operasi biner

karena operasi biner merupakan dasar dari pembentukan struktur grup. Berikut de-

finisi operasi biner.

Definisi 2.2.1 Operasi biner pada himpunan G adalah fungsi dari G×G → G yang

memetakan setiap pasangan berurut (a, b) ∈ G × G ke a ∗ b atau ab di G dengan

a ∗ b unik (tunggal) (Hidayat, 2017).

Berikut merupakan contoh operasi biner.

Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan K =


0 b

0 d

|b, d ∈ R

.

Untuk setiap dua matriks

 0 b1

0 d1

,

 0 b2

0 d2

 ∈ K, berlaku:
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 0 b1

0 d1

  0 b2

0 d2

 =

 0 b1d2

0 d1d2

 ∈ K.

Jadi, operasi perkalian matriks merupakan operasi biner pada K.

Selanjutnya diberikan definisi grup.

Definisi 2.2.3 Grup adalah himpunan G dengan operasi biner

· : G×G → G

yang memenuhi tiga aksioma berikut:

1. a · (b · c) = (a · b) · c, untuk setiap a, b, c ∈ G ( · bersifat asosiatif);

2. terdapat elemen identitas e ∈ G sehingga a · e = e ·a = a untuk setiap a ∈ G

(G memiliki elemen identitas terhadap ·);

3. untuk setiap a ∈ G terdapat a−1 ∈ G sehingga a · a−1 = a−1 · a = e (setiap

elemen G memiliki invers di G) (Adkins & Weintraub, 1992).

Berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.2.4 Akan ditunjukkan ⟨Z7,+7⟩ dengan +7 operasi penjumlahan modulo

7 merupakan grup.

1. Akan ditunjukkan himpunan Z7 tertutup terhadap operasi biner +7 menggunakan

Tabel Cayley.

Tabel 2.1 Tabel Cayley penjumlahan modulo 7

+7 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 3 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4
6 6 0 1 2 3 4 5
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Karena untuk setiap a, b ∈ Z7, a + b ∈ Z7, maka himpunan Z7 tertutup

terhadap +7.

2. Operasi +7 bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ Z7 berlaku (a +7

b) +7 c = a+7 (b+7 c).

3. Berdasarkan Tabel 2.1, elemen identitas pada himpunan Z7 terhadap +7 ope-

rasi penjumlahan modulo 7 adalah 0, karena e = 0 ∈ Z7 sehingga berlaku

a · e = e · a = a untuk setiap a ∈ Z7.

4. Untuk setiap a ∈ Z7 terdapat a−1 ∈ Z7 sehingga a ·a−1 = a−1 ·a = e. Dalam

hal ini 0−1
= 0, 1−1

= 6, 2−1
= 5, 3−1

= 4, 4−1
= 3, 5−1

= 2, dan 6
−1

= 1.

Berdasarkan 1, 2, 3, dan 4 terbukti ⟨Z7,+7⟩ merupakan grup.

Setelah membahas definisi dan contoh grup, selanjutnya diberikan definisi grup

komutatif.

Definisi 2.2.5 Grup ⟨G, ∗⟩ dikatakan grup Abel atau grup komutatif jika a∗b = b∗a

untuk setiap a, b ∈ G (Dummit & Foote, 2004).

Berikut adalah contoh grup komutatif.

Contoh 2.2.6 Himpunan Mn×n(Z) yaitu himpunan semua matriks berukuran n×n

dengan entri-entrinya elemen bilangan bulat adalah grup komutatif terhadap operasi

penjumlahan matriks.

Setelah membahas definisi dan contoh grup komutatif, selanjutnya diberikan definisi

dan contoh subgrup.

Definisi 2.2.7 Diberikan grup ⟨G, ∗⟩ dan H adalah himpunan bagian tak kosong

dari G, maka H disebut subgrup dari G jika H merupakan grup terhadap operasi

biner yang sama dengan G (Andari, 2015).

Contoh 2.2.8 Diberikan grup ⟨Z12,+12⟩ dan J = {0, 2, 4, 6, 8, 10} ⊆ Z12. Dapat

ditunjukkan ⟨J,+12⟩ merupakan grup. Oleh karena itu, J merupakan subgrup dari

Z12.
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Proposisi 2.2.9 Himpunan bagian H dari grup G adalah subgrup jika dan hanya

jika

1. H ̸= ∅

2. untuk setiap a, b ∈ H, xy−1 ∈ H (Dummit & Foote, 2004).

Setelah membahas definisi dan contoh subgrup, selanjutnya diberikan definisi dan

contoh koset.

Definisi 2.2.10 Diberikan grup G dan subgrup H . Untuk setiap a ∈ G, didefinisikan:

1. himpunan aH = {ah|h ∈ H} disebut koset kiri dari H di G yang memuat a;

2. himpunan Ha = {ha|h ∈ H} disebut koset kanan dari H di G yang memuat

a (Adkins & Weintraub, 1992).

Contoh 2.2.11 Diberikan grup Z12 terhadap operasi +12 penjumlahan modulo 12.

Akan ditentukan koset kiri dan koset kanan dari subgrup ⟨3⟩ = {0, 3, 6, 9} di Z12.

Koset kiri dari ⟨3⟩ yang memuat 0 yaitu ⟨3⟩ = {0, 3, 6, 9}.

Koset kiri dari ⟨3⟩ yang memuat 1 yaitu 1 + ⟨3⟩ = {1, 4, 7, 10}.

Koset kiri dari ⟨3⟩ yang memuat 2 yaitu 2 + ⟨3⟩ = {2, 5, 8, 11}.

Koset kiri dari ⟨3⟩ yang memuat 3 sama dengan koset kiri dari ⟨3⟩ yang memuat 0.

Oleh karena itu, diperoleh koset-koset kiri dari ⟨3⟩ yaitu ⟨3⟩, 1 + ⟨3⟩, dan 2 + ⟨3⟩.

Di lain pihak, koset kanan dari subgrup ⟨3⟩ antara lain:

Koset kanan dari ⟨3⟩ yang memuat 0 yaitu ⟨3⟩ = {0, 3, 6, 9}.

Koset kanan dari ⟨3⟩ yang memuat 1 yaitu ⟨3⟩+ 1 = {1, 4, 7, 10}.

Koset kanan dari ⟨3⟩ yang memuat 2 yaitu ⟨3⟩+ 2 = {2, 5, 8, 11}.

Koset kanan dari ⟨3⟩ yang memuat 3 sama dengan koset kanan dari ⟨3⟩ yang me-

muat 0. Oleh karena itu, diperoleh koset-koset kanan dari ⟨3⟩ yaitu ⟨3⟩, ⟨3⟩+1, dan

⟨3⟩+ 2.
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Selanjutnya diberikan definisi dan contoh homomorfisma grup.

Definisi 2.2.12 Diberikan grup ⟨G1, ∗1⟩ dan ⟨G2, ∗2⟩ serta fungsi f : G1 → G2.

Fungsi f disebut homomorfisma grup jika f(a ∗1 b) = f(a) ∗2 f(b), untuk setiap

a, b ∈ G1 (Andari, 2015).

Contoh 2.2.13 Diberikan grup ⟨Z,+⟩ dan ⟨Z,+⟩. Didefinisikan fungsi f : Z → Z

dengan f(a) = 4a, untuk setiap a ∈ Z. Akan ditunjukkan fungsi f merupakan

homomorfisma grup.

Akan diselidiki f merupakan homomorfisma grup. Diberikan sebarang a, b ∈ Z,

diperoleh:

f(a+ b) = 4(a+ b)

= 4a+ 4b

= f(a) + f(b).

Karena f(a + b) = f(a) + f(b), untuk setiap a, b ∈ Z sehingga f merupakan

homomorfisma grup.

Setelah memahami homomorfisma grup, selanjutnya akan dibahas mengenai subgrup

normal dan grup faktor beserta dengan contoh-contohnya.

Definisi 2.2.14 Diberikan G merupakan grup dan N adalah subgrup dari G. Himpunan

N disebut subgrup normal dari G jika aN = Na, untuk setiap a ∈ G (Andari,

2015).

Contoh 2.2.15 Berdasarkan Contoh 2.2.11, subgrup ⟨3⟩ = {0, 3, 6, 9} merupakan

subgrup normal dari Z12 karena koset kiri dari ⟨3⟩ di Z12 sama dengan koset kanan

dari ⟨3⟩ di Z12.

Definisi 2.2.16 Diberikan grup G dan subgrup normal N , akan dibentuk grup G/N

dengan operasi biner (aN)(bN) = (ab)N , untuk setiap aN, bN ∈ G/N. Grup G/N

disebut grup kuosien atau grup faktor dari G modulo N (Andari, 2015).
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Contoh 2.2.17 Diberikan grup Z terhadap operasi penjumlahan bilangan biasa ⟨Z,+⟩

dan 7Z merupakan subgrup normal dari Z, kemudian dibentuk himpunan koset-

koset dari 7Z yaitu Z/7Z = {7Z, 1 + 7Z, 2 + 7Z, 3 + 7Z, 4 + 7Z, 5 + 7Z, 6 + 7Z}.

Akan ditunjukkan ⟨Z/7Z,+⟩ merupakan grup.

1. Operasi + bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a+7Z, b+7Z, c+7Z ∈ Z/7Z

berlaku:

(a+ 7Z) + ((b+ 7Z) + (c+ 7Z)) = ((a+ 7Z) + (b+ 7Z)) + (c+ 7Z).

2. Terdapat elemen identitas 0+7Z = 7Z ∈ Z/7Z sehingga (a+7Z)+(0+7Z) =

(0 + 7Z) + (a+ 7Z) = (a+ 7Z) untuk setiap a+ 7Z ∈ Z/7Z.

3. Untuk setiap a+ 7Z ∈ Z/7Z terdapat (a+ 7Z)−1 ∈ Z/7Z sehingga (a+ 7Z) +

(a+ 7Z)−1 = (a+ 7Z)−1 + (a+ 7Z) = 0 + 7Z. Dalam hal ini

(0 + 7Z)−1 = 0 + 7Z;

(1 + 7Z)−1 = 6 + 7Z;

(2 + 7Z)−1 = 5 + 7Z;

(3 + 7Z)−1 = 4 + 7Z;

(4 + 7Z)−1 = 3 + 7Z;

(5 + 7Z)−1 = 2 + 7Z;

(6 + 7Z)−1 = 1 + 7Z.

Dari 1, 2, dan 3 terbukti bahwa Z/7Z merupakan grup faktor (grup kuosien).

2.3 Ring

Setelah membahas mengenai definisi dan contoh-contoh grup, selanjutnya diberikan

definisi ring.

Definisi 2.3.1 Ring ⟨R,+, ·⟩ adalah himpunan R dengan dua operasi biner + :

R×R → R dan · : R×R → R yang memenuhi aksioma berikut.

1. ⟨R,+⟩ adalah grup komutatif dengan elemen identitas 0.
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2. Operasi · bersifat asosiatif, untuk setiap a, b, c ∈ R berlaku

a · (b · c) = (a · b) · c.

3. Untuk setiap a, b, c ∈ R berlaku hukum distributif kiri dan distributif kanan,

yaitu

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

dan

(a+ b) · c = (a · c) + (b · c)

(Adkins & Weintraub, 1992).

Setelah memahami definisi ring, selanjutnya akan diberikan contoh dari ring.

Contoh 2.3.2 Diberikan M2(Z) =


a b

c d

|a, b, c, d ∈ Z

, dengan operasi pen-

jumlahan dan perkalian matriks. Akan ditunjukkan bahwa ⟨M2(Z),+, ·⟩ merupakan

ring.

1. Akan dibuktikan ⟨M2(Z),+, ·⟩ merupakan grup Abel.

(a) Diberikan sebarang

 a1 b1

c1 d1

,

 a2 b2

c2 d2

 ∈ M2(Z).

 a1 b1

c1 d1

 +

 a2 b2

c2 d2

=

 a1 + a2 b1 + b2

c1 + c2 d1 + d2

 ∈ M2(Z).

Oleh karena itu, operasi + bersifat tertutup di M2(Z).

(b) Diberikan sebarang A,B,C ∈ M2(Z). Telah diketahui bahwa operasi

penjumlahan pada matriks bersifat asosiatif, yaitu

(A+B) + C = A+ (B + C).

Oleh karena itu, operasi + bersifat asosiatif di M2(Z).
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(c) Diberikan sebarang

 a1 b1

c1 d1

 ∈ M2(Z).

Karena

 a1 b1

c1 d1

 +

 0 0

0 0

=

 0 0

0 0

 +

 a1 b1

c1 d1

=

 a1 b1

c1 d1

,

elemen identitas di M2(Z) terhadap operasi + adalah

 0 0

0 0

.

(d) Diberikan sebarang

 a1 b1

c1 d1

 ∈ M2(Z). Karena a1 b1

c1 d1

 +

 −a1 −b1

−c1 −d1

=

 −a1 −b1

−c1 −d1

 +

 a1 b1

c1 d1

=

 0 0

0 0

,

invers dari

 a1 b1

c1 d1

 terhadap operasi + di M2(Z) adalah

 −a1 −b1

−c1 −d1

.

(e) Diberikan sebarang A,B ∈ M2(Z).

Telah diketahui bahwa operasi penjumlahan pada matriks bersifat komutatif,

yaitu

A+B = B + A.

Oleh karena itu, operasi + bersifat komutatif di M2(Z).

Dari a, b, c, d, dan e terbukti bahwa ⟨M2(Z),+⟩ merupakan grup Abel.

2. Untuk setiap A,B,C ∈ M2(Z) berlaku

A · (B · C) = (A ·B) · C.

3. Untuk setiap A,B,C ∈ M2(Z) berlaku

A · (B + C) = (A ·B) + (A · C)

dan

(A+B) · C = (A · C) + (B · C).

Berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa ⟨M2(Z),+, ·⟩ merupakan ring.
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Setelah memahami ring, selanjutnya akan dibahas mengenai subring beserta dengan

contohnya.

Definisi 2.3.3 Diberikan ring ⟨R,+, ·⟩ dan R′ ⊆ R, dengan R′ ̸= ∅. Himpunan R′

dikatakan subring R jika dan hanya jika R′ merupakan ring terhadap operasi biner

yang sama dengan R (Adkins & Weintraub, 1992).

Teorema 2.3.4 Diberikan ring ⟨R,+, ·⟩, R′ ⊆ R,R′ ̸= ∅. Himpunan R′ subring R

jika dan hanya jika a− b ∈ R′ dan a · b ∈ R′ untuk setiap a, b ∈ R′ (Andari, 2017).

Contoh 2.3.5 Diberikan ring M2(R) =


a b

c d

|a, b, c, d ∈ R

 terhadap operasi

penjumlahan dan perkalian matriks dan T =


a b

b −a

|a, b ∈ R

 ⊂ M2(R).

Akan ditunjukkan T subring M2(R).

Karena

 1 2

2 −1

 ∈ T, T ̸= ∅. Diberikan sebarang

 a1 b1

b1 −a1

,

 a2 b2

b2 −a2

 ∈

T , diperoleh: a1 b1

b1 −a1

 -

 a2 b2

b2 −a2

=

 a1 − a2 b1 − b2

b1 − b2 −a1 + a2

=

 a1 − a2 b1 − b2

b1 − b2 −(a1 − a2)

 ∈

T . Misalkan

 1 2

2 −1

,

 2 3

3 −2

 ∈ T , diperoleh: 1 2

2 −1

  2 3

3 −2

=

 8 −1

1 8

 /∈ T . Jadi, T bukan subring M2(R).

Sebelum membahas mengenai definisi ideal, diberikan terlebih dahulu definisi ideal

kiri dan ideal kanan sebagai berikut.

Definisi 2.3.6 Diberikan ring R. Himpunan I ⊆ R, dengan I ̸= ∅ disebut ideal kiri

R jika memenuhi aksioma berikut:

1. i− j ∈ I , untuk setiap i, j ∈ I;

2. ri ∈ I , untuk setiap i ∈ I dan r ∈ R (Wahyuni dkk., 2016).
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Definisi 2.3.7 Diberikan ring R. Himpunan I ⊆ R, dengan I ̸= ∅ disebut ideal

kanan R jika memenuhi aksioma berikut:

1. i− j ∈ I , untuk setiap i, j ∈ I;

2. ir ∈ I , untuk setiap i ∈ I dan r ∈ R (Wahyuni dkk., 2016).

Definisi 2.3.8 Diberikan ring R. Himpunan I ⊆ R, dengan I ̸= ∅ disebut ideal R

jika memenuhi aksioma berikut:

1. i− j ∈ I , untuk setiap i, j ∈ I;

2. ri ∈ I dan ir ∈ I , untuk setiap i ∈ I dan r ∈ R (Wahyuni dkk., 2016).

Setelah memahami definisi ideal, selanjutnya diberikan contoh ideal.

Contoh 2.3.9 Diberikan ring T2(Z) =


a b

0 c

|a, b, c ∈ Z

, dan I =
p q

0 0

|p, q ∈ Z

 ⊆ T2(Z). Karena

 0 0

0 0

 ∈ I, I ̸= ∅.

Diberikan sebarang

 p q

0 0

,

 r s

0 0

 ∈ I ,

 a b

0 c

 ∈ T2(Z) diperoleh:

1.

 p q

0 0

-

 r s

0 0

=

 p− r q − s

0 0

 ∈ I;

2.

 a b

0 c

  p q

0 0

=

 ap aq

0 0

 ∈ I;

3.

 p q

0 0

  a b

0 c

=

 pa pb+ qc

0 0

 ∈ I .

Dari 1, 2, dan 3 diperoleh bahwa I merupakan ideal T2(Z).

Setelah membahas mengenai ideal, akan dibahas mengenai ring faktor. Berikut

diberikan definisinya.
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Definisi 2.3.10 Diberikan ring R dengan operasi + dan · serta I ideal R. Dapat

dibentuk grup faktor R/I yang merupakan grup komutatif dengan R/I = {r = r +

I|r ∈ R}. Didefinisikan: (r + I) + (s + I) = ((r + s) + I) atau r + s = r + s,

(r + I)(s + I) = rs + I atau r · s = r · s, untuk setiap r, s ∈ R/I. Oleh karena

itu, himpunan ⟨R/I,+, ·⟩ merupakan ring yang disebut dengan ring faktor (Wahyuni

dkk., 2016).

Berikut diberikan contoh ring faktor.

Contoh 2.3.11 Diberikan ring Z12 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} terhadap ope-

rasi +12 dan ·12 dan I = ⟨3⟩ = {0, 3, 6, 9} ideal dari Z12. Dapat dibentuk ring faktor

Z12/I = {I, 1 + I, 2 + I}.

2.4 Modul atas Ring

Modul atas ring merupakan generalisasi dari ruang vektor atas suatu lapangan (fie-

ld). Berikut diberikan definisi dari modul kiri dan modul kanan atas ring R.

Definisi 2.4.1 Diberikan ring dengan elemen satuan ⟨R,+, ·⟩ dan grup komutatif

⟨M,+⟩. Didefinisikan operasi pergandaan skalar · : R ×M → M dengan ·(r,m)

dinotasikan dengan rm. Modul kiri atas R adalah himpunan M bersama dengan

operasi + pada M dan operasi pergandaan skalar yang memenuhi empat aksioma

berikut.

1. (r + t)m = rm+ tm;

2. (rt)m = r(tm);

3. r(m+ o) = rm+ ro;

4. 1m = m;

untuk setiap r, t ∈ R dan m, o ∈ M (Adkins & Weintraub, 1992).

Definisi 2.4.2 Diberikan ring dengan elemen satuan ⟨R,+, ·⟩ dan grup komutatif

⟨M,+⟩. Didefinisikan operasi pergandaan skalar · : M × R → M dengan ·(m, r)
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dinotasikan dengan mr. Modul kanan atas R adalah himpunan M bersama dengan

operasi + pada M dan operasi pergandaan skalar yang memenuhi empat aksioma

berikut.

1. m(r + t) = mr +mt;

2. m(rt) = (mr)t;

3. (m+ o)r = mr + or;

4. m1 = m;

untuk setiap r, t ∈ R dan m, o ∈ M (Adkins & Weintraub, 1992).

Berikut merupakan contoh modul atas ring.

Contoh 2.4.3 Diberikan sebarang ring R dan grup komutatif Rn terhadap operasi

pergandaan skalar:

(r1, r2, . . . , rn)t = (r1t, r2t, . . . , rnt),

untuk setiap t ∈ R dan (r1, r2, . . . , rn) ∈ Rn. Akan ditunjukkan bahwa grup Abel

Rn merupakan modul kanan atas R.

Untuk setiap t, u ∈ R dan (r1, r2, . . . , rn), (s1, s2, . . . , sn) ∈ Rn, berlaku:

((r1, r2, . . . , rn) + (s1, s2, . . . , sn))t = (r1 + s1, r2 + s2, . . . , rn + sn)t

= (r1t+ s1t, r2t+ s2t, . . . , rnt+ snt)

= (r1t, r2t, . . . , rnt) + (s1t, s2t, . . . , snt)

= (r1, r2, . . . , rn)t+ (s1, s2, . . . , sn)t;
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(r1, r2, . . . , rn)(tu) = (r1(tu), r2(tu), . . . , rn(tu))

= ((r1t)u, (r2t)u, . . . , (rnt)u)

= (r1t, r2t, . . . , rnt)u

= ((r1, r2, . . . , rn)t)u;

(r1, r2, . . . , rn)(t+ u) = (r1(t+ u), r2(t+ u), . . . , rn(t+ u))

= (r1t+ r1u, r2t+ r2u, . . . , rnt+ rnu)

= (r1t, r2t, . . . , rnt) + (r1u, r2u, . . . , rnu)

= (r1, r2, . . . , rn)t+ (r1, r2, . . . , rn)u;

(r1, r2, . . . , rn)1 = (r11, r21, . . . , rn1) = (r1, r2, . . . , rn).

Oleh karena itu, terbukti bahwa grup Abel Rn merupakan modul kanan atas R.

Seperti halnya pada suatu himpunan terdapat himpunan bagian, pada grup terdapat

subgrup, dan subring di dalam ring. Begitu juga dengan modul terdapat submodul,

berikut diberikan definisi submodul.

Definisi 2.4.4 Diberikan ring R dan R-modul M . Himpunan tak kosong N ⊆

M adalah submodul dari M jika N merupakan modul atas R terhadap operasi

pergandaan skalar yang sama dengan R-modul M (Dummit & Foote, 2004).

Berikut merupakan syarat cukup dan perlu untuk membuktikan himpunan bagian

dalam modul merupakan submodul.

Teorema 2.4.5 Diberikan ring R dan R-modul M . Himpunan tak kosong N ⊆ M

adalah submodul dari M atas ring R jika dan hanya jika:

1. n1 − n2 ∈ N , untuk setiap n1, n2 ∈ N ;

2. r · n ∈ N , untuk setiap r ∈ R dan n ∈ N (Andari, 2015).
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Teorema 2.4.6 Diberikan ring R dan R-modul M . Himpunan tak kosong N ⊆ M

adalah submodul dari M atas ring R jika dan hanya jika:

r1n1 + r2n1 ∈ N ,

untuk setiap n1, n2 ∈ N dan r1, r2 ∈ R (Adkins & Weintraub, 1992).

Setelah membahas definisi submodul, berikut merupakan contoh submodul.

Contoh 2.4.7 Diberikan Z-modul Z dan himpunan tak kosong 7Z ⊆ Z. Akan

ditunjukkan bahwa himpunan 7Z merupakan submodul dari Z.

1. Diambil sebarang 7k1, 7k2 ∈ 7Z dengan k1, k2 ∈ Z, diperoleh

7k1 − 7k2 = 7(k1 − k2) ∈ 7Z.

2. Diambil sebarang 7k1 ∈ 7Z dengan k1 ∈ Z dan r ∈ Z, diperoleh

r7k1 = 7(rk1) ∈ 7Z.

Berdasarkan 1 dan 2, terbukti bahwa himpunan 7Z merupakan submodul dari Z.

Setelah memahami definisi dan contoh submodul, selanjutnya akan dibahas mengenai

modul faktor. Berikut definisinya.

Definisi 2.4.8 Diberikan modul M atas ring R dan submodul N dari R-modul

M . Dapat dibentuk grup faktor ⟨M/N,+⟩ yang merupakan grup komutatif dengan

M/N = {m + N |m ∈ M}. Didefinisikan perkalian skalar di grup komutatif M/N

sebagai berikut:

r(m+N) = rm+N ,

untuk setiap r ∈ R, m + N ∈ M/N. Karena N adalah submodul dari M , sehingga

perkalian skalar di grup komutatif M/N well defined, M/N membentuk modul atas

ring R yang disebut dengan modul faktor (Adkins & Weintraub, 1992).
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Berikut merupakan contoh modul faktor.

Contoh 2.4.9 Diberikan Z-modul Z dan submodul 5Z di Z. Dapat dibentuk grup

faktor

Z/5Z = {0 + 5Z, 1 + 5Z, 2 + 5Z, 3 + 5Z, 4 + 5Z}.

Grup komutatif Z/5Z merupakan modul atas Z terhadap operasi pergandaan skalar

r(a+ 5Z) = (ra) + 5Z,

untuk setiap r ∈ Z dan a+ 5Z ∈ Z/5Z. Grup komutatif Z/5Z disebut modul faktor Z

modulo 5Z.

Selanjutnya akan dibahas mengenai homomorfisma modul, berikut diberikan definisinya.

Definisi 2.4.10 Diberikan ring R dan modul M,N atas ring R. Fungsi f : M → N

disebut homomorfisma modul atas R jika:

1. f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2) untuk setiap m1,m2 ∈ M ;

2. f(am) = af(m) untuk setiap m ∈ M dan a ∈ R (Adkins & Weintraub,

1992).

Berikut merupakan contoh homomorfisma modul.

Contoh 2.4.11 Diberikan modul Z atas ring Z. Didefinisikan fungsi f : Z → Z

dengan f(a) = 5a, untuk setiap a ∈ Z.

1. Diberikan sebarang a, b ∈ Z,

f(a+ b) = 5(a+ b)

= 5a+ 5b

= f(a) + f(b).
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2. Diberikan sebarang p ∈ Z, a ∈ Z,

f(pa) = 5(pa)

= p(5a)

= pf(a).

Jadi, f merupakan homomorfisma modul atas R dari Z ke Z.

Setelah membahas definisi dan contoh homomorfisma modul, selanjutnya akan

dibahas mengenai homomorfisma natural pada modul. Berikut definisinya.

Definisi 2.4.12 Diberikan modul M atas ring R dan submodul S di M . Dapat

dibentuk modul faktor M/S atas ring R. Didefinisikan

π : M → M/S

m 7→ m+ S.

Akan diselidiki π merupakan homomorfisma modul atas R.

Diberikan sebarang m,n ∈ M dan r ∈ R,

π(m+ n) = (m+ n) + S

= (m+ S) + (n+ S)

= π(m) + π(n);

π(rm) = (rm) + S

= r(m+ S)

= rπ(m).

Oleh karena itu, terbukti bahwa π merupakan homomorfisma modul atas R dari M

ke M/S.

Selanjutnya, diberikan sebarang m + S ∈ M/S, terdapat m ∈ M sehingga π(m) =

m + S. Akibatnya π bersifat surjektif, sehingga π merupakan epimorfisma. Oleh
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karena itu, π disebut homomorfisma natural pada modul atau pemetaan proyeksi

kanonik (Dummit & Foote, 2004).

Berikut contoh homomorfisma natural pada modul.

Contoh 2.4.13 Diberikan modul Z atas ring Z dan submodul 6Z di Z. Dapat diben-

tuk modul faktor Z/6Z atas ring Z. Didefinisikan

π : Z → Z/6Z

a 7→ a+ 6Z.

Akan ditunjukkan π merupakan homomorfisma natural pada modul.

Diberikan sebarang a, b ∈ Z dan r ∈ Z,

π(a+ b) = (a+ b) + 6Z

= (a+ 6Z) + (b+ 6Z)

= π(a) + π(b);

π(ra) = (ra) + 6Z

= r(a+ 6Z)

= rπ(a).

Oleh karena itu, terbukti π merupakan homomorfisma modul atas Z ke Z/6Z. Selan-

jutnya, diberikan sebarang a+ 6Z ∈ Z/6Z, terdapat a ∈ Z sehingga π(a) = a+ 6Z.

Akibatnya, π bersifat surjektif, sehingga π merupakan epimorfisma. Oleh karena

itu, terbukti bahwa π merupakan homomorfisma natural pada modul.

2.5 Relasi

Relasi adalah konsep dasar matematika yang menghubungkan suatu anggota himpunan

dengan anggota himpunan lainnya. Berikut diberikan definisi relasi.
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Definisi 2.5.1 Diberikan himpunan A dan B. Relasi biner atau relasi R dari himpunan

A ke B adalah himpunan bagian dari A × B. Jika (x, y) ∈ R, maka dapat ditulis

xRy (Susilowati, 2016).

Berikut merupakan contoh relasi.

Contoh 2.5.2 Diberikan himpunan A = {3, 4, 5, 9, 11} dan himpunan B = {12, 14,

15, 18, 20, 22}. Relasi R dari himpunan A ke B didefinisikan sebagai berikut:

R = {(a, b) ∈ A × B|a habis membagi b, a ∈ A dan b ∈ B}. Diperoleh R =

{(3, 12), (3, 15), (3, 18), (4, 12), (4, 20), (5, 15), (5, 20), (9, 18), (11, 22)}.

Terdapat sifat khusus pada relasi suatu himpunan sehingga memotivasi munculnya

beberapa macam relasi, salah satunya yaitu relasi ekuivalensi. Berikut definisi dan

contoh dari relasi ekuivalensi.

Definisi 2.5.3 Relasi R pada himpunan B disebut relasi ekuivalensi jika R memiliki

sifat refleksif, simetris, dan transitif.

1. Relasi R disebut refleksif pada himpunan B jika dan hanya jika bRb untuk

setiap b ∈ B.

2. Relasi R disebut simetris pada himpunan B jika dan hanya jika bRc, maka

cRb untuk setiap b, c ∈ B.

3. Relasi R disebut transitif pada himpunan B jika dan hanya jika bRc dan cRd,

maka bRd untuk setiap b, c, d ∈ B (Susilowati, 2016).

Contoh 2.5.4 Diberikan himpunan bilangan real R dengan didefinisikan relasi R

yaitu bRc dengan b, c ∈ R jika dan hanya jika b3 + b2 + b = c3 + c2 + c. Akan

ditunjukkan bahwa R merupakan relasi ekuivalensi pada himpunan bilangan real

R.

1. Untuk b ∈ R berlaku bRb karena b3 + b2 + b = b3 + b2 + b. Oleh karena itu,

relasi R bersifat refleksif.
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2. Diambil sebarang b, c ∈ R. Diketahui bRc, sehingga b3+ b2+ b = c3+ c2+ c

atau dapat dipandang sebagai c3 + c2 + c = b3 + b2 + b dan diperoleh cRb.

Oleh karena itu, relasi R bersifat simetris.

3. Diambil sebarang b, c, d ∈ R. Diketahui bRc, yang berarti b3 + b2 + b =

c3+c2+c dan cRd, yang berarti c3+c2+c = d3+d2+d. Karena b3+b2+b =

c3+ c2+ c dan c3+ c2+ c = d3+ d2+ d, diperoleh b3+ b2+ b = d3+ d2+ d

atau bRd. Oleh karena itu, relasi R bersifat transitif.

Karena relasi R bersifat refleksif, simetris, dan transitif, dapat disimpulkan bahwa

relasi R merupakan relasi ekuivalensi pada himpunan R.

Contoh 2.5.5 Diberikan himpunan B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Pada himpunan

B didefinisikan relasi R yaitu bRc jika dan hanya jika b− c = 4k, dengan b, c ∈ B

dan k ∈ Z. Dengan kata lain, b − c dapat dibagi oleh 4. Berikut akan dibuktikan

bahwa R merupakan relasi ekuivalensi pada B.

1. Diberikan sebarang b ∈ B. Karena b − b = 0 = 4.0 dan 0 ∈ Z, diperoleh

bRb, untuk setiap b ∈ B. Oleh karena itu, relasi R bersifat refleksif.

2. Diberikan sebarang b, c ∈ B, dengan bRc. Artinya b − c = 4k untuk suatu

k ∈ Z. Hal ini berakibat c − b = −4k = 4(−k) dengan −k ∈ Z, diperoleh

cRb. Oleh karena itu, relasi R bersifat simetris.

3. Diberikan sebarang b, c, d ∈ B, dengan bRc dan cRd. Artinya b− c = 4k dan

c− d = 4l dengan k, l ∈ Z. Diperoleh b− d = (b− c)+ (c− d) = 4k+4l =

4(k + l), dengan k + l ∈ Z. Jadi, bRd sehingga relasi R bersifat transitif.

Dari 1, 2, dan 3 diperoleh relasi R adalah relasi ekuivalensi pada himpunan B.

Setelah membahas definisi dan contoh relasi ekuivalensi, selanjutnya akan diberikan

definisi kelas ekuivalensi sebagai berikut.

Definisi 2.5.6 Diberikan relasi R merupakan relasi ekuivalensi pada himpunan B

dan b ∈ B. Kelas ekuivalensi dari b pada R adalah [b]R = {x : x ∈ B dan
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bRx}. Dengan kata lain, kelas ekuivalensi b pada R memuat semua anggota pada

himpunan B yang memiliki relasi dengan b (Aisah, 2018).

Berikut merupakan contoh kelas ekuivalensi.

Contoh 2.5.7 Berdasarkan Contoh 2.5.5, kelas ekuivalensi pada B yaitu [1]R =

{1, 5, 9}, [2]R = {2, 6, 10}, [3]R = {3, 7}, dan [4]R = {4, 8}.

2.6 Ruang Aproksimasi (Approximation Space)

Setelah membahas mengenai relasi, relasi ekuivalensi, dan kelas ekuivalensi, se-

lanjutnya diberikan definisi dan contoh ruang aproksimasi, aproksimasi atas, dan

aproksimasi bawah.

Definisi 2.6.1 Misalkan U adalah himpunan semesta dengan U ̸= ∅ dan γ merupakan

relasi ekuivalensi pada U . Pasangan (U, γ) disebut ruang aproksimasi (Miao dkk.,

2005).

Contoh 2.6.2 Berdasarkan Contoh 2.5.4, pasangan (R, R) merupakan ruang aprok-

simasi dengan R ̸= ∅ dan R adalah relasi ekuivalensi pada R.

Selanjutnya, setelah memahami ruang aproksimasi, akan dibahas mengenai aprok-

simasi atas dan aproksimasi bawah. Berikut diberikan definisi aproksimasi atas dan

aproksimasi bawah.

Definisi 2.6.3 Diberikan ruang aproksimasi (U, γ) dan X ⊆ U . Himpunan Apr(X)

= {x ∈ U |[x]γ ⊆ X} disebut aproksimasi bawah dari X dan himpunan Apr(X) =

{x ∈ U |[x]γ ∩ X ̸= ∅} disebut aproksimasi atas dari X di (U, γ). Notasi dari

Apr(X) dan Apr(X) dapat juga ditulis dengan X dan X . Jelas bahwa X ⊆ X ⊆ X

(Mahmood, 2016).

Agar lebih memahami Definisi 2.6.3, berikut diberikan contoh aproksimasi atas dan

aproksimasi bawah.

Contoh 2.6.4 Diberikan ruang aproksimasi (U, γ) dengan U = {x1, x2, x3, x4, x5, x6,

x7, x8} dan γ merupakan relasi ekuivalensi di U dengan kelas ekuivalensi sebagai
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berikut.

E1 = {x1, x7, x8};

E2 = {x2, x6};

E3 = {x3, x5};

E4 = {x4}.

Dipilih X = {x2, x3, x6, x8}, diperoleh aproksimasi bawah dari X yaitu Apr(X) =

E2 = {x2, x6} dan aproksimasi atas dari X yaitu Apr(X) = E1 ∪ E2 ∪ E3 =

{x1, x2, x3, x5, x6, x7, x8}.

2.7 Himpunan Rough

Himpunan rough pertama kali dikenalkan oleh Pawlak pada awal tahun 1980-an.

Konsep pada himpunan rough erat kaitannya dengan relasi ekuivalensi yang nantinya

akan membentuk kelas-kelas ekuivalensi, dengan kelas-kelas ekuivalensi tersebut

akan membentuk konstruksi dari aproksimasi atas dan aproksimasi bawah. Berikut

diberikan definisi himpunan rough.

Definisi 2.7.1 Diberikan ruang aproksimasi (U, γ) dengan γ adalah relasi ekuivalensi

pada U dan X merupakan himpunan bagian dari U . X dikatakan himpunan rough

di ruang aproksimasi (U, γ) jika dan hanya jika Apr(X) − Apr(X) ̸= ∅ (Pawlak,

1982).

Berikut merupakan contoh himpunan rough.

Contoh 2.7.2 Berdasarkan Contoh 2.6.4, diperoleh aproksimasi bawah dan aprok-

simasi atas dari X yaitu Apr(X) = E2 = {x2, x6} dan Apr(X) = E1 ∪E2 ∪E3 =

{x1, x2, x3, x5, x6, x7, x8}. Oleh karena itu, dapat dibentuk pasangan berurutan Apr

(X) = ({x2, x6}, {x1, x2, x3, x5, x6, x7, x8}) yang merupakan himpunan rough di

ruang aproksimasi (U, γ).
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2.8 Grup Rough

Setelah memahami definisi dan contoh himpunan rough, selanjutnya akan membahas

mengenai grup rough, grup rough komutatif, dan subgrup rough. Berikut definisi

grup rough.

Definisi 2.8.1 Diberikan ruang aproksimasi (U, γ) dan didefinisikan operasi biner

∗ di himpunan semesta U . Himpunan G ⊆ U disebut grup rough jika memenuhi

keempat aksioma berikut.

1. Untuk setiap a, b ∈ G, berlaku a ∗ b ∈ Apr(G).

2. Untuk setiap a, b, c ∈ G, berlaku (a∗ b)∗ c = a∗ (b∗ c) terpenuhi di Apr(G).

3. Terdapat e ∈ Apr(G) sehingga untuk setiap a ∈ G, berlaku a ∗ e = e ∗ a = a

(e disebut elemen identitas rough dari grup rough G).

4. Untuk setiap a ∈ G, terdapat b ∈ G sehingga berlaku a ∗ b = b ∗ a = e (b

disebut elemen invers rough dari a di G) (Miao dkk., 2005).

Adapun definisi grup rough komutatif sebagai berikut.

Definisi 2.8.2 Grup rough G disebut grup rough komutatif jika untuk setiap a, b ∈

G, berlaku a ∗ b = b ∗ a (Miao dkk., 2005).

Selanjutnya, akan diberikan definisi subgrup rough sebagai berikut.

Definisi 2.8.3 Diberikan grup rough G dengan operasi biner ∗ dan himpunan tak

kosong H , dengan H ⊆ G. H disebut subgrup rough dari G jika H juga merupakan

grup rough terhadap operasi biner ∗ yang sama dengan G (Kumar dkk., 2020).

Setelah memahami definisi subgrup rough, selanjutnya akan diberikan definisi ho-

momorfisma grup rough sebagai berikut.

Definisi 2.8.4 Diberikan dua ruang aproksimasi (U1, γ1), (U2, γ2) dan operasi biner

∗, ∗ di himpunan semesta U1 dan U2, serta G1 ⊂ U1, G2 ⊂ U2 dengan G1 dan G2

merupakan grup rough. Pemetaan β : Apr(G1) → Apr(G2) disebut homomorfisma
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grup rough dari Apr(G1) ke Apr(G2) jika untuk setiap a, b ∈ Apr(G1), berlaku

β(a ∗ b) = β(a)∗β(b) (Miao dkk., 2005).

2.9 Ring Rough

Setelah membahas grup rough, selajutnya akan dibahas mengenai ring rough. Berikut-

definisinya.

Definisi 2.9.1 Sistem aljabar ⟨R,+, ∗⟩ disebut ring rough jika memenuhi aksioma-

aksioma sebagai berikut.

1. ⟨R,+⟩ merupakan grup rough komutatif terhadap operasi +.

2. ⟨R, ∗⟩ merupakan semigrup rough terhadap operasi ∗ atau R bersifat asosiatif.

3. Untuk setiap a, b, c ∈ R, berlaku hukum distributif kanan (a + b) ∗ c =

(a ∗ c) + (b ∗ c) dan hukum distributif kiri a ∗ (b + c) = (a ∗ b) + (a ∗ c) di

Apr(R) (Zhang dkk., 2006).

Selanjutnya, akan dibahas mengenai subring rough, berikut definisinya.

Definisi 2.9.2 Diberikan ring rough R dengan operasi + dan ∗ serta himpunan tak

kosong T dengan T ⊆ R. Himpunan T disebut subring rough dari R jika T juga

merupakan ring rough terhadap operasi yang sama dengan R (Agusfrianto dkk.,

2022).

Berikut merupakan syarat cukup dan perlu untuk membuktikan himpunan bagian

dalam ring rough merupakan subring rough.

Teorema 2.9.3 Diberikan ring rough ⟨R,+, ∗⟩ dan himpunan tak kosong T dengan

T ⊆ R. Himpunan T disebut subring rough R jika dan hanya jika untuk setiap

t1, t2 ∈ T berlaku:

1. t1 − t2 ∈ Apr(T );

2. t1 ∗ t2 ∈ Apr(T ) (Agusfrianto dkk., 2022).
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Selanjutnya akan dibahas mengenai ideal rough, sebelum itu diberikan definisi dari

ideal rough kiri dan ideal rough kanan. Berikut definisinya.

Definisi 2.9.4 Diberikan ring rough R. Himpunan I ⊆ R, dengan I ̸= ∅ disebut

ideal rough kiri R jika memenuhi aksioma berikut:

1. a− b ∈ Apr(I), untuk setiap a, b ∈ I;

2. ra ∈ Apr(I), untuk setiap a ∈ I dan r ∈ R (Agusfrianto dkk., 2022).

Definisi 2.9.5 Diberikan ring rough R. Himpunan I ⊆ R, dengan I ̸= ∅ disebut

ideal rough kanan R jika memenuhi aksioma berikut:

1. a− b ∈ Apr(I), untuk setiap a, b ∈ I;

2. ar ∈ Apr(I), untuk setiap a ∈ I dan r ∈ R (Agusfrianto dkk., 2022).

Definisi 2.9.6 Diberikan ring rough R. Himpunan I ⊆ R, dengan I ̸= ∅ disebut

ideal rough R jika memenuhi aksioma berikut:

1. a− b ∈ Apr(I), untuk setiap a, b ∈ I;

2. ra ∈ Apr(I) dan ar ∈ Apr(I), untuk setiap a ∈ I dan r ∈ R (Agusfrianto

dkk., 2022).

2.10 Modul Rough

Untuk membentuk modul rough diperlukan grup rough dan ring rough. Setelah

memahami definisi dari grup rough dan ring rough, berikut merupakan definisi dari

modul rough.

Definisi 2.10.1 Diberikan ring rough ⟨R,+, ∗⟩ dengan elemen satuan dan grup

rough komutatif ⟨M,+
′⟩. Himpunan M disebut modul rough kiri atas ring rough R

jika terdapat pemetaan · : Apr(R) × Apr(M) → Apr(M), (a, x) 7→ ax, sehingga

untuk setiap a, b ∈ R, x, y ∈ M berlaku:
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1. a(x+
′
y) = ax+

′
ay;

2. (a+ b)x = ax+
′
bx;

3. (a ∗ b)x = a(bx);

4. 1x = x, dengan 1 adalah elemen satuan dari R (Zhang dkk., 2006).

Definisi 2.10.2 Diberikan ring rough ⟨R,+, ∗⟩ dengan elemen satuan dan grup

rough komutatif ⟨M,+
′⟩. Himpunan M disebut modul rough kanan atas ring rough

R jika terdapat pemetaan · : Apr(M)×Apr(R) → Apr(M), (x, a) 7→ xa, sehingga

untuk setiap a, b ∈ R, x, y ∈ M berlaku:

1. (x+
′
y)a = xa+

′
ya;

2. x(a+ b) = xa+
′
xb;

3. x(a ∗ b) = (xa)b;

4. x1 = x, dengan 1 adalah elemen satuan dari R (Zhang dkk., 2006).

Setelah memahami definisi dari modul rough, berikut merupakan definisi submodul

rough.

Definisi 2.10.3 Diberikan modul rough M dan himpunan tak kosong N , dengan

N ⊆ M . Himpunan N disebut submodul rough dari M jika N memenuhi aksioma

berikut.

1. N merupakan subgrup rough dari M .

2. ay ∈ Apr(N), untuk setiap a,∈ R, y ∈ N (Zhang dkk., 2006).

Selanjutnya, akan dibahas mengenai homomorfisma modul rough. Berikut definisinya.

Definisi 2.10.4 Diberikan modul rough M1 dan M2 atas ring rough R. Terdapat

pemetaan α : Apr(M1) → Apr(M2) sehingga
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1. α merupakan homomorfisma grup rough dari Apr(M1) ke Apr(M2);

2. α(ra) = rα(a), r ∈ Apr(R), a ∈ Apr(M1).

α disebut homomorfisma modul rough dari Apr(M1) ke Apr(M2) (Zhang dkk.,

2006).

2.11 Modul Faktor Rough atas Ring Rough

Sebelum membahas modul faktor rough atas ring rough, akan dibahas terlebih

dahulu mengenai koset rough, subgrup normal rough, dan grup faktor rough. Beri-

kut diberikan definisi koset rough.

Definisi 2.11.1 Diberikan ruang aproksimasi (U, γ), grup rough G ⊆ U dan sub-

grup rough H dari G. Himpunan

Apr(H) ∗ a = {h ∗ a|h ∈ Apr(H), a ∈ G, h ∗ a ∈ Apr(G)} ∪ {a},

disebut koset rough kanan dari H yang memuat elemen a (Miao dkk., 2005).

Definisi 2.11.2 Diberikan ruang aproksimasi (U, γ), grup rough G ⊆ U dan sub-

grup rough H dari G. Himpunan

a ∗ Apr(H) = {a ∗ h|h ∈ Apr(H), a ∈ G, a ∗ h ∈ Apr(G)} ∪ {a},

disebut koset rough kiri dari H yang memuat elemen a (Miao dkk., 2005).

Setelah memahami definisi koset rough, selanjutnya diberikan definisi subgrup nor-

mal rough.

Definisi 2.11.3 Diberikan grup rough G dan subgrup rough N . N disebut sugrup

normal rough dari G jika a ∗ Apr(N) = Apr(N) ∗ a, untuk setiap a ∈ G yang

dinotasikan dengan N ◁ G (Alharbi dkk., 2019).
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Berikut diberikan definisi grup faktor rough.

Definisi 2.11.4 Diberikan grup rough G, subgrup normal rough N , dan G/N =

{gApr(N)|g ∈ G}. Oleh karena itu, ⟨G/N, ∗⟩ adalah grup rough yang disebut

dengan grup faktor rough dari G dengan ∗ didefinisikan dengan g1Apr(N)∗g2Apr(N)

= g1g2Apr(N), untuk setiap g1Apr(N), g2Apr(N) ∈ G/N (Zhang dkk., 2006).

Setelah memahami definisi-definisi yang telah diberikan sebelumnya, selanjutnya

diberikan definisi modul faktor rough atas ring rough yang akan menjadi topik inti

pada penelitian ini.

Definisi 2.11.5 Diberikan modul rough M atas ring rough R dan submodul rough

N dari R-modul rough M . Dapat dibentuk grup faktor rough ⟨M/N,+⟩ yang meru-

pakan grup rough komutatif dengan M/N = {x = x+ Apr(N)|x ∈ M}.

Didefinisikan perkalian skalar di grup rough komutatif M/N sebagai berikut:

ax = a(x+ Apr(N)) = ax+ Apr(N),

untuk setiap a ∈ R, x ∈ M/N. Karena N adalah submodul rough dari M , sehingga

perkalian skalar di grup rough komutatif M/N well defined, M/N membentuk modul

rough atas ring rough R yang disebut dengan modul faktor rough atas ring rough

(Zhang dkk., 2006).



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2023/2024 di Jurusan

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lam-

pung yang beralamatkan di Jl. Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro No. 1, Gedong

Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Pada penelitian ini menggunakan studi literatur, yaitu dengan mengumpulkan dan

mengolah bahan penelitian berdasarkan referensi seperti jurnal ilmiah dan buku

yang berkaitan dengan penelitian ini. Adapun langkah-langkah dalam mencapai

tujuan dari penelitian ini yang disajikan dalam diagram sebagai berikut:
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Gambar 3.1 Diagram metode penelitian



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bab IV diperoleh bahwa jika diberikan

ruang aproksimasi (U, γ), dengan ⟨U, ∗⟩ ring berhingga dan aγb jika dan hanya jika

a− b ∈ S, untuk suatu a, b ∈ U dan S ideal U , terdapat ruang aproksimasi (U ′, γ′),

dengan U ′ = {a + E|a ∈ U}, untuk suatu E ideal U . Selanjutnya, jika diberikan

ruang aproksimasi (U, γ), dengan ⟨U, ∗⟩ modul berhingga dan aγb jika dan hanya

jika a−b ∈ S, untuk suatu a, b ∈ U dan S submodul U , terdapat ruang aproksimasi

(U ′, γ′), dengan U ′ = {a+ E|a ∈ U}, untuk suatu E submodul U .

Grup faktor rough ⟨R/I,+⟩ yang juga merupakan grup rough komutatif dengan

R merupakan ring rough dan I adalah ideal rough R, yang mana himpunan R/I

didefinisikan dengan R/I = {r = r + Apr(I)|r ∈ R}, serta didefinisikan operasi

penjumlahan dan perkalian di R/I. Himpunan R/I merupakan ring rough yang dise-

but dengan ring faktor rough. Karena I merupakan ideal rough di R maka Apr(I)

merupakan ideal. Jadi, I merupakan sebarang himpunan bagian tak kosong dari E

yang berakibat Apr(I) = E, dengan E ideal U .

Selanjutnya, grup faktor rough ⟨M/N,+⟩ yang juga merupakan grup rough komutatif

dengan M merupakan modul rough atas ring rough R dan N adalah submodul

rough dari R-modul rough M , yang mana himpunan M/N didefinisikan dengan

M/N = {x = x + Apr(N)|x ∈ M}, serta didefinisikan perkalian skalar di grup

rough komutatif M/N. Karena N adalah submodul rough dari M , oleh karena itu

perkalian skalar di grup rough komutatif M/N well defined, sehingga M/N adalah

modul faktor rough atas ring rough. Karena N merupakan submodul rough di

M maka Apr(N) merupakan submodul. Jadi, N merupakan sebarang himpunan
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bagian tak kosong dari E yang berakibat Apr(N) = E, dengan E submodul U .

5.2 Saran

Berdasarkan hasil dan pembahasan, terdapat beberapa saran untuk penelitian selan-

jutnya yaitu:

1. menguji sifat-sifat dari ring faktor rough;

2. menguji sifat-sifat dari modul faktor rough atas ring rough;

3. dalam mengonstruksi ring faktor rough dan modul faktor rough atas ring

rough, dapat menggunakan himpunan universal lain dan relasi selain yang

ada di dalam penelitian ini, terutama relasi pada ruang aproksimasi baru yang

terbentuk agar kelas ekuivalensi yang diperoleh memiliki lebih dari satu kelas

ekuivalensi;

4. karena dalam penelitian ini telah mengonstruksi ring faktor rough, dalam

penelitian selanjutnya dapat disarankan untuk mengonstruksi modul faktor

rough atas ring faktor rough.
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