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ABSTRACT

THE RECIPROCALS SERIES OF A QUARTIC POLYNOMIAL WITH ONE
INTEGER ROOT ZERO AND THREE INTEGER ROOTS NON ZERO

By

Bernie Fitria Rahma

This research aims to develop a formula that can be used to calculate the sum of the
reciprocal series of a quartic polynomial with one integer root of zero and three non-
zero integer roots. The main focus of this study is the analysis of the convergence of
the reciprocal series, which is determined by the behavior of the series terms as they
approach infinity. Through a mathematical approach, this research conducts partial
fraction decomposition and analysis of the sum of partial series expressed in the form
of harmonic terms and normalized harmonics. The methodology used includes the
calculation of harmonic number values, formation of fractions from partial sums, and
the search for values of infinite telescoping series. The results of this research
indicate that the sum of the reciprocal series of a quartic polynomial can be expressed

in a clear formula, allowing for more efficient and accurate calculations.

Keywords: reciprocals series, quartic polynomial, integer roots, convergence, partial

series sum, harmonic numbers, mathematical analysis.



ABSTRAK

DERET KEBALIKAN DARI POLINOMIAL KUARTIK DENGAN SATU
AKAR BILANGAN BULAT NOL DAN TIGA AKAR BILANGAN BULAT
BUKAN NOL

Oleh

Bernie Fitria Rahma

Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan rumus yang dapat digunakan untuk
menghitung jumlah deret kebalikan dari polinomial kuartik yang memiliki satu akar
bilangan bulat nol dan tiga akar bilangan bulat bukan nol. Fokus utama dari studi ini
adalah analisis konvergensi deret kebalikan, yang ditentukan oleh perilaku suku-suku
deret saat mendekati tak hingga. Melalui pendekatan matematis, penelitian ini
melakukan dekomposisi pecahan parsial dan analisis jumlah deret parsial yang
dinyatakan dalam bentuk suku harmonik dan harmonik ternormalisasi. Metodologi
yang digunakan mencakup perhitungan nilai bilangan harmonik, pembentukan fraksi
dari jumlah parsial, serta pencarian nilai untuk deret teleskopik tak terhingga. Hasil
dari penelitian ini menunjukkan bahwa jumlah deret kebalikan dari polinomial
kuartik dapat dinyatakan dalam rumus yang jelas, yang memungkinkan perhitungan

yang lebih efisien dan akurat.

Kata Kunci: deret kebalikan, polinomial kuartik, akar bilangan bulat, konvergensi,
jumlah deret parsial, bilangan harmonik, analisis matematis.
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam matematika, persamaan polinomial mengacu pada variabel dengan satu atau
lebih pangkat beserta koefisiennya, ditambah dengan operasi penjumlahan, perkalian,
dan eksponensial. Menurut Rahmah. (2016), ada bentuk baku untuk persamaan
polinomial sebagai berikut

apx™ + a;x™ 1+ ax" 4+ +a,_x+a, =0
di mana a adalah koefisien dari polinomial, yang merupakan bilangan riil, sedangkan

n merepresentasikan derajat polinomial, yang merupakan bilangan bulat positif.

Persamaan kuartik sesuai dengan persamaan yang memiliki derajat yang paling tinggi
empat. Persamaan kuartik deangan bentuk

ax* + azx3 + ax?* +a;x +a =0,
di mana a, # 0 dan a,, as, a,, a4, a, adalah konstanta rill. Selama tahun 400-an dan
200-an SM, Bhaskara, seorang astronom dan matematikanwan Jaina, adalah orang
pertama di India kuno yang mengusulkan persamaan kuartik. Pada tahun 1540,
Lodovico Ferrari dianggap sebagai penemu teknik aljabar untuk memecahkan

masalah kuartik universal.

Dalam banyak situasi, angka-angka dalam suatu deret bisa tak terhingga, itulah
sebabnya deret ini dikenal sebagai deret tak terhingga. Jadi, untuk setiap deret tak

hingga a;, deret terkait dinyatakan sebagai jumlah dari



o8}
Zak=a1+a2+a3+---
k=1

Deret Y7, a, dihubungkan dengan deret jumlah parsial s,. Selanjutnya, untuk

setiap n, Y.y~ a; didefinisikan sebagai jumlah deret a;, dari a, hingga a,,, yaitu

[0e]

Sn=zak=a1+a2+-“an
k=1

Deret Y.;-; a, jika jumlah deret parsial s, konvergen ke s, yaitu lim,_ S, = s,
maka )i, a, konvergen pada limit s. Oleh karena itu, dapat dinyatakan bahwa

jumlah s atau Y-, a, ada dalam deret }.;°_; a;, = s (Potucek, 2016).

Deret kebalikan adalah sebuah deret yang dibentuk dari kebalikan nilai-nilai dalam
suatu barisan kebalikan. Barisan sering didefinisikan dengan memberikan rumus
untuk suku ke-n dari x,. Sehingga lebih mudah untuk mencantumkan suku-suku
barisan secara berurutan, akan berhenti ketika aturan pembentuknya tampak jelas.
Deret harmonik adalah sebuah deret yang terbentuk dari jumlah kebalikan bilangan

asli. Bentuk umum dari deret harmonik sebagai berikut.

nT 203 n ik
k=1
Kemudian deret harmonik akan diperumum untuk orde n dengan pangkat r maka

akan berubah menjadi deret-r. Maka bentuk umum dari deret-r ini sebagai berikut.

n
1
Hor = ) 7
k=1

Deret-r konvergen jika r > 1 dan divergen jika0 < r < 1.

Pada penelitian sebelumnya terkait jumlah deret kebalikan polinomial telah dilakukan
oleh beberapa peneliti diantaranya, yaitu (Potucek, 2018) yang meneliti deret
kebalikan dari polinomial kuadrat dengan akar bilangan bulat. Sedangkan pada
penelitian selanjutnya oleh (Potucek, 2019) yang meneliti deret kebalikan dari

polinomial kubik dengan satu akar bilangan nol dan akar bilangan bukan nol ganda.



Berdasarkan penelitian sebelumnya mengenai deret kebalikan dari polinomial
menjadi salah satu fokus utama dalam analisis matematis. Salah satu aspek penting
dalam studi deret kebalikan adalah pemahaman tentang konvergensi dari deret
tersebut. Konvergensi deret ini ditentukan oleh perilaku dari suku-sukunya saat
mendekati tak hingga. Maka pada penelitian ini akan diteliti lebih lanjut mengenai
rumus yang tepat dalam menghitung jumlah deret kebalikan dari polinomial kuartik,
yang memiliki satu akar bilangan bulat nol dan tiga akar bilangan bulat bukan nol.
Oleh karena itu, berdasarkan uraian sebelumnya, akan dilakukan perrhitungan jumlah

k+a

deret ini

yang menunujukkan penjumlahan parsial deret sebelumnya, yang dapat dinyatakan
dalam suku harmonik H, dan harmonik ternormalisasi H, ,. Serta, menetapkan
persamaan untuk deret kebalikan dari polinomial kuartik dengan satu akar bilangan

bulat nol dan tiga akar bilangan bulat bukan nol.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menghasilkan rumus yang dapat digunakan
untuk menghitung jumlah deret kebalikan dari polinomial kuartik yang memiliki satu
akar bilangan bulat nol dan tiga akar bilangan bulat bukan nol.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah menambah pemahaman mengenai jumlah
deret kebalikan dari polinomial kuartik dengan akar bilangan bulat nol dan tiga akar
bilangan bulat bukan nol. Mengetahui rumus deret kebalikan dari polinomial kuartik

yang memiliki satu akar bilangan bulat nol dan tiga akar bilangan bulat bukan nol.



1.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Bilangan Bulat

Bilangan yang memiliki anggota bilangan positif, nol, dan bilangan negatif secara
brurutan adalah bilangan bulat. Bilangan bulat positif terletak di sebelah kanan nol,
sedangkan bilangan bulat negatif terletak di sebelah kanan nol, dan nol terletak di
antara bilangan positif dan negatif. Simbol standar yang mewakili bilangan bulat
adalah Z :={..., —3,—-2,-1,0,1,2,3, ... } (Bartle & Sherbert, 2010).

2.2 Polinomial

Persamaan dari suku banyak dengan x memiliki derajat n merupakan persamaan
polinomial, yang dikenal dalam bentuk umumnya, yaitu

P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ a;x + ag, a, #0,
dengan, a,, a,_,,..a;,a, adalah suatu konstanta dan n bilangan bulat positif.
Eksponen x terletak dalam derajat penurunan (Ayres & Schmidt, 2004). Polinomial
monoid didefinisikan sebagai polinomial yang koefisien x pada derajat yang lebih
tinggi sama dengan satu. Karakteristik polinomial monoid adalah

Px) =x"+ax" P+ ax" 2+ +a,=0



Polinomial dapat dibedakan berdasarkan derajat polinomial adalah sebagai berikut.
a. Polinomial kuadrat, juga disebut sebagai quardratic polynomial adalah
dengan derajat paling tinggi dari suku x adalah 2, (Harris & Stocker, 1998)
P(x) =ax?*+bx+c=0
di mana a, b, c adalah koefisien yang berupa bilangan riil dan a # 0.
b. Polinomial kubik, juga disebut sebagai cubic polynomial adalah polinomial
dengan derajat paling tinggi dari suku x adalah tiga.
Px)=ax3+bx?*+cx+d=0
di mana a, b, c, d adalah koefisien yang berupa bilangan riil dan a # 0.
c. Polinomial kuartik, juga disebut sebagai quartic polynomial adalah polinomial
dengan dengan derajat paling tinggi dari suku x adalah empat.
Px)=ax*+bx3+cx?*+dx+e=0
di mana a, b, c, d, e adalah koefisien yang berupa bilangan riil dan a # 0.
d. Polinomial berderajat n adalah persamaan polinomial yang memiliki nilai
derajat dari variabelnya yang paling tinggi adalah n.
P(x)=x"+ax"1+a,x"2+-+a,=0

di mana a4, a,, ..., a,, adalah koefisien yang berupa bilangan riil.

Persamaan umum dari polinomial P(x) = 0 dengan r adalah akar dari polinomial
jika dan hanya jika P(r) = 0. Akar-akar dari sebuah persamaan polinomial dapat
berupa akar-akar kompleks, akar irasional dan rasional. Apabila diketahui suatu
persamaan polinomial P(x) = 0 serta memiliki koefisien bilangan real dan jika
bilangan kompleks (a + bi) juga merupakan akar persamaan polinomial tersebut.
Dalam kajian polinomial, akar-akar dari polinomial kuartik dapat berupa bilangan
real atau kompleks (Ayres & Schmidt, 2004).



2.3 Barisan dan Deret

Barisan dan deret merupakan konsep dasar matematika yang digunakan untuk
menggambarkan urutan angka atau nilai. Fungsi dengan domain himpunan bilangan
asli disebut barisan.  Barisan dinotasikan dengan {x,} dan ditulis sebagai
{x1, x5, X3, ..., X, ... }. Barisan bilangan riil disebut dengan daerah hasil bilangan riil
dikenal sebagai X:N — R. Barisan bilangan riil {x,} konvergen ke-x jika terdapat
bilangan asli N, sedemikian sehingga
lx, — x| <& n=N,

dengan Kkata lain, jika lim{x,,} = x maka {x,, } konvergen ke-x (Setiyawan & Hartono,
2017)

Deret adalah penjumlahan dari suatu suku-suku pada barisan. Suatu deret dapat
dituliskan dalam bentuk {x; + x, + x5 + -+ x,,}. Jika {X := X,,} adalah suatu
barisan dari R, maka bentuk dari deret yang umum untuk barisan {S :=S,} dapat
didefinisikan sebagai

S1 = X9

52=Sl+xZ=xl+X2

Sk = Skg—1 T X =X+ x5+ -+ X

di mana {x,} adalah suku deret dan {s;} adalah jumlah parsial dari deret. Deret juga

dapat disimbolkan dalam bentuk sigma }: x,, atau }:»—; x,, (Bartle & Sherbert, 2010).



2.3.1. Barisan Tak Hingga

Sebuah fungsi yang daerah asalnya adalah himpunan bilangan bulat positif dan
daerah nilainya adalah himpunan bilangan real yang tidak terbatas merupakan barisan
tak hingga (infinite sequence). Barisan tak hingga dapat dinyatakan suatu barisan

ai,a,, as, ... dapat disajikan sebagai {a, }y-1, atau cukup {a,}.

Daerah asal dari barisan tak hingga yang terdiri dari semua bilangan bulat yang lebih
besar atau sama dengan bilangan bulat tertentu, seperti by, by, by, ... dan cy, ¢4, C3, ...
yang dapat dituliskan juga sebagai {b,}n=o dan {c,}m=o- Suatu barisan dapat
ditentukan dengan memberikan suku-suku awal yang cukup untuk membentuk suatu

pola, seperti pada barisan 1,4, 7,10, 13, ....

Dengan rumus eksplisit untuk suku ke-n, seperti pada
a, =3, —2, n>1
atau oleh rumus rekursi
a, = a,_1 + 3, n=2a =

(Purcell & Varberg, 1995).

2.3.2. Barisan Jumlah Parsial

Didefinisikan untuk setiap barisan a;

o)

Zak=a1+a2+a3+--~
k=1

Deret Y.;-, a; didefinisikan sebagai jumlah deret {a, } dari a; hingga a,, untuk setiap

n, yaitu



Deret ).;°-; a, konvergen pada limit s jika dan hanya jika jumlah deret parsial {s,}
konvergen ke-s, yaitu lim,_,. s, = s. Jadi, dapat dinyatakan bahwa deret Y-, a,

mempunyai jumlah s atau )7, a, = s (Potucek, 2016).

2.3.3. Deret Tak Hingga

Jumlah suku-suku yang tak hingga banyaknya disebut deret tak hingga, sedangkan
deret berhingga adalah jumlah suku-suku yang berhingga banyaknya. Bentuk umum
untuk deret tak hingga adalah }:;—; u,,. Deret tak hingga memiliki jumlah parsial ke-
n, yang diwakili oleh {s,,}, yang merupakan penjumlahan n suku pertama dari barisan
(Bartle & Sherbert, 2010).

Suatu deret dengan suku ke-n menunjukkan aturan atau formula untuk mendapatkan
1

nilai dari suku berikutnya. Contohnya {%,%,%,16,

} yang memiliki rumus umum

suku ke-n adalah Zin (Bartle & Sherbert, 2010). Jika barisan jumlah-jumlah parsialnya

{s,} konvergen ke s, maka deret konvergen dan sebaliknya, apabila {s,} divergen

maka deret divergen.

2.3.4. Deret Harmonik

Deret harmonik adalah deret takhingga divergen.

H,=1+ . + ! + ot !
203 n
untuk n € N. Karena h,,; = h, +ﬁ > h,, maka dapat dilihat bahwa {h,}

adalah barisan yang meningkat serta barisan tersebut divergen sehingga dapat

dibuktikan dengan cara berikut



h —1+1+C+1)+ +( — +1)
2t 2o T3y 2n-1 41 2n

>1+1+(1+1>+ +(1 +1>
2 ' \4 4 2n 2n
1

+

—1+1+1
S22

=1+

NS

Deret harmonik Z;‘{;l% konvergen ke S, maka dapat dibuktikan dengan
S—Oﬁ})+c+1) C+1)+ +( ! +1)+
B 2/ " \3 4/ \5 6 2n—1 2n

1 1, (1 1, (1 1 1 1
>a+3) 63 Gre) )
1 1 1
=ldodgt ot
=S

Maka dari pembuktian ini menunjukkan bahwa deret harmonik tidak konvergen ke-S.

Deret p Z;‘{;lnip konvergen ketika p > 1. Karena jumlah parsialnya monoton, untuk

menunjukkan bahwa beberapa suburutan (s;,) dibatasi. Jika k; := 2! — 1 = 1, maka

sk, = 1. Jika k, := 2% — 1 = 3, karena 2P < 3?7, maka didapatkan
_1+<1+1><1+ 2 1

S =1 T 20 T3 20~ 20~

Sehingga didapatkan 1 :=

karena p > 1, maka diperoleh 0<r<1.

p-1°

Menggunakan induksi matematika, dapat ditunjukkan bahwa jika k; := 2/ — 1, maka

O<sk].<1+r+r2+----|—rj‘1<1 "

Maka dari itu, deret p konvergen ketika p > 1.
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Deret p Z;‘;lnip divergen ketika 0 <p < 1. Pertidaksamaan elementer akan

digunakan untuk n? < n ketikan € Ndan 0 < p < 1. Maka
1 1

]
untuk n € N. Jumlah deret parsial dari deret harmonik tidak terbatas, menurut
pertidaksamaan ini, ketika 0 < p < 1, jumlah deret parsial dari deret p tidak terbatas.

Akibatnya, deret p divergen untuk nilai-nilai p ini (Bartle & Sherbert, 2010).

Deret harmonik ke-n merupakan deret kebalikan dari n yang dengan bilangan asli

pertama

Hy=1+2+=2+ +1—§n:1
203 n Lk

Bilangan harmonik umum orde n pangkat r adalah

n

1
Hor = )

k=1
di mana H, ; = H, adalah bilangan harmonik. Setiap bilangan harmonik umum orde
n pangkat m dapat ditulis menjadi fungsi umum bilangan harmonik orde ke-n pangkat

m — 1 dalam bentuk sebagai berikut.

3

km 1 nm 1
o] (k+1) n
maka
n-1 H H
k n
Hyp= ) ———+—
w2 k_lk(k+1)+ n

dimanar = 1,2,..dann = 1,2, ...,10 (Potucek, 2016).
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2.3.5. Deret Kebalikan

Deret yang dibentuk dari kebalikan nilai-nilai dalam suatu barisan kebalikan
merupakan deret kebalikan. Barisan sering didefinisikan dengan memberikan rumus
untuk suku ke-n dari {x,}. Sehingga lebih mudah untuk mencantumkan suku-suku
barisan secara berurutan, akan berhenti ketika aturan pembentuknya tampak jelas.
Barisan kebalikan dari bilangan genap dapat didefinisikan dalam bentuk

atau dapat ditulis dalam bentuk

(Bartle & Sherbert, 2010).

Deret kebalikan dari beberapa barisan kebalikan bilangan genap umumnya berbentuk

pecahan satuan. Deret kebalikan s untuk semua bilangan nonzero triangular
n

T,= Y k=1424+34+-+n=
k=1

(n+1)
nnz :<n_2|_1)

(Potucek, 2018).

2.3.6. Deret Telescoping

Suatu deret telescoping, setiap suku dapat saling meniadakan dengan suku
sebelumnya atau sesudahnya. Oleh karena itu, hanya suku-suku yang telah
ditiadakan yang termasuk dalam jumlah parsialnya. Suatu deret yang memiliki suku-
suku berbentuk fungsi rasional dapat diubah menjadi deret telescoping dengan

menggunakan metode pecahan parsial. Misalnya, suku ke-n terdiri dari Z’?=1k2_1+k'

A B

1 - . .
dengan a, = wiD —n +— Ketika persamaan 1 = A(n+ 1) + Bn diuraikan,

maka diperoleh a,, = %— (nil)

. Selanjutnya, definisikan persyaratan untuk n yang
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merepresentasikan jumlah parsial menjadi s, = a; + a, + -+ a,. Selanjutnya,
tentukan limit deret jumlah parsial {s,} untuk menentukan jumlah dari deret
teleskopik tak terhingga, yang ditulis sebagai s = lim,,_, s,,. Contoh berikut ini

menunjukkan,

R el = MR

1
(n+1)

Jadi, diperoleh lim,,_,, 5, = lim,, (1 — ) = 1 (Potucek, 2018).

2.4  Fungsi Zeta Riemann

Fungsi Zeta Riemann ¢(S) memiliki bentuk akar bilangan genap negatif dan bilangan
kompleks dengan bagian riil % (Riemann & Wilkins, 1998). Fungsi ini didefinisikan

sebagai berikut:

1
{(S) = =
n=1

Pada awalnya didefinisikan dengan asusmsi bahwa S € C dan Re(S) > 1. Kemudian,

melalui kontinuasi analitik, dapat diperluas ke seluruh struktur yang telah selesai.

Perhitungan dari ¢{(2) dikenal sebagai Basel Problem. Nilai {(3) dikenal juga dengan
sebutan Apéry’s Constant. Sedangkan untuk nilai {(4) terkait dengan Stefan-

Boltzmann law dan Wien aproximation di fisika. Nilai dari ¢{(n) untuk bilangan

positif kecil dari n adalah (1) = oo, (2) = =, {(3) = 1.2020569032 .., {(4) = =,
° 8
0(5) = 1.0369277551 ...,  §(6) =, -, 4(7) =1.0083492774... {(8) =,
7'[10

¢(9) =1.0020083928 ..., dan {(10) =

(Heinbockel, 2021).
93555



I11.  METODOLOGI PENELITIAN

3.1  Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini di lakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di jurusan
Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam, Universitas

Lampung.
3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Menghitung nilai dari bilangan harmonik H,, dan bilangan harmonik umum
Hp .

2. Menentukan bentuk fraksi dari jumlah parsial

> =Y
=) h—a)3
k=1 k=1k(k Cl)

k+a k+a

3. Membentuk susun suku-suku dari jumlah parsial ke-n s, = a; + a, + az +
-+ a, dalam bentuk yang dapat dilihat apakah saling meniadakan.

4. Mencari nilai dari lim,,_,, s, untuk mencari jumlah deret teleskopik tak
terhingga.

5. Menghitung nilai dari deret

i —1
—
e k(k—a)
k+a



V. KESIMPULAN

5.1. Kesimpulan

Jumlah deret kebalikan dari polinomial kuartik yang memiliki satu akar bilangan

bulat nol dan tiga akar bilangan bulat bukan nol yaitu dari deret
i 1
- 3
e k(k —a)
k+a

Didapatkan rumus jumlah deret adalah

sgn(a) sgn(a)
(0 3)_5(3) (1+ —la |3) 2 _H(1+—2 —IaI,Z)
’ |a|  6a? a?
H(1+E2 1)
+ = +—

di mana H(n) adalah bilangan harmonik dan H(n, 3), H(n, 2) adalah bilangan

harmonik umum dengann = 1 + =—— Sgn(a) — |al.
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