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ABSTRACT 

 

 

IMPLEMENTATION OF MATHEMATICAL MODELING OF WATER 

FLOW RATES FOR MICRO HYDRO POWER PLANTS USING THE 

FINITE DIFFERENCE METHOD 

 

 

 

By 

 

 

Ni Kadek Dea Chantika Putri 

 

 

 

Mathematical modeling is a field of mathematics that attempts to present and 

explain real-word problems in mathematical statements. So that a more precise 

understanding of real word problems is obtained. The finite difference method is a 

method used to solve ordinary differential equations, especially first order 

ordinary differential equations. Finite difference method are used to solve 

technical problems from physical phenomena. In this research, water and rate 

calculations will be carried out in micro-hydro power plants using the finite 

difference method and with the help of the lindo application. As a simulation, 

using primary rainfall data for water flow in a micro-hydro power plants. By 

forming a simultaneous the equation into the lindo application, it will produce a 

water flow value and is calculated using the finite difference method to produce 

the water rate. The results of this research show a simultaneous equations model, 

producing water flow and speed in nine areas, namely rate between manual 

calculations using Lindo Software. 

 

Keywords : Mathematical modeling, finite difference method, water flow. 
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ABSTRAK 

 

 

IMPLEMENTASI PEMODELAN MATEMATIKA LAJU ALIRAN AIR 

TERHADAP PEMBANGKIT LISTRIK TENAGA MIKRO HIDRO 

DENGAN METODE BEDA HINGGA 

 

 

 

Oleh  

 

 

Ni Kadek Dea Chantika Putri 

 

 

 

Pemodelan matematika adalah bidang matematika yang berusaha untuk 

mempresentasikan dan menjelaskan permasalahan dunia nyata dalam pernyataan 

matematika. Sehingga diperoleh pemahaman masalah dari dunia nyata menjadi 

lebih tepat. Metode beda hingga merupakan metode yang digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial biasa, khususnya persamaan diferensial 

biasa orde satu. Metode beda hingga digunakan untuk menyelesaikan persoalan 

teknis dan masalah matematis dari suatu gejala fisis. Dalam penelitian ini akan 

dilakukan perhitungan aliran dan laju air pada PLTMH dengan menggunakan 

metode beda hingga dan bantuan aplikasi lindo. Sebagai simulasi, menggunakan 

data primer curah hujan untuk aliran air pada PLTMH. Dengan membentuk model 

persamaan simultan kemudian menginput persamaan tersebut ke dalam Software 

Lindo lalu menghasilkan nilai aliran air dan dihitung menggunakan metode beda 

hingga untuk menghasilkan laju air. Hasil penelitian ini menunjukkan model 9 

persamaan simultan, menghasilkan aliran dan laju air pada sembilan daerah yaitu 

      pada PLTMH dan membandingkan hasil aliran dan laju air antara 

perhitungan manual dengan menggunakan Software Lindo. 

 

Kata Kunci : Pemodelan matematika, metode beda hingga, laju aliran air.  
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar  Belakang dan Masalah   

 

 

Matematika merupakan salah satu ilmu yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan permasalahan dalam kehidupan nyata. Untuk menyelesaikan 

permasalahan tersebut, dapat dilakukan dengan membentuk suatu model 

matematika. Pemodelan matematika adalah salah satu ilmu untuk 

mempresentasikan sistem yang kompleks dalam model matematika. Pemodelan 

matematika merupakan suatu bidang matematika yang berusaha untuk 

mempresentasikan dan menjelaskan masalah dunia nyata (Widiowati & Sutimin, 

2007). Salah satu penerapan dari pemodelan matematika dalam kehidupan nyata 

yaitu pada pembangkit listrik tenaga mikro hidro (PLTMH). 

 

Pembangkit listrik tenaga mikro hidro adalah pembangkit listrik berskala kecil 

(kurang dari      ) yang memanfaatkan tenaga (aliran) air sebagai sumber 

energi terbarukan dan layak disebut clean energy karena ramah lingkungan 

(Damastuti, 1997). Mikro hidro merupakan istilah yang digunakan untuk instalasi 

pembangkit listrik yang menggunakan energi air (Subandono, 2013). 

 

Di era modern ini, kebutuhan listrik merupakan hal yang  penting bagi 

masyarakat. Seiring berjalannya waktu, pembangkit listrik tenaga mikro hidro 

dapat digunakan oleh masyarakat dengan memanfaatkan aliran air. Akan tetapi, 

listrik yang dihasilkan pembangkit listrik tenaga mikro hidro belum optimal. 

Untuk mengatasi masalah tersebut perlu dilakukan analisis untuk meningkatkan 

laju aliran air pada pembangkit listrik tenaga mikro hidro agar listrik yang 

dihasilkan optimal.  
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Damastuti (1997) melakukan penelitian tentang pembangkit listrik tenaga mikro 

hidro mengenai debit aliran air dan beda ketinggian. Penelitian selanjutnya 

dilakukan oleh Hasan (2016) tentang penerapan metode beda hingga pada model 

matematika aliran banjir dari persamaan Saint Venant. Ruby (2023) mengkaji 

pemodelan matematika laju aliran panas pada wajan pembuatan arang aktif-13 

dengan menggunakan metode beda hingga (finite difference method). Penelitian 

ini bertujuan untuk mengetahui penyebaran panas yang bergerak pada wajan 

pembuatan arang aktif. 

 

Subandono (2013) meneliti tentang aplikasi metode beda hingga skema eksplisit 

pada persamaan konduksi panas. Ilmah dkk. (2021) meneliti tentang pemodelan 

matematis dari sifat fisis aliran fluida pada saluran pipa menggunakan metode 

beda hingga 2 dimensi. Dari penelitian tersebut diperoleh hasil perubahan luas 

penampung saluran memengaruhi jarak antara garis terhadap kecepatan alir. Pada 

daerah yang sempit, jarak antara garis alir rapat sehingga kecepatan maksimum. 

Sedangkan, pada daerah yang meluas jarak garis alir merenggang yang 

menunjukan bahwa kecepatan minimum. 

 

Bedasarkan latar belakang tersebut, penulis tertarik untuk menganalisis laju aliran 

air pada pembangkit listrik tenaga mikro hidro dengan menggunakan metode beda 

hingga. Dengan demikian, dipilih judul penelitian “Implementasi Pemodelan 

Matematika Laju Aliran Air terhadap Pembangkit Listrik Tenaga Mikro Hidro 

dengan Metode Beda Hingga”. 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk : 

1. Memodelkan suatu persamaan aliran air PLTMH di Lampung. 

2. Menganalisis dan menghitung aliran dan laju air PLTMH di Lampung. 

3. Membandingkan hasil nilai aliran dan laju air antara perhitungan manual 

dengan Software Lindo. 
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1.3 Manfaat Penelitian 

 

Manfaat dalam penelitian ini sebagai berikut : 

1. Memperluas wawasan tentang pemahaman metode beda hingga terkait laju 

aliran air pada PLTMH. 

2. Sebagai referensi bagi para peneliti yang ingin mengakaji perhitungan 

matematika dalam pemodelan laju aliran air pada PLTMH. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

2.1 Pemodelan Matematika  

 
 

Pemodelan matematika merupakan bidang matematika yang berusaha untuk 

mempresentasikan dan menjelaskan masalah dunia nyata dalam pernyataan 

matematika (Widiowati & Sutimin, 2007). Sehingga, diperoleh pemahaman dari 

masalah dunia nyata menjadi lebih tepat. Model matematika dapat digunakan 

dalam banyak disiplin ilmu dan bidang studi yang berbeda. Pengembangan model 

matematika dari suatu fenomena didasarkan pada asumsi-asumsi yang ada. 

Menurut Cahyono (2013), terdapat tiga tahap dalam pemodelan matematika untuk 

menganalisis suatu fenomena yaitu: 

1. Pemodelan matematika suatu fenomena atau perumusan masalah. Langkah 

ini untuk menerjemahkan data maupun infromasi yang diperoleh tentang 

suatu fenomena dari masalah nyata menjadi model matematika. Data maupun 

informasi tentang suatu fenomena dapat diperoleh melalui eksperimen di 

laboratorium, pengamatan di industri ataupun dalam kehidupan sehari-hari. 

Dalam model matematika, suatu fenomena dapat dipelajari secara lebih 

terukur (kuantitatif) dalam bentuk (sistem) persamaan/pertidaksamaan 

matematika maupun ekspresi matematika.  

2. Pencarian solusi/kesimpulan matematika. Setelah model matematika 

diperoleh, solusi atas model tersebut dicari dengan menggunakan metode-

metode matematika yang sesuai. Solusi matematika ini sering dinyatakan 

dalam fungsi-fungsi matematika, angka-angka maupun grafik. 

3. Interprestasi solusi/kesimpulan matematika pada fenomena yang dipelajari. 

Dalam matematika, solusi yang berupa fungsi, angka-angka maupun grafik 

tidak berarti banyak apabila solusi tersebut tidak menjelaskan permasalahan 
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awalnya. Oleh karen itu, interprestasi penyelesaian penting dan implikasi 

solusi tersebut dari mana awal fenomena masalahnya berasal. 

 

2.2 Persamaan Diferensial  

 

 

Persamaan diferensial biasanya digunakan untuk memahami bagaimana suatu 

sistem berubah terhadap waktu atau bagaimana suatu sistem merespon terhadap 

perubahan dalam variabel tertentu. Persamaan ini menggambarkan hubungan 

antara suatu fungsi dan turunannya. Bentuk umum persamaan diferensial adalah 

sebagai berikut : 

∑   
 
   

   

   
  ∑   

 
   

  

   
       . (2.1) 

dengan koefisien    dihitung pada titik (                bernilai 1, -1, atau 0. 

Pada persamaan (2.1),   adalah besaran yang dicari dan    adalah besaran bebas 

dengan catatan dalam persamaan (2.1) tidak terdapat suku 
   

      
 (Djoko, 2003). 

 

Persamaan diferensial pada (2.1) terbagi menjadi tiga jenis yaitu eliptik, 

hiperbolik, dan parabolik. Menurut Murtafi’ah & Apriandi (2018), persamaan 

diferensial adalah persamaan yang menyatakan hubungan antara suatu fungsi yang 

tidak diketahui, dengan satu atau lebih turunan dari fungsi tersebut.  

Contoh 2.1: 

1.      
   

    
  

  
. 

2. 
   

   
      

  

  
. 

 

2.3 Persamaan Diferensial Biasa 

 

 

Menurut Ross (1984), persamaan diferensial biasa (PDB) adalah suatu persamaan 

diferensial jika fungsi yang tidak diketahui hanya bergantung pada satu 

peubah/hanya melibatkan satu variabel bebas (Murtafi’ah & Apriandi, 2018). 

Persamaan diferensial biasa memiliki bentuk umum yaitu : 

                          (2.2) 

 



6 
 

 
 

Contoh 2.2: 

1. 
  

  
     . 

2.  
  

  
           

3.  
  

  
     . 

 

2.4 Persamaan Diferensial Parsial  

 

 

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan diferensial yang 

menyangkut turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu 

atau lebih variabel bebas (Ross, 1984). Persamaan diferensial parsial (PDP) 

adalah suatu persamaan diferensial yang melibatkan dua/lebih peubah/variabel 

bebas dan memuat turunan parsial dari fungsi yang tak diketahui (Murtafi’ah & 

Apriandi, 2018). Berikut persamaan diferensial parsial : 

                                           (2.3) 

 

Order dari suatu PDP adalah orde dari turunan parsial tertingginya. PDP dikatakan 

linear jika   dan turunan-turunan parsial nya memiliki hubungan linear. Dimensi 

dari suatu PDP adalah banyaknya variabel bebas parsial. Adapun bentuk dari tipe-

tipe PDP sebagai berikut : 

 

Tabel 2.1 Bentuk-bentuk persamaan diferensial parsial. 

Tipe Persamaan Bentuk Persamaan 

PDP Eliptik 
   

   
 

   

   
        

PDP Parabolik 
  

  
  

   

   
 

PDP Hiperbolik 
   

   
  

   

   
 

 

(Maulidi, 2018). 

 

Contoh 2.3: 

Tentukan nilai 
  

  
 dari masing-masing fungsi berikut :  

1.           
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2.            

3.              

Penyelesaian : 

1.             

  

  
 

 

  
          

 
 

  
     

 

  
       

       

     

2.             

  

  
 

 

  
            

 
 

  
     

 

  
        

     
 

  
        

          

3.               

  

  
 

 

  
              

 
 

  
       

 

  
        

   
 

  
         

           

          

 

2.5 Metode Beda Hingga 

 

 

Metode beda hingga adalah suatu metode yang digunakan untuk menyelesaikan 

persamaan diferensial biasa, khususnya persamaan diferensial biasa orde pertama. 

Metode beda hingga memiliki banyak bentuk yaitu seperti metode Euler, metode 

Runge-Kutte, dan banyak lainnya, yang masing-masing mempunyai tingkat 

akurasi yang berbeda. Secara umum, metode beda hingga merupakan suatu 

pendekatan yang mudah digunakan untuk menyelesaikan masalah fisis yang 

memiliki bentuk geometri yang teratur, seperti interval dalam satu dimensi, 

domain kotak dalam dua dimensi, dan kubik dalam ruang tiga dimensi (Li, 2010). 
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Metode beda hingga adalah metode numerik yang umum digunakan untuk 

menyelesaikan persoalan teknis dan problem matematis dari suatu gejala fisis 

(Hasan, 2016). Prinsipnya adalah mengganti suatu turunan yang ada pada 

persaman diferensial dengan diskritisasi beda hingga bedasarkan deret Taylor. 

Andai   dan semua turunannya                  dalam selang      . Misalkan 

        , maka  nilai   di sekitar    dan              dapat diekspansi ke 

dalam deret Taylor : 

           
      

  
       

       

  
          

       

  
         

 (2.4) 

 

Jika       , maka      dapat dilihat dari persamaan sebagai berikut : 

           
 

  
       

  

  
          

    

  
         (2.5) 

 

Menurut Sinopa, dkk. (2020), jika diberikan suhu        dengan ruang   dan 

waktu   dibagi atau dipotong menjadi bagian-bagian berhingga (disebut grid atau 

mesh). Dalam metode beda hingga, hal tersebut dinamakan diskritisasi. Apabila 

ruang   pada interval       dibagi menjadi sejumlah titik-titik terpisah 

selang ukur    yang sama. Nilai titiknya adalah : 

                           (2.5) 

 

Atau secara umum ditulis : 

                   (2.7) 

 

Jika   adalah jumlah total dari selang ukur    pada langkah waktu yang membagi 

     , diperoleh : 

   
 

 
 (2.8) 

  

Diskritisasi suhu        di sepanjang interval ruang   dan waktu   dapat dilihat 

pada Gambar 2.1. 
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Gambar 2.3 Ilustrasi laju 𝑇𝑐. 

 

Gambar 2.1 Diskritisasi selang ruang dan waktu. 

 

 
Gambar 2.2 Metode beda hingga pada geometri. 

 

 
 

 

                                                                                                                    

Titik tengah garis yang dilambangkan dengan   dan didapat persamaan yakni: 

  
  

  
 

     

  
 (2.9) 

         (2.10) 

dengan   adalah gradien. 
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Gambar 2.4 Koordinat   . 

 

Pada Gambar 2.3  diambil garis horizontal yaitu sisi kanan dan sisi kiri sedangkan 

pada garis vertikal yaitu sisi atas dan sisi bawah maka akan didapatkan garis 

koordinat    pada Gambar 2.4. 

Tabel 2.2 Rumus nilai dan laju   . 

 Nilai Laju 

Horizontal    
     

 
     

     

 
 

Vertikal    
     

 
     

     

 
 

 

Persamaan simultan nilai    : 

    
           

 
  (2.11) 

Setelah mendapatkan nilai   , maka akan dibentuk suatu garis persamaan simultan 

yaitu sebagai berikut : 

 

   

 

 

         

 

 

   
Gambar 2.5 Garis persamaan simultan. 
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Persamaan simultan yang diperoleh dari persamaan simultan pada Gambar 2.5 

adalah : 

    
       

 
 

              

               (2.12) 

 

Grafik aproksimasi metode beda hingga dengan 3 tipe turunan parsial yaitu beda 

maju, beda mundur, dan beda pusat ditunjukan pada Gambar 2.6. 

 

Gambar 2.6 Grafik aproksimasi metode beda hingga 

Menurut Maulidi (2018), terdapat beberapa formula metode beda hingga yang 

akan ditunjukan pada Tabel 2.3.  

 

Tabel 2.3 Formula metode beda hingga. 

Turunan Parsial Aproksimasi Beda Hingga Tipe 

  

  
    

    
    

 

  
 Beda Maju 

  

  
    

  
      

 

  
 Beda Mundur 

  

  
    

    
      

 

   
 Beda Pusat 
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2.6 Fluida Dinamis 

 

 

Berikut ini merupakan definisi fluida dinamis dari Setiawan (2015). Fluida 

dinamis adalah fluida (bisa berupa zat cair, gas) yang bergerak.  

Untuk memudahkan dalam mempelajari, fluida disini dianggap mempunyai 

kecepatan yang konstan terhadap waktu, tak termampatkan (tidak mengalami 

perubahan volume), tidak kenal, tidak terbulen (tidak mengalami putaran-

putaran). Aliran fluida sering dinyatakan dalam debit. Debit adalah banyaknya 

volume zat cair yang mengalir pada tiap satu satuan waktu, biasanya dinyatakan 

dalam satuan liter/detik atau dalam satuan meter kubik (  ) per detik. 

  
  

  
 (2.13) 

 

Keterangan : 

  =  debit aliran (    ). 

  =  volume (  ). 

  =  selang waktu ( ). 

 

2.7 Pembangkit Listrik Tenaga Mikro Hidro 

 

 

Pembangkit listrik tenaga mikro hidro (PLTMH) adalah pembangkit listrik 

berskala kecil (kurang dari       ), yang memanfaatkan tenaga (aliran) air 

sebagai sumber penghasil energi (Damastuti, 1997). Mikro hidro merupakan suatu 

istilah yang digunakan untuk instalasi pembangkit listrik yang menggunakan 

energi air. Kondisi air yang bisa dimanfaatkan sebagai sumber daya (resources) 

penghasil listrik yang memiliki kapasitas aliran dan ketinggian tertentu dan 

isntalasi. Semakin besar kapasitas aliran maupun ketinggiannya dari instalasi 

maka semakin besar energi yang bisa dimanfaatkan untuk menghasilkan energi 

listrik (Subandono, 2013). Proses perjalanan air menjadi tenaga listrik dapat 

dilihat pada Gambar 2.7 (Maher & Smith, 2001). 
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Gambar 2.7 Skema perjalanan air pada PLTMH. 

 

 

Prinsip kerja PLTMH adalah memanfaatkan beda tinggi dan jumlah air per detik 

yang ada pada aliran sungai. Air yang mengalir melalui intake dan diteruskan oleh 

saluran pembawa dan penstock, akan memutar poros turbin sehingga 

menghasilkan energi (Hanggara & Irvani, 2017).  

 

Pada prinsipnya pembangkit listrik tenaga air adalah suatu bentuk perubahan 

tenaga air dengan ketinggian dan debit air tertentu menjadi tenaga listrik dengan 

menggunakan turbin air dan generator. Daya teoritis (Munandar & Kuwara, 

1991). Pembangkit listrik tenaga mikro hidro pada dasarnya memanfaatkan energi 

potensial air. Semakin tinggi jatuhan maka semakin besar energi potensial yang 

dapat diubah menjadi energi listrik (Subandono, 2013). Menurut Damastuti 

(1997), pembangunan PLTMH perlu diawali dengan pembangunan bendungan 

untuk mengatur aliran air yang akan dimanfaatkan sebagai tenaga penggerak 

PLTMH. 
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Gambar 2.8 Bagan sistem PLTMH. 

                                

 

Bagan sistem pada PLTMH dapat dilihat pada Gambar 2.8, terdapat bendungan 

yang mengalir melewati rumah pembangkit atau powerhouse  menuju bak 

penampung melalui penstock (Hanggara & Irvani, 2017). Lalu air yang mengalir 

melalui intake dan diteruskan oleh saluran pembawa dan penstock, kemudian akan 

memutar poros turbin sehingga menghasilkan energi.  
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III. METODOLOGI  PENELITIAN 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilaksanakan di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu 

Pengetahuan Alam Universitas Lampung, pada Semester Ganjil tahun akademik 

2023/2024 dengan melakukan penelitian secara studi pustaka dan pengamatan di 

lapangan. 

 

3.2 Data Penelitian 

 

 

Data yang digunakan dalam penelitian  ini adalah data curah hujan pada 4 cabang 

BMKG yaitu Klimatologi Lampung di Pesawaran, Stasiun Geofisika Lampung 

Utara di Lampung Utara, Stasiun Meteorologi Raden Inten II di Lampung Selatan, 

dan Stasiun Meteorologi Maritim Panjang di Bandar Lampung yang diperoleh 

melalui website resmi https://dataonline.bmkg.go.id/data_iklim. 

 

 

3.3 Metode Penelitian 

 

 

Langkah pertama menentukan debit air dengan metode beda hingga kemudian 

data debit air tersebut akan dimodelkan dalam persamaan matematika : 

1. Studi pustaka yaitu mempelajari buku-buku teks yang terdapat di 

perpustakaan jurusan matematika dan juga jurnal-jurnal yang dapat 

menunjang proses penelitian ini. 

2. Pengambilan data sekunder berupa data curah hujan pada website BMKG. 

3. Menetapkan 4 titik koordinat wilayah sebagai acuan. 

https://dataonline.bmkg.go.id/data_iklim
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4.  Menghitung jumlah curah hujan tahun 2023 pada 4 koordinat wilayah acuan. 

5. Menghitung aliran dan laju air secara manual dengan metode beda hingga. 

6. Membentuk persamaan simultan berdasarkan   titik koordinat wilayah acuan 

yaitu       dan   daerah aliran dan laju air  yaitu      . 

7. Menganalisis persamaan simultan dengan bantuan Software Lindo untuk 

menghasilkan nilai aliran air. 
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V.  KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

5.1  Kesimpulan 

 

 

Bedasarkan hasil dan pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai berikut : 

1. Model persamaan aliran air PLTMH di Provinsi Lampung yaitu: 

                  

                     

                  

                     

                  

                    

                  

                     

                  

2. Nilai aliran dan laju air pada PLTMH di   daerah pada   titik kabupaten/kota 

Provinsi Lampung dengan menggunakan perhitungan manual yaitu daerah 

            dan         675, daerah              dan     

       , daerah             dan              daerah    

         dan              daerah             dan              

daerah             dan              daerah             dan 

             daerah             dan              daerah 

            dan            . 

3. Dari hasil perbandingan nilai aliran dan laju air daerah       terjadi 

perbedaan yang signifikan antara perhitungan manual dengan menggunakan 

Software Lindo. Nilai aliran yang dihasilkan oleh  Software Lindo lebih tinggi 

dipengaruhi oleh persamaan simultan yg dibentuk bedasarkan 4 titik 

koordinat wilayah. 
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5.2 Saran 

 

 

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan menggunakan data primer atau data hasil 

observasi pengamatan aliran air PLTMH agar dapat mengetahui nilai terbaik 

antara perhitungan manual dengan  menggunakan Software Lindo. 
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