
KONSTRUKSI MODUL FAKTOR ROUGH ATAS RING ROUGH
MENGGUNAKAN KONSEP KOSET

Skripsi

Oleh

AIRA RAHMA GUNAWAN
2017031025

FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS LAMPUNG

BANDAR LAMPUNG
2024



ABSTRAK

CONSTRUCTION OF THE ROUGH QUOTIENT MODULES OVER THE

ROUGH RING BY USING COSET CONCEPTS

By

Aira Rahma Gunawan

Given an ordered pair (U, θ) where U is a universal set and θ is an equivalence re-
lation on the set U is called an approximation space. The equivalence relation θ is
a relation that is reflexive, symmetric, and transitive. This relation will partition the
set U into mutually exclusive classes, namely equivalence classes. If the set X ⊆ U ,
then we can determine the upper approximation of the set X , which is the union of
equivalence classes that intersect with the set X , denoted by Apr(X). Next, we can
determine the lower approximation of the set X , which is the union of equivalence
classes contained in the set X , denoted by Apr(X). The set X is said to be a rough
set on (U, θ) if and only if Apr(X)−Apr(X) ̸= ∅. A rough set X is a rough module
if it satisfies certain axioms. This paper discusses the construction of a rough quo-
tient module over a rough ring using the coset concept to determine its equivalence
classes and discusses the properties of a rough quotient module over a rough ring
related to a rough torsion module. Furthermore, a program using Python is made to
determine whether a finite set is a rough quotient module and to determine rough
submodules.

Keywords: Approximation space, rough module, rough quotient module over rough
ring, rough torsion module.



ABSTRAK

KONSTRUKSI MODUL FAKTOR ROUGH ATAS RING ROUGH

MENGGUNAKAN KONSEP KOSET

Oleh

Aira Rahma Gunawan

Diberikan pasangan berurutan (U, θ) dengan U merupakan himpunan semesta dan
θ ialah relasi ekuivalensi pada himpunan U disebut ruang aproksimasi. Relasi eku-
ivalensi θ yaitu suatu relasi yang bersifat refleksif, simetris, dan transitif. Relasi
ini akan mempartisi himpunan U menjadi kelas-kelas yang saling asing yaitu kelas
ekuivalensi. Jika himpunan X ⊆ U , maka dapat ditentukan aproksimasi atas dari
himpunan X , yaitu gabungan dari kelas ekuivalensi yang beririsan dengan him-
punan X , dinotasikan dengan Apr(X). Selanjutnya, dapat ditentukan aproksimasi
bawah dari himpunan X , yaitu gabungan dari kelas ekuivalensi yang termuat dalam
himpunan X , dinotasikan dengan Apr(X). Himpunan X dikatakan himpunan ro-
ugh pada (U, θ) jika dan hanya jika Apr(X) − Apr(X) ̸= ∅. Himpunan rough X
merupakan modul rough jika memenuhi beberapa aksioma tertentu. Pada penelitian
ini dibahas mengenai konstruksi modul faktor rough atas ring rough menggunak-
an konsep koset dalam penentuan kelas ekuivalensinya, dan membahas sifat-sifat
modul faktor rough atas ring rough terkait modul torsi rough. Lebih lanjut dibuat
program menggunakan Python untuk menentukan suatu himpunan berhingga me-
rupakan modul faktor rough dan untuk menentukan submodul rough.

Keywords: Ruang aproksimasi, modul rough, modul faktor rough atas ring rough,
modul torsi rough.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori himpunan rough dikenalkan pertama kali oleh seorang matematikawan yang

bernama Zdzislaw Pawlak pada tahun 1982. Teori ini merupakan generalisasi atau

perluasan dari teori himpunan klasik, yaitu teknik pendekatan matematika untuk

mengelola informasi yang tidak lengkap dan mengatasi ketidakpastian dalam meng-

analisa dan pengklasifikasian data. Pada teori himpunan rough yang menjadi gagas-

an kunci dari terbentuknya teori ini yaitu relasi ekuivalensi dan ruang aproksimasi.

Relasi ekuivalensi merupakan suatu relasi yang bersifat refleksif, simetris, dan tran-

sitif. Relasi ini akan mempartisi himpunan menjadi kelas-kelas yang saling asing

yaitu kelas ekuivalensi. Pasangan berurut dari himpunan semesta U dan relasi ekui-

valensi θ pada U , yang dinotasikan (U, θ) dinamakan ruang aproksimasi. Diberikan

ruang aproksimasi (U, θ), dan himpunan tak kosong X ⊆ U . Dari kelas-kelas eku-

ivalensi pada himpunan U ini dapat ditentukan aproksimasi atas dari himpunan X ,

yaitu gabungan kelas-kelas ekuivalensi yang beririsan dengan himpunan X , dinota-

sikan dengan Apr(X). Selanjutnya dapat ditentukan aproksimasi bawah dari him-

punan X , yaitu gabungan kelas-kelas ekuivalensi yang termuat dalam himpunan

X , dinotasikan dengan Apr(X). Himpunan X dikatakan sebagai himpunan rough

pada (U, θ) jika dan hanya jika Apr(X)− Apr(X) ̸= ∅.

Beberapa peneliti sebelumnya telah melakukan penelitian tentang teori himpun-

an rough diantaranya yaitu, Miao dkk. pada tahun 2005 membahas mengenai grup

rough, subgrup rough, koset rough dan sifat-sifatnya (Miao dkk., 2005). Kemu-

dian, Davvaz dan Mahdavipour pada tahun 2006 melakukan penelitian mengenai

modul rough dan submodul rough (Davvaz & Mahdavipour, 2006). Berikutnya,

penelitian yang dilakukan oleh Zhang dkk. pada tahun 2006 membahas mengenai
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modul rough, modul faktor rough, dan beberapa sifatnya (Zhang dkk., 2006). Se-

lanjutnya, Praba dkk. pada tahun 2015 mengkaji penerapan himpunan rough pada

monoid regular komutatif (Praba dkk., 2015). Pada tahun 2019, Alharbi dkk. mela-

kukan penelitian terkait grup faktor rough dan teorema isomorfisma rough (Alharbi

dkk., 2020).). Kemudian pada tahun 2022, Nugraha dkk. menyelidiki penerapan

konsep himpunan rough pada struktur grup (Nugraha dkk., 2022). Hafifullah dkk.

pada tahun 2022 membahas mengenai sifat-sifat barisan V-Coexect rough dalam

grup rough (Hafifullah dkk., 2022), dan penelitian dilakukan oleh Agusfrianto dkk.

pada tahun 2022 membahas mengenai ring rough, subring rough, dan ideal rou-

gh (Agusfrianto dkk., 2022). Berikutnya, Yanti dkk. pada tahun 2023 membahas

mengenai penerapan konsep himpunan rough pada struktur modul proyektif (Yanti

dkk., 2023).

Berdasarkan penelitian sebelumnya, pada penelitian ini akan dibahas konstruksi

modul faktor rough atas ring rough dari suatu ruang aproksimasi menggunakan

konsep koset. Pada penelitian ini kelas-kelas ekuivalensinya merupakan koset-koset

dari suatu himpunan berhingga. Dalam penelitian ini akan dibahas juga mengenai

sifat-sifat modul faktor rough atas ring rough yaitu terkait modul torsi rough. Le-

bih lanjut, akan dibuat program menggunakan Phyton untuk menentukan himpunan

berhingga merupakan modul faktor rough atas ring rough dan sifat-sifatnya.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah mengontruksi struktur modul faktor rough atas

ring rough dengan menggunakan konsep koset dari suatu ruang aproksimasi, dan

menyelidiki sifat-sifat modul faktor rough atas ring rough yaitu terkait modul tor-

si rough. Selain itu, akan dibuat program untuk menentukan suatu himpunan ber-

hingga merupakan modul faktor rough atas ring rough dan submodul faktor rough

menggunakan program Python.
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1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan mengenai penerapan teori himpunan rough dalam

mengontruksi struktur modul faktor atas ring dengan menggunakan konsep

koset;

2. memberikan pengetahuan mengenai konsep modul faktor rough atas ring -

rough dan sifat-sifatnya terkait modul torsi rough.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini membahas definisi-definisi dasar yang menjadi teori pendukung dalam

menyelesaikan penelitian ini.

2.1 Himpunan

Konsep himpunan awalnya dikembangkan oleh Georg Cantor pada tahun 1845-

1918, yang merupakan seorang matematikawan yang berkebangsaan Jerman. Kon-

sep himpunan adalah dasar dari banyak struktur matematika dan memiliki aplikasi

dalam berbagai cabang matematika, termasuk aljabar, teori bilangan, analisis real,

dan lain-lain.

Berikut ini diberikan definisi himpunan.

Definisi 2.1.1 Himpunan (set) merupakan koleksi atau kumpulan objek-objek yang

berbeda terdefinisi dengan baik (well defined), artinya ketika diberikan sebarang

objek maka selalu dapat ditentukan apakah objek tersebut termasuk dalam sebuah

himpunan tertentu atau tidak. Objek-objek yang terdapat dalam himpunan disebut

anggota atau elemen. Himpunan dinotasikan dengan huruf kapital misalkan A dan

anggota atau elemen himpunan dinotasikan huruf kecil misalkan a (Susilowati,

2016).

Dua himpunan dapat dioperasikan dengan operator tertentu sehingga menghasilkan

suatu himpunan baru sebagai hasil operasi tersebut. Berikut diberikan beberapa

operasi dua himpunan.

a. Irisan dua himpunan A dan B, ditulis A∩B adalah himpunan semua elemen

semesta x sedemikian sehingga x ∈ A dan x ∈ B, dinotasikan dengan:

A ∩B = {x ∈ S| x ∈ A atau x ∈ B}.
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b. Gabungan dua himpunan A dan B, ditulis A ∪ B adalah himpunan semua

elemen semesta x sehingga x ∈ A atau x ∈ B , dinotasikan dengan:

A ∪B = {x ∈ S| x ∈ A dan x ∈ B}.

c. Selisih dari dua himpunan A dan B, ditulis A − B adalah himpunan semua

elemen semesta x sehingga x ∈ A dan x /∈ B, dinotasikan dengan:

A−B = {x ∈ S| x ∈ A dan x /∈ B}

(Usman, 2022).

Berikut ini merupakan contoh himpunan.

Contoh 2.1.2 Diberikan contoh himpunan sebagai berikut:

1). Misalkan A menyatakan himpunan bilangan prima kurang kurang dari 40.

Himpunan A dapat ditulis dengan A = {x| x < 40, x bilangan prima} atau

A = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37}.

2). Kumpulan negara di Asia Tenggara merupakan suatu himpunan karena objek-

objeknya didalamnya terdefinisi dengan baik yaitu negara Indonesia, Malaysia,

Singapura, Myanmar, Thailand, Filipina, Laos, Vietnam, Brunei Darussalam,

Kamboja, dan Timor Leste.

Setelah memahami definisi dari himpunan, selanjutnya akan diberikan juga definisi

dan contoh yaitu mengenai kardinalitas himpunan, himpunan kosong, himpunan

semesta, himpunan bagian, dan himpunan kuasa.

Berikut diberikan definisi kardinalitas himpunan.

Definisi 2.1.3 Banyaknya elemen atau anggota di dalam himpunan A disebut ka-

rdinalitas dari himpunan A. Kardinalitas dari himpunan A ini dinotasikan dengan

n(A) atau |A| (Aisah, 2018).

Berikut ini merupakan contoh kardinalitas himpunan.

Contoh 2.1.4 Himpunan A = {x| x merupakan negara di Asia Tenggara} atau

A = {Indonesia, Malaysia, Singapura, Myanmar, Thailand, Filipina, Laos, Vietnam,

Brunei Darussalam, Kamboja, Timor Leste}, sehingga |A| = 11.
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Setelah memahami definisi dan contoh kardinalitas himpunan, selanjutnya diberik-

an definisi himpunan kosong sebagai berikut.

Definisi 2.1.5 Himpunan dengan kardinalitas 0 atau himpunan yang tidak memiliki

elemen disebut himpunan kosong (null set). Himpunan kosong dinotasikan dengan

∅ atau {}(Aisah, 2018).

Berikut ini merupakan contoh himpunan kosong.

Contoh 2.1.6 Jika himpunan E = {x| x merupakan bilangan bulat ganjil positif

yang kurang dari 1}, maka |E| = 0. Jadi dapat disimpulkan bahwa E merupakan

himpunan kosong atau E = ∅.

Selanjutnya, definisi himpunan semesta sebagai berikut.

Definisi 2.1.7 Himpunan semesta (universal set) adalah himpunan yang memuat

seluruh objek yang sedang dibicarakan. Notasi dari himpunan semesta biasanya

adalah S atau U (Manik, 2014).

Berikut ini merupakan contoh himpunan semesta.

Contoh 2.1.8 Diberikan himpunan B menyatakan huruf vokal alfabet dan himpun-

an C menyatakan huruf konsonan alfabet. Himpunan semesta (U) = seluruh huruf

alfabet.

Selanjutnya, definisi himpunan bagian sebagai berikut.

Definisi 2.1.9 Himpunan A dikatakan himpunan bagian dari himpunan B jika dan

hanya jika setiap elemen A merupakan elemen dari B. Himpunan bagian A dari

himpunan B dinotasikan dengan A ⊆ B (Aisah, 2018).

Berikut ini merupakan contoh himpunan bagian.

Contoh 2.1.10 Diberikan himpunan Z = {Indonesia,Malaysia,Thailand}. Berda-

sarkan Contoh 2.1.4, dapat disimpulkan bahwa himpunan Z merupakan himpunan

bagian dari A atau Z ⊆ A.
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Selanjutnya, definisi himpunan saling lepas sebagai berikut.

Definisi 2.1.11 Himpunan A dan B dikatakan saling lepas (disjoint) jika keduanya

tidak memiliki elemen yang sama, dinotasikan dengan A // B (Aisah, 2018).

Berikut ini merupakan contoh himpunan saling lepas.

Contoh 2.1.12 Jika himpunan D = {x| x ∈ P, x < 40} dan E = {10, 20, 30, . . . },

maka D // E.

Selanjutnya, definisi himpunan kuasa sebagai berikut.

Definisi 2.1.13 Himpunan kuasa (power set) dari himpunan A adalah himpunan

yang elemennya merupakan semua himpunan bagian dari A, termasuk himpunan

kosong dan himpunan A sendiri. Himpunan kuasa dari suatu himpunan A dinota-

sikan dengan P (A) atau 2A. Jika |A| = m, maka |P (A)| = 2m (Aisah, 2018).

Berikut ini merupakan contoh himpunan kuasa.

Contoh 2.1.14 Diberikan himpunan T = {2, 3}, diperoleh |T | = 2, sehingga

P (T ) = 22 = 4. Himpunan kuasa dari himpunan T yaitu:

P (T ) = {∅, {2}, {3}, {2, 3}}.

2.2 Grup

Dalam pembentukan struktur grup ini diperlukan adanya himpunan tak kosong dan

operasi biner. Oleh karena itu, sebelum membahas tentang definisi grup, terlebih

dahulu akan membahas tentang operasi biner. Berikut definisi operasi biner.

Definisi 2.2.1 Diberikan himpunan tak kosong S. Operasi biner ∗ pada himpunan

S adalah fungsi dari S × S ke S.

∗ : S × S → S

(a, b) 7→ a ∗ b ∈ S,
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untuk setiap (a, b) ∈ S × S. Dalam kasus tersebut biasanya ditulis dengan a ∗

b, ab, atau ∗ (a, b). Himpunan S dan operasi ∗ pada S dilambangkan dengan ⟨S, ∗⟩

(Lipschutz & Lipson, 2007).

Berikut ini diberikan contoh operasi biner.

Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan

G =


 k 2l

3m n

 | k, l,m, n ∈ R


Akan ditunjukkan operasi perkalian matriks merupakan operasi biner pada G.

Diberikan sebarang dua matriks

 k 2l

3m n

 ,

 o 2p

3q r

 ∈ G, sehingga diperoleh:

 k 2l

3m n

 o 2p

3q r

 =

 ko+ 6lq 2kp+ 2lr

3mo+ 3nq 6mp+ nr

 ∈ G.

Jadi, operasi perkalian matriks merupakan operasi biner pada G.

Setelah memahami definisi dan contoh dari operasi biner, berikut akan diberikan

definisi grup.

Definisi 2.2.3 Himpunan tak kosong G disebut grup terhadap operasi biner yang di-

nyatakan dengan ”∗”, jika terhadap operasi biner tersebut dipenuhi aksioma berikut.

i) Himpunan G tertutup terhadap operasi biner ∗, yaitu untuk setiap a, b ∈ G

berlaku a ∗ b ∈ G.

ii) Operasi biner ∗ bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ G berlaku (a ∗

b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

iii) Terdapat elemen identitas e di G untuk operasi biner ∗, sehingga berlaku

a ∗ e = e ∗ a = a, untuk setiap a ∈ G.

iv) Untuk setiap a ∈ G, terdapat a−1 ∈ G sehingga berlaku a∗a−1 = a−1∗a = e,

dimana a−1 disebut invers untuk a

(Aisah, 2018).
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Berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.2.4 Diberikan himpunan Z5\{0} dan operasi ×5 merupakan operasi biner

pada Z5\{0}. Akan dibuktikan bahwa ⟨Z5\{0}⟩ merupakan suatu grup.

Z5\{0} = {1, 2, 3, 4},

dengan menggunakan tabel Cayley sebagai berikut.

Tabel 2.1 Tabel Cayley perkalian modulo 5 pada himpunan Z5\{0}

×5 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

i) Dari Tabel 2.1 terlihat bahwa Z5\{0} tertutup terhadap operasi ×5.

ii) Dari Tabel 2.1 terlihat bahwa Z5\{0} asosiatif.

iii) Diberikan sebarang a ∈ Z5\{0}, terdapat 1 ∈ Z5, sehingga a ×5 1 = a =

1×5 a. Jadi, terdapat e = 1 ∈ Z5\{0}, sehingga a×5 e = a = e×5 a.

iv) Dari Tabel 2.1 diperoleh:

(1)−1 = 1; (2)−1 = 3; (3)−1 = 2; (4)−1 = 4.

Jadi, untuk setiap a ∈ Z5\{0}, terdapat a−1 ∈ Z5\{0}, sehingga a×5 a
−1 =

e = a−1 ×5 a.

Berdasarkan i), ii), iii), dan iv) terbukti ⟨Z5\{0},×5⟩ merupakan grup. Setelah me-

mahami definisi dan contoh dari grup, berikut akan diberikan definisi grup komu-

tatif.

Definisi 2.2.5 Suatu grup ⟨G, ∗⟩ dikatakan grup Abel atau grup komutatif jika sifat

komutatif berlaku pada operasi biner ∗, yaitu

a ∗ b = b ∗ a,

untuk setiap a, b ∈ G (Chaudhuri, 2017).
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Berikut diberikan contoh grup Abel.

Contoh 2.2.6 Himpunan bilangan real tanpa nol ⟨Q\{0}⟩ merupakan grup Abel

atau grup komutatif terhadap operasi perkalian, karena a · b = b · a untuk setiap

a, b ∈ Q\{0}.

Selanjutnya suatu himpunan subset dari himpunan yang merupakan grup dapat

membentuk subgrup, berikut definisi mengenai subgrup.

Definisi 2.2.7 Himpunan tak kosong H , dan H ⊆ G. Himpunan H disebut subgrup

dari G jika H membentuk grup terhadap operasi biner yang sama dengan G. Him-

punan H subgrup G dinotasikan dengan H ≤ G, tetapi H ̸= G (Aisah, 2018).

Untuk mengetahui suatu himpunan bagian dari grup merupakan subgrup seperti

yang dijelaskan pada Definisi 2.2.7, subgrup dapat ditunjukkan dengan membukti-

kan aksioma-aksioma pada proposisi berikut ini.

Proposisi 2.2.1 Himpunan H merupakan himpunan bagian dari grup G, dikatakan

subgrup jika dan hanya jika:

i) himpunan H ̸= ∅, dan

ii) untuk setiap x, y ∈ H, xy−1 ∈ H (Aisah, 2018).

Proposisi 2.2.2 Misalkan himpunan H ̸= ∅, dan H ⊆ G disebut subgrup dari G,

jika:

i) untuk setiap xy ∈ H , maka xy ∈ H , dan

ii) untuk setiap x ∈ H , terdapat x−1 ∈ H (Aisah, 2018).

Berikut diberikan contoh subgrup.

Contoh 2.2.8 Diberikan grup ⟨Z,+⟩. Jika p ∈ Z dan pZ = {pq|q ∈ Z} ⊆ Z, yaitu

himpunan semua bilangan bulat kelipatan p maka ⟨pZ,+⟩ merupakan grup. Jadi,

pZ merupakan subgrup dari Z.

Selanjutnya diberikan definisi mengenai koset kiri dan koset kanan dari subgrup H

di G beserta contohnya sebagai berikut.
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Definisi 2.2.9 Diberikan grup G dan subgrup H di G. Untuk setiap a ∈ G, himpun-

an aH = {ah|h ∈ H} dinamakan koset kiri H di G yang memuat a. Himpunan

Ha = {ha|h ∈ H} dinamakan koset kanan H di G yang memuat a (Gallian, 2017).

Contoh 2.2.10 Diberikan grup ⟨Z8,+8⟩. Akan ditentukan semua koset kiri dan ko-

set kanan dari subgrup H = {0, 2, 4, 6} di Z8,

Z8 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

Koset-koset kiri dari subgrup H = {0, 2, 4, 6} di Z8, yaitu:

0 +H = {0, 2, 4, 6}; dan

1 +H = {1, 3, 5, 7}.

Koset-koset kanan dari subgrup H = {0, 2, 4, 6} di Z8, yaitu:

H + 0 = {0, 2, 4, 6}; dan

H + 1 = {1, 3, 5, 7}.

Setelah memahami definisi dan contoh dari koset, selanjutnya akan diberikan defi-

nisi homomorfisma grup.

Definisi 2.2.11 Diberikan grup G dan G∗. Pemetaaan ϕ : G → G∗ yang bersi-

fat mengawetkan operasi biner disebut homomorfisma jika untuk setiap a, b ∈ G,

berlaku ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b) (Aisah, 2018).

Berikut diberikan contoh homomorfisma grup.

Contoh 2.2.12 Diberikan grup ⟨Z,+⟩ dan ⟨Z,+⟩. Didefinisikan ϕ : Z → Z, dengan

ϕ(a) = 2a, untuk setiap a ∈ Z. Akan dibuktikan apakah ϕ merupakan homomor-

fisma grup. Diberikan sebarang a, b ∈ Z,

ϕ(a+ b) = 2(a+ b)

= 2a+ 2b

= ϕ(a) + ϕ(b).

Karena ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b), untuk setiap a, b ∈ Z diperoleh ϕ merupakan

homomorfisma grup.
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Selanjutnya diberikan definisi subgrup normal sebagai berikut.

Definisi 2.2.13 Suatu subgrup N dari grup G dinamakan subgrup normal dari G

jika aN = Na, untuk setiap a ∈ G, dinotasikan dengan N ◁ G (Gallian, 2017).

Berikut diberikan contoh subgrup normal.

Contoh 2.2.14 Berdasarkan Contoh 2.2.10 didapatkan bahwa koset kiri sama de-

ngan koset kanannya atau ditulis aN = Na, jadi menunjukkan bahwa N = {0, 2, 4, 6}

merupakan subgrup normal Z8.

Subgrup normal ini memiliki peran penting dalam pembentukan grup faktor yang

sudah dibahas sebelumnya. Setelah memahami mengenai subgrup normal maka

selanjutnya akan diberikan definisi grup faktor sebagai berikut.

Definisi 2.2.15 Diberikan grup G dan subgrup normal N dari G. Grup G/N di-

definisikan dengan operasi biner (aN)(bN) = (ab)N , untuk setiap aN, bN ∈ G/N

dinamakan grup faktor (grup kuosien) dari G modulo N (Adkins & Weintraub,

1992).

Telah dibahas bahwa N merupakan subgrup normal dari G jika koset kiri dari N

sama dengan koset kanan dari N , yaitu aN = Na, untuk setiap a ∈ G. Oleh karena

itu, berdasarkan Definisi 2.2.15, dapat dibentuk grup faktor G/N jika dan hanya jika

N merupkan subgrup normal dari G.

Berikut diberikan contoh grup faktor.

Contoh 2.2.16 Diberikan grup G = ⟨Z,+⟩, dan subgrup normal N = ⟨5Z,+⟩ dari

G, maka G/N = {0 + 5Z, 1 + 5Z, 2 + 5Z, 3 + 5Z, 4 + 5Z}. Diperoleh:

i) G/N tertutup;

ii) G/N bersifat asosiatif;

iii) 0 + 5Z merupakan elemen identitas;
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iv) (0 + 5Z)−1 = 0 + 5Z;

(1 + 5Z)−1 = 4 + 5Z;

(2 + 5Z)−1 = 3 + 5Z;

(3 + 5Z)−1 = 2 + 5Z;

(4 + 5Z)−1 = 1 + 5Z.

Berdasarkan i) – iv), dapat disimpulkan bahwa G/N merupakan grup faktor.

2.3 Ring

Setelah memahami definisi operasi biner dan grup abel atau grup komutatif, yang

merupakan menjadi dasar terbentuknya suatu ring. Berikut akan diberikan definisi

ring.

Definisi 2.3.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong R. Himpunan tak kosong R

bersama dua operasi biner + dan · merupakan ring jika memenuhi:

i) ⟨R,+⟩ adalah grup Abel;

artinya:

(1) untuk setiap a, b, c ∈ R berlaku (a+ b) + c = a+ (b+ c),

(2) terdapat 0 ∈ R, sedemikian sehingga a + 0 = 0 + a = a, untuk setiap

a ∈ R, 0 adalah elemen identitas di R,

(3) untuk setiap a ∈ R, terdapat elemen invers yaitu −a ∈ R, sehingga

a+ (−a) = (−a) + a = 0,

(4) untuk setiap a, b ∈ R, berlaku a+ b = b+ a,

ii) untuk setiap a, b ∈ R, berlaku a.b ∈ R (berlaku sifat tertutup di R),

iii) untuk setiap a, b, c ∈ R, berlaku (aḃ) · c = a · (b · c) (berlaku sifat asosiatif di

R),

iv) sifat distributif berlaku untuk perkalian dan penjumlahan, artinya:

(1) a · (b+ c) = (a · b) + (a · c),∀a, b, c ∈ R (hukum distribututif kiri),
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(2) (a+ b) · c = (a · c) + (b · c),∀a, b, c ∈ R (hukum distributif kanan)

(Chaudhuri, 2017).

Ring dinotasikan dengan ⟨R,+, ·⟩, dengan R merupakan himpunan tak kosong, +

dan · merupakan dua operasi biner pada R. Selanjutnya ini akan diberikan contoh

ring.

Contoh 2.3.2 Diberikan A himpunan semua fungsi a : R → R. Untuk setiap a, b ∈

A dan x ∈ R, didefinisikan:

(a+ b)(x) = a(x) + b(x)

dan

(ab)(x) = a(x)b(x).

i) ⟨A,+⟩ merupakan grup abel.

ii) Untuk setiap a, b ∈ A dan x ∈ R, berlaku:

(ab)(x) = a(x)b(x) ∈ R.
Jadi, operasi · bersifat tertutup.

iii) Untuk setiap a, b, c ∈ A dan x ∈ R, berlaku:

((ab)c)(x) = (ab)(x)c(x)

= a(x)b(x)c(x)

= a(x)(bc)(x)

= (a(bc))(x).

Jadi, ((ab)c)(x) = (a(bc))(x) artinya operasi · bersifat asosiatif.

iv) Untuk a, b, c ∈ A dan x ∈ R, berlaku:

(a(b+ c))(x) = a(x)(b+ c)(x)

= a(x)(b(x) + c(x))

= a(x)b(x) + c(x)h(x)

= (ab)(x) + (ac)(x)

= (ab+ ac)(x)
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dan

((a+ b)c)(x) = (a+ b)(x)c(x)

= (a(x) + b(x))c(x)

= a(x)c(x) + b(x)c(x)

= (ac)(x) + (bc)(x)

= (ac+ bc)(x).

Jadi, berlaku hukum distributif kiri dan kanan pada A.

Berdasarkan pernyataan i), ii), iii), dan iv) terbukti bahwa ⟨A,+, ·⟩ merupakan ring.

Setelah membahas mengenai definisi ring beserta contohnya, sama halnya seperti

dalam grup terdapat subgrup begitu juga pada ring terdapat subring. Berikut dibe-

rikan definisi subring beserta contohnya.

Definisi 2.3.3 Diberikan himpunan bagian tak kosong S di dalam ring ⟨R,+, ·⟩.

Himpunan S disebut subring dari R jika dan hanya jika berlaku:

i) u− v ∈ S,

ii) u · v ∈ S,

untuk setiap u, v ∈ S (Chaudhuri, 2017).

Contoh 2.3.4 Diberikan himpunan

M2(R) =


x11 x21

x12 x22

 | x11, x21, x12, x22 ∈ R


merupakan ring dengan operasi penjumlahan dan perkalian matriks. Diberikan him-

punan

K2(R) =


x11 0

0 x22

 | x11, x22 ∈ R

 ⊆ M2R

Akan ditunjukkan K2(R) merupakan subring M2(R).

i) K2(R) ̸= ∅, karena matriks identitas

1 0

0 1

 ∈ K2(R).
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ii) Diberikan sebarang matriks X, Y ∈ K2(R)

X =

x11 0

0 x22

 , Y =

y11 0

0 y22

 , x11, x22, y11, y22 ∈ R.

Oleh karena itu,

a) X − Y =

x11 0

0 x22

−

y11 0

0 y22


=

x11 − y11 0

0 x22 − y22

 ∈ K2(R);

b) X · Y =

x11 0

0 x22

 ·

y11 0

0 y22


=

x11y11 0

0 x22y22

 ∈ K2(R).

Jadi, berdasarkan i) dan ii) terbukti bahwa K2(R) merupakan subring di ⟨M2(R),+, ·⟩.

Jika suatu ring komutatif terhadap operasi perkaliannnya maka ring disebut ring

abel atau ring komutatif. Diberikan definisi ring komutatif sebagai berikut.

Definisi 2.3.5 Suatu ring ⟨R,+, ·⟩ dikatakan ring komutatif jika R komutatif terhadap

perkalian, yaitu berlaku a · b = b · a, untuk setiap a, b ∈ R (Chaudhuri, 2017).

Berikut diberikan contoh subgrup normal.

Contoh 2.3.6 Ring ⟨Z,+, ·⟩, ⟨Q,+, ·⟩, ⟨C,+, ·⟩, dan ⟨R,+, ·⟩, masing-masing me-

rupakan ring komutatif dengan elemen satuan.

2.4 Modul atas Ring

Setelah memahami definisi operasi biner, grup, dan ring yang merupakan hal-hal

yang diperlukan dalam pembentuk modul atas ring. Dalam aljabar abstrak konsep

modul atas ring merupakan generalisasi dari pengertian ruang vektor atas lapangan

dengan operasi pergandaan skalar yang memenuhi beberapa aksioma. Definisi -
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modul atas ring dibedakan menjadi dua yaitu modul kiri dan modul kanan atas ring

R. Berikut akan diberikan definisi modul.

Definisi 2.4.1 Diberikan grup komutatif ⟨M,+⟩ dan ring R dengan elemen 1R, serta

operasi skalar ◦ : R × M → M . Grup M disebut modul kiri atas ring terhadap

operasi ◦ dengan memenuhi aksioma-aksioma berikut.

i) r1 ◦ (m1 +m2) = r1 ◦m1 + r1 ◦m2;

ii) (r1 + r2) ◦m1 = r1 ◦m1 + r2 ◦m1;

iii) (r1 · r2) ◦m1 = r1 ◦ (r2 ◦m1);

iv) 1R ◦m1 = m1;

untuk setiap r1, r2 ∈ R dan m1,m2 ∈ M (Adkins & Weintraub, 1992).

Definisi 2.4.2 Diberikan grup komutatif ⟨M,+⟩ dan ring R dengan elemen 1R, serta

operasi skalar ◦ : M × R → M . Grup M disebut modul kiri atas ring terhadap

operasi ◦ dengan memenuhi aksioma-aksioma berikut.

i) (m1 +m2) ◦ r1 = m1 ◦ r1 +m2 ◦ r1;

ii) m1 ◦ (r1 + r2) = m1 ◦ r1 +m1 ◦ r2;

iii) m1 ◦ (r1 · r2) = r1 ◦ (m1 ◦ r1) ◦ r2;

iv) m1 ◦ 1R = m1;

untuk setiap r1, r2 ∈ R dan m1,m2 ∈ M (Adkins & Weintraub, 1992).

Berikut diberikan contoh modul atas ring.

Contoh 2.4.3 Diberikan himpunan M2(Z) adalah himpunan matriks orde dua de-

ngan entri bilangan bulat Z. Akan diselidiki M2(Z) merupakan modul kiri atas ring

Z.

1) Akan ditunjukkan ⟨M2(Z),+⟩ merupakan grup komutatif.

i) Diberikan sebarang A,B,C ∈ M2(Z), dengan

A =

a1 a2

a3 a4

 , B =

b1 b2

b3 b4

 , C =

c1 c2

c3 c4

.

A+B =

a1 a2

a3 a4

+

b1 b2

b3 b4

 =

a1 + b1 a2 + b2

a3 + b3 a4 + b4

 ∈ M2(Z).
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Oleh karena itu, operasi + bersifat tertutup di M2(Z).

ii) Diberikan sebarang A,B,C ∈ M2(Z). Telah diketahui bahwa operasi

penjumlahan pada matriks bersifat asosiatif, yaitu

(A+B) + C = A+ (B + C).

Oleh karena itu, operasi + bersifat asosiatif di M2(Z).

iii) Diberikan sebarang

a1 a2

a3 a4

 ∈ M2(Z).

Karena

a1 a2

a3 a4

+

0 0

0 0

 =

0 0

0 0

+

a1 a2

a3 a4

 =

a1 a2

a3 a4

,

elemen identitas di M2(Z) terhadap operasi + adalah

0 0

0 0

.

iv) Diberikan sebarang

a1 a2

a3 a4

 ∈ M2(Z).

Karena

a1 a2

a3 a4

−a1 −a2

−a3 −a4

 =

−a1 −a2

−a3 −a4

+
a1 a2

a3 a4

 =

0 0

0 0

,

invers dari

a1 a2

a3 a4

 terhadap operasi + di M2(Z) adalah

−a1 −a2

−a3 −a4

.

v) Diberikan sebarang A,B ∈ M2(Z).

Telah diketahui bahwa operasi penjumlahan pada matriks bersifat ko-

mutatif, yaitu

A+B =

a1 a2

a3 a4

+

b1 b2

b3 b4

 =

a1 + b1 a2 + b2

a3 + b3 a4 + b4


=

b1 + a1 b2 + a2

b3 + a3 b4 + a4

 =

b1 b2

b3 b4

+

a1 a2

a3 a4


= B + A.

Oleh karena itu, operasi + bersifat komutatif di M2(Z).
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Dari i), ii), iii), iv), dan v), diperoleh bahwa ⟨M2(Z),+ merupakan grup ko-

mutatif.

2) Diberikan sebarang ring Z dan grup komutatif M2(Z) terhadap operasi per-

gandaan skalar:

r

a1 a2

a3 a4

 =

ra1 ra2

ra3 ra4

,

untuk setiap r ∈ Z dan

a1 a2

a3 a4

 ∈ M2(Z). Akan ditunjukkan bahwa grup

komutatif M2(Z) merupakan modul kiri atas ring Z.

Untuk setiap yang memenuhi r, s ∈ Z dan A =

a1 a2

a3 a4

 , B =

b1 b2

b3 b4

 ∈

M2(Z), berlaku:

i)
r(A+B) = r


a1 a2

a3 a4

+

b1 b2

b3 b4


= r

a1 + b1 a2 + b2

a3 + b3 a4 + b4


=

r(a1 + b1) r(a2 + b2)

r(a3 + b3) r(a4 + b4)


=

ra1 + rb1 ra2 + rb2

ra3 + rb3 ra4 + rb4



=

ra1 ra2

ra3 ra4

+

rb1 rb2

rb3 rb4


= r

a1 a2

a3 a4

+ r

b1 b2

b3 b4


= rA+ rB.

ii)
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(r + s)A = (r + s)

a1 a2

a3 a4


=

(r + s)a1 (r + s)a2

(r + s)a3 (r + s)a4


=

ra1 + sa1 ra2 + sa2

ra3 + sa3 ra4 + sa4


=

ra1 ra2

ra3 ra4

+

sa1 sa2

sa3 sa4


= rA+ sA.

iii)
(rs)A = (rs)

a1 a2

a3 a4


=

(rs)a1 (rs)a2

(rs)a3 (rs)a4


=

r(sa1) r(sa2)

r(sa3) r(sa4)


= r(sA).

iv)
1 · A = 1 ·

a1 a2

a3 a4

 =

a1 a2

a3 a4

 .

Dari i) – iv) disimpulkan bahwa M2(Z) merupakan modul kiri atas ring Z. Se-

lanjutnya akan dibahas mengenai himpunan bagian dari suatu modul yang juga

membentuk modul terhadap operasi pergandaan skalar yang sama dengan operasi

pergandaan skalar di modulnya, yang disebut dengan submodul.

Definisi 2.4.4 Diberikan R-modul M . Suatu himpunan tak kosong N ⊆ M di-

katakan submodul dari M jika N merupakan subgrup dari M terhadap operasi pen-

jumlahan, serta N merupakan modul atas R terhadap operasi pergandaan skalar

yang sama dengan operasi pergandaan pada R-modul M (Wahyuni dkk., 2016).
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Untuk mengetahui suatu himpunan bagian dari modul merupakan submodul seperti

yang dijelaskan pada Definisi 2.4.4, submodul dapat ditunjukkan dengan membukti-

kan aksioma-aksioma berikut.

Teorema 2.4.5 Diberikan modul M atas ring R dan N merupakan himpunan bagian

tak kosong dari M . Himpunan N merupakan submodul di M jika dan hanya jika

memenuhi aksioma:

i) n1 − n2 ∈ N , untuk setiap n1, n2 ∈ N ;

ii) r ◦ n ∈ N , untuk setiap r ∈ R dan n ∈ N (Wahyuni dkk., 2016).

Berikut diberikan contoh submodul.

Contoh 2.4.6 Diberikan himpunan R3 atas ring R. Himpunan tak kosong N ⊂ R3,

dengan

N =



u

v

0

 |u, v ∈ R

.

Akan dibuktikan L merupakan submodul di R3.

Diberikan sebarang


u

v

0

,


x

y

0

 ∈ N dan r ∈ R, sehingga


u

v

0

-


x

y

0

 =


u− x

v − y

0

 ∈ N

dan

r


u

v

0

 =


ru

rv

0

 ∈ N .

Oleh karena itu, terbukti bahwa N merupakan submodul pada modul R3 atas ring

R.
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Setelah memahami definisi mengenai grup komutatif, grup faktor, dan submodul

maka selanjutnya akan dijelaskan mengenai terbentuknya modul faktor. Berikut

definisi modul faktor beserta contohnya.

Definisi 2.4.7 Diberikan modul M atas ring R dan S merupakan submodul di M .

Dapat dibentuk grup faktor ⟨M/S,+⟩ yang merupakan grup komutatif dengan M/S =

{m+ S|m ∈ M}. Didefinisikan perkalian skalar pada grup komutatif M/S sebagai

berikut:

r(m+ S) = rm+ S,

untuk setiap r ∈ R,m + S ∈ M/S. Karena S adalah submodul dari M , sehingga

perkalian skalar di grup komutatif M/S well defined, M/S membentuk modul atas R

yang disebut dengan modul faktor (Wahyuni dkk., 2016).

Contoh 2.4.8 Diberikan Z merupakan sebagai Z-modul dan 8Z merupakan sub-

modul di Z. Dapat dibentuk grup faktor Z/8Z = {0 + 8Z, 1 + 8Z, 2 + 8Z, 3 +

8Z, 4 + 8Z, 5 + 8Z, 6 + 8Z, 7 + 8Z}. Grup komutatif Z/8Z merupakan modul atas

Z terhadap operasi pergandaan skalar r(a + 8Z) = (ra) + 8Z, untuk setiap r ∈ Z

dan a + 8Z ∈ Z/8Z. Oleh karena itu, grup komutatif Z/8Z disebut modul faktor Z

modulo 8Z.

Selain membahas mengenai modul faktor, berikutnya akan dibahas terkait elemen

torsi, modul torsi dan modul bebas torsi. Berikut definisi elemen torsi beserta con-

tohnya.

Definisi 2.4.9 Diberikan modul M atas ring R. Elemen m ∈ M dikatakan elemen

torsi jika terdapat r ∈ R\0R sedemikian sehingga rm = 0M . Himpunan dari semua

elemen torsi di modul M dinotasikan dengan MT , yaitu

MT = {m ∈ M | rm = 0M , untuk suatu r ∈ R\0R} (Adkins & Weintraub, 1992).
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Contoh dari elemen torsi sebagai berikut.

Contoh 2.4.10 Elemen torsi dari modul Z7 atas Z adalah semua elemen di Z7.

Hal ini dikarenakan:

i) untuk 0 ∈ Z7, untuk setiap r ∈ Z\0 berlaku r · 0 = 0;

ii) untuk 1 ∈ Z7, terdapat 7 ∈ Z\0 sehingga 7 · 1 = 0;

iii) untuk 2 ∈ Z7, terdapat 7 ∈ Z\0 sehingga 7 · 2 = 0;

iv) untuk 3 ∈ Z7, terdapat 7 ∈ Z\0 sehingga 7 · 3 = 0;

v) untuk 4 ∈ Z7, terdapat 7 ∈ Z\0 sehingga 7 · 4 = 0;

vi) untuk 5 ∈ Z7, terdapat 7 ∈ Z\0 sehingga 7 · 5 = 0;

vii) untuk 6 ∈ Z7, terdapat 7 ∈ Z\0 sehingga 7 · 6 = 0;

Jadi, MT (Z7) = Z7.

Karena sebelumnya sudah memahami definisi dari elemen torsi, kemudian di bawah

ini akan diberikan definisi terkait modul torsi sebagai berikut.

Definisi 2.4.11 Diberikan modul M atas ring R dengan elemen satuan. Modul M

disebut modul torsi jika tiap elemen di M merupakan elemen torsi. Atau dengan

kata lain modul M = MT (himpunan semua elemen torsi) (Adkins & Weintraub,

1992).

Berikut diberikan contoh modul torsi.

Contoh 2.4.12 Dapat dilihat pada Contoh 2.4.10, didapatkan bahwa elemen torsi

dari modul Z7 atas Z adalah semua elemen di Z7 atau M = MT sehingga modul

Z7 atas Z adalah modul torsi.

Lain halnya dengan modul torsi, jika elemen torsi di modulnya hanya satu yaitu

hanya 0M , modul tersebut dikatakan modul bebas torsi, berikut definisinya.

Definisi 2.4.13 Diberikan modul M atas ring R dengan eleman satuan. Modul M

disebut modul bebas torsi jika elemen torsi di M hanya 0M . Dengan kata lain MT =

{0M} (Adkins & Weintraub, 1992).
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Berikut diberikan contoh modul bebas torsi.

Contoh 2.4.14 Diberikan modul Z7 atas ring Z7. Akan ditunjukkan bahwa modul

Z7 atas ring Z7 adalah modul bebas torsi.

0 ∈ MT (Z7), karena terdapat 1 ∈ Z7 sehingga 1 · 0 = 0.

MT (Z7) = 0 atau elemen torsi dari modul Z7 atas ring Z7 hanya 0. Jadi, MT (Z7) =

{0} sehingga modul Z7 atas ring Z7 adalah modul bebas torsi.

2.5 Relasi

Setelah membahas grup, ring, dan modul selanjutnya yaitu akan dibahas menge-

nai relasi yang digunakan pada penelitian ini. Sesuatu aturan yang memasangkan

anggota suatu himpunan ke anggota himpunan lain yaitu relasi. Relasi yang di-

gunakan yaitu relasi ekuivalensi, maka dari itu sebelumnya akan diberikan relasi

secara umum dari suatu himpunan.

Diberikan definisi relasi sebagai berikut.

Definisi 2.5.1 Relasi biner atau relasi bisa dinotasikan dengan R dari himpunan A

ke B merupakan himpunan bagian dari A×B. Relasi R adalah himpunan pasangan

terurut (a, b) dari setiap elemen pertama berasal dari A dan setiap elemen kedua

berasal dari B (Susilowati, 2016).

Berikut diberikan contoh agar lebih memahami terkait relasi.

Contoh 2.5.2 Diberikan himpunan A = {4, 8, 12, 16, 20}, dan B = {2, 4, 6, 9, 13,

18}. Relasi R dari himpunan A ke B didefinisikan sebagai berikut:

R = {(a, b) ∈ A×B | a > b}. Diperoleh R = {(4, 2), (8, 2), (8, 4), (8, 6), (12, 2),

(12, 4), (12, 6), (12, 9), (16, 2), (16, 4), (16, 6), (16, 9), (16, 13)}.

Suatu relasi dikatakan relasi ekuivalensi jika memenuhi sifat-sifat khusus. Diberik-

an definisinya sebagai berikut.

Definisi 2.5.3 Relasi θ dikatakan relasi ekuivalensi pada himpunan M jika θ me-

menuhi sifat khusus yaitu refleksif, simetris, dan transitif.
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i) Relasi θ bersifat refleksif pada M jika dan hanya jika untuk setiap a ∈ M ,

berlaku aθa.

ii) Relasi θ bersifat simetris pada M jika dan hanya jika untuk setiap a, b ∈ M ,

berlaku jika aθb maka bθa.

iii) Relasi θ bersifat transitif pada M jika dan hanya jika untuk setiap a, b, c ∈ M ,

berlaku jika aθb dan bθc maka aθc (Susilowati, 2016).

Berikut ini contoh relasi ekuvalensi pada suatu himpunan.

Contoh 2.5.4 Diberikan himpunan M = Z10 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Didefinisikan

relasi θ pada himpunan M , untuk setiap a, b ∈ S berlaku aθb jika dan hanya jika

a−b = 3k, dengan k ∈ Z. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa relasi θ merupakan

relasi ekuivalensi pada himpunan M .

i) Diberikan sebarang a ∈ M . Karena a − a = 0 = 3 · 0 dan 0 ∈ Z, diperoleh

aθa, untuk setiap a ∈ M . Oleh karena itu, relasi θ bersifat refleksif.

ii) Diberikan sebarang a, b ∈ M , dengan aθb. Artinya a− b = 3k untuk k ∈ Z.

Hal ini berakibat b − a = 3(−k), dengan −k ∈ Z. Oleh karena itu, bθa,

sehingga relasi θ bersifat simetris.

iii) Diberikan sebarang a, b, c ∈ M , dengan aθb dan bθc. Artinya a− b = 3k dan

c− b = 3l untuk k, l ∈ Z. Hal ini berakibat

a− c = (a− b) + (b− c) = 3k + 3l = 3(k + l),

dengan k + l ∈ Z. Oleh karena itu, aθc, sehingga relasi θ bersifat transitif.

Berdasarkan i), ii), dan iii), diperoleh relasi θ adalah relasi yang bersifat refleksif,

simetris dan transitif. Jadi, dapat disimpulkan bahwa relasi θ merupakan relasi ekui-

valensi. Di dalam relasi ekuivalensi terdapat partisi-partisi yang disebut kelas ekui-

valensi. Diberikan definisi kelas ekuivalensi sebagai berikut.

Definisi 2.5.5 Diberikan relasi θ yang merupakan relasi ekuivalensi pada himpunan

M dan a ∈ M . Kelas ekuivalensi dari a pada θ adalah [a]θ = {x : x ∈ M dan aθx}.

Dengan kata lain, dapat diartikan bahwa kelas ekuivalensi a pada θ memuat semua
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elemen pada himpunan M yang mempunyai relasi dengan a (Bagirmaz & Ozcan,

2015).

Berikut diberikan contoh kelas ekuivalensi.

Contoh 2.5.6 Berdasarkan Contoh 2.5.4, relasi θ merupakan relasi ekuivalensi pada

himpunan M . Diperoleh kelas-kelas ekuivalensi pada Contoh 2.5.4 yaitu:

E1 = [0] = {0, 3, 6, 9};

E2 = [1] = {1, 4, 7};

E3 = [2] = {2, 5, 8}.

Diperoleh kelas-kelas ekuivalensi yang diperoleh yaitu E1, E2, E3.

2.6 Ruang Aproksimasi

Setelah mambahas definisi beserta contohnya mengenai relasi ekuivalensi dan kelas

ekuivalensi, berikutnya akan diberikan definisi ruang aproksimasi.

Definisi 2.6.1 Pasangan (U, θ) dengan U merupakan himpunan semesta yang tak

kosong dan θ merupakan relasi ekuivalensi pada U disebut ruang aproksimasi

(Davvaz dkk., 2021).

Berikut ini contoh ruang aproksimasi.

Contoh 2.6.2 Berdasarkan Contoh 2.5.4 telah dibuktikan bahwa θ merupakan relasi

ekuivalensi pada himpunan tak kosong S, sehingga pasangan (M, θ) disebut ruang

aproksimasi.

Dari kelas ekuivalensi yang sudah dijelaskan, selanjutnya dapat ditentukan aprok-

simasi atas dan aproksimasi bawah. Sebelum itu diberikan definisi aproksimasi atas

dan aproksimasi bawah sebagai berikut.

Definisi 2.6.3 Diberikan himpunan semesta U dan relasi ekuivalensi θ dari U mem-

bentuk ruang aproksimasi K = (U, θ) dan himpunan bagian X dari U atau di-

notasikan dengan X ⊆ U . Aproksimasi atas dan aproksimasi bawah didefinisikan

sebagai berikut.
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a. Aproksimasi atas Apr(X) adalah gabungan seluruh kelas ekuivalensi yang

irisannya dengan X tidak kosong, atau dinyatakan Apr(X) = {x ∈ U | [x]θ∩

X ̸= ∅}.

b. Aproksimasi bawah Apr(X) adalah gabungan seluruh kelas ekuivalensi yang

termuat di X , atau dinyatakan Apr(X) = {x ∈ U | [x]θ ⊆ X}.

Selanjutnya dapat dibentuk pasangan berurut aproksimasi bawah dan aproksimasi

atas dari himpunan X dinotasikan yakni Apr(X) = (Apr(X), Apr(X)) pada ruang

aproksimasi K (Davvaz dkk., 2021).

Berikut diberikan contoh menentukan aproksimasi atas dan bawah.

Contoh 2.6.4 Diberikan ruang aproksimasi (U, θ) dengan himpunan U = {x1, x2,

x3, . . . , x15} dan θ merupakan relasi ekuivalensi di U dengan kelas ekuivalensi se-

bagai berikut:

G1 = {x1, x2, x9};

G2 = {x3, x5, };

G3 = {x4, x7};

G4 = {x6, x10};

G5 = {x8, x11, x12, x15};

G6 = {x13, x14}.

Diberikan himpunan X ⊆ U , dengan X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7}, maka aprok-

simasi atas dan aproksimasi bawah dari X sebagai berikut:

Apr(X) = G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4 = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x9, x10};

Apr(X) = G2 ∪G3 = {x3, x4, x5, x7}.

Diperoleh: Apr(X) = (x3, x4, x5, x7, x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x9, x10).

2.7 Himpunan Rough

Teori himpunan rough dikenalkan pertama kali oleh seorang matematikawan yang

bernama Zdzislaw Pawlak pada tahun 1982. Teori himpunan rough ini merupakan
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suatu pendekatan matematika untuk mengelola informasi yang tidak lengkap dan

mengatasi ketidakpastian dalam menganalisa pola data. Oleh karena itu, pada sub-

bab ini akan memahami definisi dari himpunan rough beserta contohnya.

Berikut diberikan definisi dari himpunan rough.

Definisi 2.7.1 Diberikan ruang aproksimasi (U, θ) dan X adalah himpunan bagi-

an U . Himpunan X dikatakan himpunan rough pada (U, θ) jika dan hanya jika

Apr(X)− Apr(X) ̸= ∅ (Reddy dkk., 2018).

Berikut ini ilustrasi himpunan rough.

Gambar 2.1 Ilustrasi himpunan rough

Selanjutnya berikut diberikan contoh himpunan rough.

Contoh 2.7.2 Lihat kembali pada Contoh 2.6.4 diperoleh aproksimasi bawah yaitu

Apr(X) = {x3, x4, x5, x7} dan aproksimasi atasnya yaitu Apr(X) = {x1, x2, x3,

x4, x5, x6, x7, x9, x10}. Oleh karena itu, Apr(X)−Apr(X) = {x1, x2, x6, x9, x10} ≠

∅. Jadi, himpunan X adalah himpunan rough. (Reddy dkk., 2018).

2.8 Grup Rough

Selanjutnya akan dibahas mengenai penerapan konsep himpunan rough pada grup

sehingga membentuk grup rough. Berikut diberikan definisi grup rough.
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Definisi 2.8.1 Diberikan ruang aproksimasi K = (U, θ) dan operasi biner ∗ pada

U . Himpunan G ⊆ U disebut grup rough jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai

berikut:

i) untuk setiap a, b ∈ G, berlaku a ∗ b ∈ Apr(G);

ii) untuk setiap a, b, c ∈ G, berlaku a∗(b∗c) = (a∗b)∗c, (berlaku sifat asosiatif

di Apr(G));

iii) terdapat e ∈ Apr(G), sehingga untuk setiap a ∈ G, berlaku a∗e = e∗a = a,

(e adalah elemen identitas rough dari grup rough G);

iv) untuk setiap a ∈ G, terdapat b ∈ G sehingga a ∗ b = b ∗ a = e, (b adalah

elemen invers rough dari a di G) (Agusfrianto dkk., 2022).

Setelah memahami definisi grup rough, berikutnya akan memahami definisi dari

subgrup rough. Definisi subgrup rough, diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.8.2 Diberikan grup rough G dan himpunan tak kosong H , dengan H ⊆

G. Himpunan H disebut subgrup rough dari G jika H juga merupakan grup rough

dengan operasi biner yang sama dengan G (Kumar dkk., 2020)).

Kemudian subgrup rough juga dapat didefiniskan jika memenuhi dua aksioma. Ber-

ikut ini diberikan definisi lain subgrup rough.

Definisi 2.8.3 Diberikan grup rough G dan H ⊆ G. Himpunan H merupakan sub-

grup rough dari G jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

i) untuk setiap a, b ∈ H, a ∗ b ∈ Apr(H);

ii) untuk setiap a ∈ H, a−1 ∈ H (Agusfrianto dkk., 2022).
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Diberikan juga mengenai definisi grup rough komutatif sebagai berikut.

Definisi 2.8.4 Grup rough G dikatakan grup rough komutatif jika untuk setiap

a, b ∈ G berlaku a ∗ b = b ∗ a, (berlaku sifat komutatif di Apr(G)) (Kumar dkk.,

2020)).

Setelah memahami mengenai, grup rough, subgrup rough dan grup rough komuta-

tif, selanjutnya yang dibahas yakni definisi koset rough kanan dan koset rough kiri.

Berikut diberikan definisi koset rough kanan.

Definisi 2.8.5 Diberikan ruang aproksimasi (U, θ), grup rough G ⊆ U dan subgrup

rough H dari G. Himpunan

Apr(H) ∗ a = {h ∗ a | h ∈ Apr(H), a ∈ G, h ∗ a ∈ G} ∪ a,

Apr(H) ∗ a dikatakan koset rough kanan dari H yang memuat elemen a

(Miao dkk., 2005).

Selanjutnya yaitu definisi koset rough kiri sebagai berikut.

Definisi 2.8.6 Diberikan ruang aproksimasi (U, θ), grup rough G ⊆ U dan subgrup

rough H dari G. Himpunan

a ∗ Apr(H) = {a ∗ h | a ∈ G, h ∈ Apr(H), a ∗ h ∈ G} ∪ a,

a ∗ Apr(H) dikatakan koset rough kiri dari H yang memuat elemen a

(Miao dkk., 2005).

Kemudian setelah memahami definisi dari koset rough kanan dan koset rough kiri,

berikutnya jika suatu subgrup rough membentuk koset rough kanan sama dengan

koset rough kiri maka dikatakan subgrup normal rough. Definisi subgrup normal

rough sebagai berikut.
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Definisi 2.8.7 Diberikan subgrup rough N dari grup rough G. Jika a ∗ Apr(N) =

Apr(N) ∗ a untuk setiap a ∈ G, maka N disebut subgrup normal rough dari G,

yang dinotasikan dengan N ◁ G (Zhang dkk., 2006).

Berikut definisi grup faktor rough.

Definisi 2.8.8 Diberikan subgrup normal rough N dari grup rough G dan G/N =

{gApr(N) | g ∈ G}. Dapat dibentuk ⟨G/N, ∗⟩ yang merupakan grup rough yang

disebut dengan grup faktor rough dari G, dengan ∗ didefinisikan dengan,

g1Apr(N) ∗ g2Apr(N) = g1g2Apr(N)

untuk setiap g1Apr(N), g2Apr(N) ∈ G/N (Zhang dkk., 2006).

2.9 Ring Rough

Setelah membahas terkait grup rough, berikutnya akan diberikan himpunan rough

dengan dua operasi biner yang membentuk ring rough. Berikut ini merupakan defi-

nisi dari ring rough.

Definisi 2.9.1 Sistem aljabar ⟨R,+, ∗⟩ disebut ring rough jika memenuhi aksioma-

aksioma berikut:

i) ⟨R,+⟩ grup rough terhadap operasi +;

ii) ⟨R, ∗⟩ semigrup rough terhadap operasi ∗;

iii) untuk setiap a, b, c ∈ R, berlaku (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c (hukum distributif

kiri) dan a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c (hukum distributif kanan)

(Miao dkk., 2005).

Setelah memahami definisi dari ring rough selanjutnya akan dibahas juga definisi

dari subring rough, sebagai berikut.

Definisi 2.9.2 Diberikan ring rough R dan himpunan tak kosong S ⊆ R. Himpunan

S dikatakan subring rough dari ring rough R jika memenuhi aksioma berikut:

i) untuk setiap s1, s2 ∈ S, berlaku s1 − s2 ∈ Apr(S);

ii) untuk setiap s1, s2 ∈ S, berlaku s1 ∗ s2 ∈ Apr(S)(Miao dkk., 2005).
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2.10 Modul Rough

Setelah memahami definisi-definisi dan contoh-contoh pada subbab sebelumnya,

selanjutnya akan dibahas mengenai modul rough, yang mana pada subbab ini juga

akan dibahas mengenai modul faktor rough atas ring rough yang menjadi topik inti

dari penelitian ini.

Definisi 2.10.1 Diberikan ring rough ⟨R,+, ∗⟩ dengan elemen satuan dan grup ro-

ugh komutatif ⟨M,+
′⟩. Himpunan M dikatakan modul rough kiri atas ring rough

R jika terdapat pemetaan:

· : Apr(R)× Apr(M) → Apr(M)

(a, x) 7→ ax

berlaku:
i) a(x+

′
y) = ax+

′
ay;

ii) (a+ b)x = ax+
′
bx;

iii) (a ∗ b)x = a(bx);

iv) 1x = x, dengan 1 merupakan elemen satuan dari R,

untuk setiap a, b ∈ R, x, y ∈ M (Zhang dkk., 2006).

Selanjutnya, berikut merupakan definisi dari modul rough kanan.

Definisi 2.10.2 Diberikan ring rough ⟨R,+, ∗⟩ dengan elemen satuan dan grup rou-

gh komutatif ⟨M,+
′⟩. Himpunan M dikatakan modul kanan rough atas ring rough

R jika terdapat pemetaan:

· : Apr(M)× Apr(R) → Apr(M)

(x, a) 7→ xa

berlaku:

i) (x+
′
y)a = xa+

′
ya;
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ii) x(a+ b) = xa+
′
xb;

iii) x(a ∗ b) = (xa)b;

iv) x1 = x, dengan 1 merupakan elemen satuan dari R;

untuk setiap a, b ∈ R, x, y ∈ M (Zhang dkk., 2006).

Setelah memahami mengenai modul kiri rough dan modul kanan rough, berikutnya

diberikan definisi mengenai submodul rough.

Definisi 2.10.3 Diberikan modul rough M dan himpunan tak kosong N , N ⊆ M .

Himpunan N disebut submodul rough dari M , jika N memenuhi aksioma-aksioma

berikut:

i) himpunan N merupakan subgrup rough dari M ;

ii) untuk setiap a ∈ R, y ∈ N , berlaku ay ∈ Apr(N) (Zhang dkk., 2006).

2.11 Modul Faktor Rough atas Ring Rough

Pada subbab ini akan membahas mengenai definisi dari modul faktor rough atas

ring rough, karena sebelumnya sudah memahami tentang grup rough komutatif,

subgrup normal rough, ring rough, modul rough dan submodul rough maka selan-

jutnya yang akan dibahas yakni modul faktor rough atas ring rough.

Diberikan definisi dari modul faktor rough atas ring rough, sebagai berikut.

Definisi 2.11.1 Diberikan himpunan M adalah modul rough atas ring rough R dan

himpunan S adalah submodul rough dari R- modul rough M . Dapat dibentuk grup

faktor rough ⟨M/S,+⟩ yang merupakan grup rough komutatif, dengan M/S = {m =

m + Apr(S) | m ∈ M}. Didefinisikan perkalian skalar di grup rough komutatif

M/S sebagai berikut:

rm = r(m+ Apr(S)) = rm+ Apr(S),

untuk setiap r ∈ R,m ∈ M/S. Karena S adalah submodul rough dari M , sehingga

perkalian skalar di grup rough komutatif M/S well defined, M/S membentuk modul

rough atas ring rough R yang disebut dengan modul faktor rough (Zhang dkk.,

2006).



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2023/2024 di Jurus-

an Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas -

Lampung yang beralamat di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong

Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Pada penelitian ini dilakukan dengan menggunakan studi literatur yang diperoleh

dari jurnal, buku dan artikel ilmiah yang berkaitan dengan penelitian ini serta meng-

kaji definisi maupun teorema yang berhubungan dengan permasalahan penelitian.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini dapat dilihat pada

diagram berikut:
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Gambar 3.1 Diagram metode penelitian



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang telah dibahas pada Bab IV dapat disimpulkan bahwa jika

diberikan ruang aproksimasi (U, θ) dengan ⟨U, ∗⟩ modul hingga dan aθb jika dan

hanya jika a − b ∈ S, untuk setiap a, b ∈ U dan S submodul U , terdapat ruang

aproksimasi (U ′
, θ

′
), dengan U

′
= {a+ E|a ∈ U}, untuk suatu E submodul U .

Selanjutnya, diperoleh bahwa grup faktor rough ⟨M/S,+⟩ yang juga merupakan

grup rough komutatif dengan M adalah modul rough atas ring rough R, dan S su-

bmodul rough di M , sehingga himpunan M/S didefinisikan dengan M/S = {m =

m+ Apr(S)}, serta didefinisikan operasi perkalian skalar di grup rough komutatif

M/S. Karena S adalah submodul rough dari M , maka perkalian skalar di grup ro-

ugh komutatif M/S well defined. Oleh karena itu, himpunan M/S merupakan modul

faktor rough atas ring rough. Karena S merupakan submodul rough di M maka

Apr(S) merupakan submodul. Jadi, S merupakan sebarang himpunan bagian tak

kosong dari E yang berakibat Apr(S) = E, dengan E submodul U .

Berdasarkan pembahasan sifat modul faktor rough diperoleh bahwa jika setiap ele-

men modul faktor rough M/S atas ring rough R merupakan elemen torsi, maka M/S

disebut modul torsi rough. Selanjutnya bahwa himpunan semua elemen torsi rou-

gh atau MT merupakan submodul rough di M/S. Kemudian penggunaan program

Python dalam mengonstruksi modul faktor rough atas ring rough dapat membantu

dan mengefisiensikan waktu pengerjaan.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil dan pembahasan, berikut ini merupakan beberapa hal yang disa-

rankan bagi penelitian selanjutnya yaitu:

1. dalam mengonstruksi modul faktor rough atas ring rough masih sedikit mene-

mukan sifat-sifatnya tetapi memungkinkan terdapat sifat modul faktor rough

atas ring rough yang lainnya untuk diteliti lebih lanjut;

2. dalam mengonstruksi modul faktor rough atas ring rough, disarankan meng-

gunakan himpunan universal lain selain dari yang ada di penelitian ini, terle-

bih lagi terkait relasi pada ruang aproksimasi baru yang terbentuk agar kelas

ekuivalensi yang diperoleh memiliki lebih dari satu kelas ekuivalensi.
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