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ABSTRACT

APLIK APPLICATION OF DIFFERENTIAL TRANSFORMATION METHOD TO
SECOND-ORDER RICCATI DIFFERENTIAL EQUATION

By
ABDUL KHOLIQ

In general, ordinary differential equations can be divided into two, namely linear
ordinary differential equations and non-linear ordinary differential equations. One
special type of non-linear differential equation is the Riccati equation whose

equation is Z—i’ = P(x)y? + Q(x)y + R(x). One of the methods that can be used to

solve non-linear ordinary differential equations is by using the differential
transformation method.

The purpose of this study is to solve the problem of ordinary differential equations,
namely the second-order Riccati Differential equation, using the Differential
Transformation Method. The solution of Riccati differential equation with
differential transformation method is done by transforming the Riccati differential
equation according to the transformation properties.
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ABSTRAK

APLIKASI METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL PADA PERSAMAAN
DIFERENSIAL RICCATI ORDE DUA

OLEH
ABDUL KHOLIQ

Secara umum persamaan diferensial biasa dapat dibagi menjadi dua yaitu
persamaan diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa tak linear.
Salah satu tipe khusus dari persamaan diferensial tak linear adalah persamaan

Riccati yang persamaannya berbentuk Z—z = P(x)y? + Q(x)y + R(x). Salah satu

metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa
tak linear adalah dengan menggunakan metode transformasi diferensial.

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menyelesaikan masalah persamaan
diferensial biasa yaitu persamaan Diferensial Riccati orde dua, dengan
menggunakan Metode Transformasi Diferensial. Penyelesaian persamaan
diferensial Riccati dengan metode transformasi diferensial dilakukan dengan
mentransformasikan persamaan diferensial Riccati sesuai dengan sifat-sifat
transformasi.

a2y© _

dt?

Hasil persamaan Riccati = 4y? (t) + t dengan nilai awal y(0) =1 dan

y'(0) =0 adalah (x)—1+2x+ x3 +- x+ x+ x+ Hasil
persamaan Riccati ddyt(t) =y (t)+4t+2 dengan nilai awal y(0) =1 dan

y'(0) = 1adalah (x) =1+ x + x L34l Lx +13 5+ x N

Kata Kunci: Metode Transformasi Diferensial, Persamaan Diferensial Biasa,
Persamaan Diferensial Riccati.
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. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Persamaan diferensial merupakan salah satu konsep dasar dalam matematika dan
digunakan untuk menggambarkan hubungan antara fungsi dan turunannya.
Persamaan diferensial juga dapat diartikan sebagai persamaan yang mengandung
turunan dari satu atau lebih fungsi yang belum diketahui. Meskipun persamaan
seperti itu seharusnya disebut “persamaan turunan”, tetapi istilah “persamaan
diferensial” (aequation differentialis) sudah umum digunakan. Persaamaan ini
diperkenalkan oleh Leibniz dan digunakan secara umum pada tahun 1676 (Finizo
dan Ladas, 1988). Persamaan diferensial juga sering muncul dalam berbagai
bidang ilmu pengetahuan seperti fisika, matematika, teknik, dll. Secara umum
persamaan diferensial dapat dibagi menjadi dua kategori besar, yaitu Persamaan
Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP). (Setiawa,

2006)

Sedangkan sistem persamaan diferensial adalah kumpulan dari dua atau lebih

persamaan diferensial yang saling berkaitan dan harus diselesaikan secara



bersamaan. Sama halnya dengan pesamaan diferensial sistem persamaan
diferensial dibedakan menjadi sistem persamaan diferensial biasa dan parsial.
Sistem persamaan diferensial biasa melibatkan turunan suatu fungsi terhadap satu
variabel bebas, sedangkan sistem persamaan diferensial parsial melibatkan
turunan suatu fungsi terhadap dua atau lebih variabel bebas. Metode
penyelesaiandari persamaan diferensial meliputi metode analitik dan numerik.
Metode analitik melibatkan penyelesaian sistem persamaan diferensial secara
eksplisit, sedangkan metode numerik melibatkan penggunaan komputer untuk

menyelesaikan sistem persamaan diferensial secara numerik.

Selain adanya berbagai jenis persamaan diferensial, cara atau metode
penyelesaiannya pun bermacam-macam. Ada beberapa metode umum
penyelesaian persamaan diferensial biasa (PDB) seperti metode Euler, pemisahan
variabel, deret pangkat, reduksi, deret pangkat, dan masih banyak lagi yang dapat

disesuaikan dengan bentuk dan jenisnya.

Pada tahun 1986, Zhou mengenalkan metode yang dapat menyelesaikan
persamaan diferensial linier dan nonlinier secara bersamaan, yaitu Metode
Transformasi Diferensial (E. Katizah, 2015). Metode tersebut telah banyak
digunakan dalam menyelesaikan berbagai permasalahan dan persamaan, antara
lain persamaan diferensial Riccati, permasalahan Goursat, permasalahan batuan
planar satu dimensi, permasalahan difusi reaksi Cauchy, dan persamaan

gelombang panjang dispersif..



Pada umumnya persamaan diferensial biasa nonlinear dilinierkan terlebih dahulu
kemudian diselesaikan dengan metode persamaan diferensial. Akan tetapi tidak
seluruh persamaan diferensial biasa nonlinier dapat dilinierkan secara langsung.
Dengan menggunakan metode transformasi diferensial, dapat menyelesaikan
persamaan diferensial biasa nonlinier tanpa linierisasi. Metode ini adalah langkah
iteratif dalam memperoleh solusi analitik deret Taylor. Metode ini juga
merupakan metode penyelesaian persamaan nonlinier dengan menggunakan

metode numerik, dan hasil yang diperoleh merupakan perkiraan.

Oleh sebab itu, penelitian ini akan mengeksplorasi bagaimana penerapan metode
transformasi diferensial dalam menyelesaikan persamaan diferensial Riccati orde

kedua.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menyelesaikan masalah persamaan
diferensial biasa yaitu persamaan Diferensial Riccati orde dua, dengan

menggunakan Metode Transformasi Diferensial.



1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah :

1.

Dapat mengaplikasikan metode Transformasi Diferensial dalam
menyelesaikan persamaan diferensial Riccati orde dua.

Mengetahui sifat- sifat serta langkah—langkah pada metode transformasi
diferensial.

Sebagai bahan referensi mengenai Persamaan Diferensial biasa tak linear



. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat variabel bebas,
variabel terikat, dan turunan variabel terikat terhadap variabel bebas. Misalkan
f(x) mendefinisikan sebuah fungsi dari x pada suatu interval I:a < x < b.
persamaan diferensial merupakan persamaan yang memuat derivative dari
f(x). Orde persamaan diferensial adalah pangkat tertinggi pada persamaann

yang telah diturunkan ( Darmawijoyo, 2011 ).

Contoh :

dy _

™ +y= 0 (21)
a’y 2 _

2 tytx +5 =0 (2.2)

2.2 Orde (Tingkatan) dan Degree (Derajat)

Persamaan diferensial biasa berorde n yaitu persamaan yang bentuknya:

F(xy,y,y" ..,y™) =0 yang menyatakan hubungan antara variabel x,



variabel terikat y(x) dan turunannya yaitu y, y’,y", ...,y . Oleh karena itu,
suatu persamaan diferensial dikatakan mempunyai orde n. Jika suatu turunan
yang paling tinggi pada suatu persamaan diferensial, maka turunan tersebut
merupakan turunan orde n. Jika turunan tertinggi suatu persamaan diferensial
berderajat k, maka persamaan diferensial tersebut dikatakan mempunyai

degree (derajat) . (Kartono, 1994)

Contoh :

1. xZ—Z + 5y = 6 ; orde 1, derajat 1 (2.3)
3 -

2. (xi—;’) + (x)? = 2 ; orde 3, derajat 1 (2.4)

2.3 Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan diferensial biasa adalah suatu bentuk persamaan yang memuat
turunan dari satu atau lebih variabel terikat terhadap suatu variabel bebas
suatu fungsi. Penentuan orde suatu persamaan diferensial bergantung pada
kandungan turunan fungsi dalam persamaan diferensial tersebut. Orde atau
deret suatu persamaan diferensial merupakan orde tertinggi dari turunan

persamaan diferensial tersebut.. (Dame, 2020)



Contoh :
1. y'—sinx —cosx =0 (2.5)
2. y'+2y=0 (2.6)

2.4 Persamaan Diferensial Linear

Secara umum, persamaan diferensial linear orde n adalah persamaan yang

berbentuk: a, (x)y™ + an_l(x)y(”‘l) + - +a, )y +a,(x)y = f(x)

Misalkan koefisien-koefisiennya a, (x), a,,_1(x), a;(x), ...ay,(x) dan fungsi
f(x) merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada suatu selang | dan bahwa
koefisien pertama a, (x) # 0 untuk setiap x € I. Selang | disebut selang
definisi (selang asal) dari persamaan diferensial itu. Jika fungsi f identik
dengan nol, maka persamaan di atas homogen. Jika f'(x) tak identik nol, maka

persamaan tersebu takhomogen.

Bila koefisien a,,(x),a,,_1(x),a,(x), ...ay(x) yaitu tetap, persamaan di atas
dikatakan persamaan diferensial linear dengan koefisien konstanta, dilain
pihak merupakan persamaan-persamaan dengan koefisien-koefisien peubah.

Berikut merupakan contoh-contoh persamaan diferensial linear :



xy'—=2y=x3;x#0 (2.7)
y" +2y"+3y =cosx (2.8)

Persamaan (2.7) persamaan diferensial linear tak homogen orde 1 dengan
koefisien konstanta. Persamaan (2.8) diferensial linear tak homogen orde 2
dengan koefisien konstanta. Istilah linier berkaitan dengan tiap suku
dipersamaan diferensial itu, peubah - peubah y,y’, ...,y™ berderajat satu atau

nol. ( Finizo, N & Ladas, G. 1988 )

2.5 Persamaan Diferensial Tak Linear

ao(O)y"™ + a, (O)y ™V + -+ a,(D)y = g(t) (2.9)

Persamaan Diferensial tak linear adalah persamaan yang tidak dapat ditulis
dalam bentuk linear, yaitu persamaan yang mengandung suku-suku yang tidak
dapat diwakili oleh kombinasi linear dari fungsi-fungsi yang diberikan.

Berarti persamaan yang tidak dalam bentuk (2.9) merupakan persamaan tak
2
linear. Contoh persaman tak linear yaitu : % + siny = 0 persamaan tersebut

tak linear (Waluyo, 2006).



2.6 Persamaan Diferensial Riccati

Tipe khusus lain dari persamaan diferensial orde satu adalah Persamaan
Riccati. Persamaan Riccati dikenalkan oleh matematikawan asal Italy yang
bernama Vicenzo Riccati (1701-1775). Bentuk standar dari persamaan Riccati
adalah

2 = PGy + 0y + R() P(x) %0

Solusi persamaan diferensial Riccati bergantung pada fungsi P(x),
Q(x) dan R(x). Apabila R(x) = 0 maka persamaan diferensial Riccati akan
berbentuk Persamaan Diferensial Bernoulli sedangkan apabila Q(x) =0

maka menjadi Persamaan Diferensial orde-1. (Shepley L. Ross, 1996).

2.7 Transformasi Diferensial

Transformasi diferensial adalah salah satu metode matematika yang
digunakan untuk mengubah persamaan diferensial menjadi bentuk yang lebih
mudah untuk dipecahkan. Transformasi diferensial melibatkan penggunaan
fungsi transformasi, seperti transformasi Laplace, transformasi Fourier, dan
transformasi Z. yang kemudian dapat diselesaikan dengan lebih mudah

menggunakan teknik aljabar. Transformasi diferensial juga dapat digunakan
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untuk menyelesaikan persamaan diferensial. Transformasi diferensial adalah
teknik yang sangat berguna dalam matematika dan berbagai bidang ilmu

pengetahuan, seperti fisika, teknik, dan ekonomi. (Rahayu,2012).

2.8 Deret Taylor

Deret Taylor adalah representasi fungsi matematika sebagai jumlah tak
terhingga dari suku-suku turunan fungsi tersebut di satu titik tertentu. Deret
ini diberi nama sesuai dengan matematikawan Inggris, Brook Taylor, yang

mengembangkan konsep ini pada abad ke-18.

Secara umum, deret Taylor dari fungsi f(x) di sekitar titik a dapat ditulis

sebagai:

F3) (a)

F'(a) F"(a) 2
f@+——@-a)+—=—x-a) +—

- (x—a)+--

Dimana f'(a), f"'(a), f'"'(a), dan seterusnya adalah turunan fungsi f(x) di
titik a. Suku-suku deret ini digunakan untuk mendekati fungsi asli dalam
interval tertentu di sekitar titik a. Secara ringkas bentuk umum deret Taylor

dapat ditulis
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Dengan n! melambangkan factorial n dan £ (a) melambangkan nilai dari
turunan ke-n dari f pada titik a. Deret ini disebut juga sebagai Deret
Maclaurin, yang dinamakan berasal dari nama matematikawan Skotlandia

yaitu Colin Maclaurin ( Thomas, Finney dan L.R0ss,1996 ).



1. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2023/2024 di
Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam

Universitas Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan pada penulisan ini adalah dengan
meninjau literatur terkait Persamaan Diferensial Ricati di Internet, jurnal,
buku pendukung matematika, dil.
Tahapan penelitian yang dilakukan adalah:
1. Mempelajari literatur berupa buku dan jurnal yang berkaitan
dengan persamaan diferensial.
2. Memahami, mempelajari dan mendefinisikan  persamaan

diferensial nonlinier yaitu Persamaan Diferensial Riccati
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3. Memahami dan mempelajari Metode Transformasi Diferensial
4. Menyelesaikan Persamaan Diferensial Riccati menggunakan

metode transformasi diferensial.



V. KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dan hasil yang sudah dilakukan, maka dapat diambil

kesimpulan sebagai berikut:
1. Persamaan Diferensial Riccati dapat diselesaikan tanpa melakukan
linearisasi dengan menggunakan metode transformasi diferensial.

2
2. Hasil persamaan Riccati 228 = 4y2(t) + t dengan nilai awal y(0) =
P dt?

1 dan y'(0) = 0 yaitu :

16

Y(2) = 2,Y(3) = %,Y(4) = %,Y(S) = %,Y(6) ==, .

Sehingga diperoleh :
15

1 4 1
y(O) =14 2x% + 227 +2xt + 2% + x4

2
3. Hasil persamaan Riccati ddL(t)zyz(t)+4t+2 dengan nilai awal

t2

y(0) = 1dany'(0) =1 yaitu:
V@) =2 Y@ = 1Y®) =35,Y(E) = o, Y(6) = 7o,

Sehingga diperoleh :

3 1 13 53
— 2 3,5 _,4 5 6 4 ..
y(x)—1+x+2x +x +3x +40x +240x +
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5.2 Saran

Penelitian ini hanya membahas penyelesaian Persamaan Diferensial Riccati orde
kedua, sehingga apabila pembaca ingin melanjutkan penelitian ini, peneliti
menyarankan untuk menyelesaikan persamaan diferensial Riccati orde ketiga

atau lebih tinggi.



DAFTAR PUSTAKA

Abdy,M. dkk. 2019. Persamaan Riccati dengan Metode Adams- Bashforth-
Moulton. Jurnal, Vol. 1, No. 2, 2019.

Boyce, W.E and Dil Prima, R.C. 1997. Elementary Differential Equitions and
Boundary Value Problems. Sixth Edition. John Wiley and Sons, New York.

Darma,W. 2011. Persamaan Diferensial Biasa. Erlangga. Palembang

Finizio, N. dan G. Ladas. 1988. Persamaan Diferensial Biasa Dengan Penerapan
Modern. Ed. Ke-2. Erlangga, Jakarta.

Kartono. 1994. Penuntun Belajar Persamaan Diferensial. Andi Offset, Yogyakarta.

Rahayu, Sugianto dan Prihandono, B. Penyelesaian Persamaan Diferensial Tak
Linear dengan Metode Transformasi Diferensial. Jurnal, Vol. 01, No. 1,
2012.

Shepley L. Ross. 1996. Introduction To Ordinary Differential Equation, Third
Edition. New York.

Waluyo,S.B. 2006. Persamaan Diferensial. Graha limu, Yogyakarta
Wardiman.1981. Persamaan Diferensial. Citra Offset, Yogyakarta.

Wartono. Muhaijir, M. 2013. Penyelesaian Persamaan Riccati Dengan
Menggunakan Metode Dekomposisi Adomian Laplace. Jurnal, Vol. 10, No.
2,2013.



