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ABSTRACT 

 

 

MATHEMATICAL MODELING IN THE CASE OF THREE 

PREDATORS ONE PREY WITH TWO INFECTED PREDATORS 

 

 

 

By 

 

 

Hasna Wida Saifana 

 

 

 

 

Predator-Prey or Lotka-Voltera mathematical modeling usually involves 2 species, 

namely one type of predator species and one type of prey species. However, this 

research will involve three types of predator species(𝑥, 𝑦, 𝑧) and one type of prey 

species(𝑚). Where the three types of predator species compete with each other to 

hunt for food (prey), and there are two types of predator species, namely the second 

type of predator(𝑦) and the third type of predator(𝑧) that are infected with infection 

into the second type of predator infected(𝑖) and the third type of predator 

infected(𝑗). Both infected predator species(𝑖, 𝑗) are given treatment. Healthy 

predators(𝑦, 𝑧) are vaccinated to reduce the chance of more predators becoming 

infected. This situation results in a nonlinear system of equations. With 

predetermined constraints, four equilibrium points are obtained, namely 𝐸0 =

(0,0,0,0,0,0), 𝐸1 = (0,0,
𝛽

𝑓3
, 0,0,

𝑐3

𝑐2
), 𝐸2 = (

𝛽

𝑓1
 ,0,0,0,0,

𝑎2

𝑎1
), dan  

𝐸3 = (0 ,
𝛽

𝑓2
, 0,0,0,

𝑏3

𝑏2
).  The stability of the system can be known by substituting the 

equilibrium points into the Jacobian matrix to obtain the eigenvalues of the 

characteristic equation. 
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ABSTRAK 

 

 

PEMODELAN MATEMATIKA PADA KASUS TIGA PREDATOR SATU 

PREY DENGAN DUA PREDATOR TERINFEKSI 

 

 

 

By 

 

 

Hasna Wida Saifana 

 

 

 

 

Pemodelan matematika Predator-Prey atau Lotka-Voltera biasanya melibatkan 2 

spesies yaitu satu jenis spesies predator dan satu jenis spesies prey. Namun 

penelitian kali ini akan melibatkan tiga jenis spesies predator(𝑥, 𝑦, 𝑧) dan satu jenis 

spesies prey(𝑚). Dimana ketiga jenis spesies predator saling bersaing untuk 

berburu makanan (prey), dan terdapat dua jenis spresies predator yaitu predator 

jenis kedua(𝑦) dan predator jenis ketiga(𝑧) yang terjangkit infeksi menjadi predator 

jenis kedua terinfeksi(𝑖) dan predator jenis ketiga terinfeksi(𝑗). Kedua spesies 

predator yang terinfeksi(𝑖, 𝑗) diberikan perlakuan treatment atau pengobatan. 

Predator(𝑦, 𝑧) yang sehat diberikan perlakuan vaksinasi untuk mengurangi peluang 

lebih banyak predator(𝑦, 𝑧) yang terinfeksi. Keadaan ini menghasilkan sistem 

persamaan nonlinear. Dengan Batasan yang telah ditentukan, diperoleh empat titik 

ekulibrium yaitu 𝐸0 = (0,0,0,0,0,0), 𝐸1 = (0,0,
𝛽

𝑓3
, 0,0,

𝑐3

𝑐2
), 𝐸2 =

 (
𝛽

𝑓1
 ,0,0,0,0,

𝑎2

𝑎1
), dan 𝐸3 = (0 ,

𝛽

𝑓2
, 0,0,0,

𝑏3

𝑏2
). kestabilan sistem dapat diketahui 

dengan mensubstitusikan titik ekuilibrium kedalam matriks Jacobian untuk 

mendapatkan nilai eigen dari persamaan karakteristiknya. 

 

Kata Kunci: Pemodelan Predator-Prey, Lotka-Voltera, Titik Ekuilibrium, 

Ekosistem 
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BAB I PENDAHULUAN 

 

 

 

 1.1 Latar Belakang 

 

 

Populasi adalah kumpulan individu yang memiliki jenis dan karakteristik yang 

sama. Kumpulan dari beberapa populasi berbeda yang saling mempengaruhi dan 

berinteraksi di suatu wilayah tertentu disebut komunitas. Interaksi antara 

komunitas dan lingkungannya disebut ekosistem. Termasuk diantaranya interaksi 

dengan organisme abiotik. Didalam suatu ekosistem terdapat interaksi dalam hal 

mencari makanan yang disebut rantai makanan. Rantai makanan memiliki peranan 

yang sangat penting dalam suatu kehidupan ekosistem. Sehingga apabila salah satu 

rantai makanan terganggu maka akan mempengaruhi keseimbangan ekosistem dan 

mengancam populasi predator dan/atau prey (Sayekti et al., 2017). 

 

Salah satu bentuk interaksi yang ada dalam ekosistem adalah hubungan mangsa-

memangsa. Hubungan ini dilakukan demi kelangsungan hidup dan berkaitan erat  

dengan jumlah populasi mereka. Jika tidak ada prey, predator tidak memiliki 

sumber makanan dan jumlah populasinya akan terancam. Begitu pula jika tidak 

ada predator, laju pertumbuhan populasi prey akan sangat tinggi dan jumlahnya 

tidak akan terkontrol. Seperti dalam ekosistem sawah, ular yang memangsa tikus 

sebagai sumber makanan. Jika populasi tikus tidak ada, populasi ular akan 

terancam karena berkurangnya atau tidak adanya sumber makanan bagi populasi 

ular. Ketika tidak ada populasi ular, populasi tikus akan meningkat dan merusak 

seluruh tanaman padi yang ada sehingga  mengakibatkan gagal panen.  

 

Hubungan antara mangsa dan pemangsa dapat dimodelkan secara matematis 

menjadi pemodelan matematika dalam model predator-prey (Taufiq & Agustito, 

2018). Model ini pertama kali di kenalkan oleh Lotka dan voltera pada tahun 1926. 
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Model ini mengemukakan bahwa predator dan prey memiliki laju pertumbuhan 

dalam bentuk eksponensial yang dikenal sebagai model Lotka-Voltera. Tetapi 

model ini masih memiliki kelemahan dan perlu di sempurnakan. Maka pada tahun 

1948 Leslie dan Gower mengembangkan model ini dan dikenal sebagai model 

Leslie Gower (Djafar & Pimpi, 2023).  

 

Pada model Lotka-Voltera, predator dan prey yang dilibatkan hanya satu populasi 

prey dan satu populasi predator dimana masing-masing populasi dalam keadaan 

sehat. Padahal kenyataannya di suatu ekosistem banyak kasus yang tidak berfokus 

pada satu predator dan satu prey yang sehat saja. salah satu contonya adalah 

predasi yang melibatkan tiga predator dan satu prey dimana dua populasi predator 

rentan terjangkit penyakit dan terinfeksi. Dan masih banyak sekali kemungkinan-

kemungkinan hubungan predator-prey lain yang terjadi di suatu ekosistem dengan 

variasi dan faktor-faktor penentu lainnya. 

 

Beberapa penelitian terdahulu membahas tentang predator-prey dengan 

diberikannya perilaku treatmen pada prey yang terinfeksi (Djafar & Pimpi, 2023). 

Prey terinfeksi yang menjadi mangsa dua predator yang saling bersaing (Taufiq & 

Agustito, 2018) Predator-prey dengan efek ketakutan pada prey pada (Rahmawati 

& Savitri, 2023). Dan masih banyak penelitian yang membahas tentang predator-

prey dengan kasus-kasus berbeda dan berbagai macam faktor yang mempengaruhi. 

Berbeda dengan beberapa penelitian terdahulu, penelitian ini akan melibatkan tiga 

preadator dan satu prey dimana dua populasi predator terinfeksi dan akan 

dilakukan treatmen dan pemberian vaksin kepada populasi predator yang 

terinfeksi dengan membuat variabel baru. 

 

 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

Tujuan dari penelitian adalah memodelkan perkembangan populasi dari semua 

populasi yang terlibat, yaitu populasi predator jenis pertama yang dipengaruhi oleh 

kematian alami dan proses predasi, populasi predator jenis kedua dan predator 

jenis ketiga yang sehat dengan dipengaruhi oleh beberapa faktor (pemberian 
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vaksinasi,  interaksi dengan predator yang terinfeksi, dan kematian alami), 

populasi predator jenis kedua dan predator jenis ketiga yang terinfeksi dengan 

dipengaruhi oleh beberapa faktor (treatmen, dan kematian alami), dan populasi 

prey yang dipengaruhi oleh laju pertumbuhan, dan proses predasi oleh ketiga 

predator. 

 

 

 

1.3  Manfaat Penelitian 

 

 

Manfaat dari penelitian adalah sebagai berikut: 

1. Hasil dari penelitian ini dapat menjadi indikator untuk mengetahui perilaku 

penyebaran infeksi pada kasus nyata yang ada di masyarakat dan di aplikasikan 

dalam kehidupan nyata. 

2. Penelitian ini dapat menjadi bahan acuan bagi mahasiswa yang ingin mengetui 

lebih lanjut mengenai penyebaran infeksi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

BAB II TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

 2.1 Pemodelan Matematika 

 

 

Pemodelan matematika adalah suatu pendekatan untuk memahami, menganalisis, 

dan meramalkan fenomena alam atau situasi nyata melalui konstruksi model 

matematika. Model matematika ini dapat berupa sistem persamaan diferensial, 

persamaan aljabar, atau struktur matematis lainnya yang merepresentasikan 

hubungan antara variabel-variabel yang terlibat. Tujuan utama dari pemodelan 

matematika adalah menyederhanakan kompleksitas suatu fenomena dan 

memperoleh wawasan yang berguna untuk pengambilan keputusan atau 

pemahaman konsep-konsep tertentu. 

 

Pemodelan matematika dapat di terapkan diberbagai bidang ilmu seperti ilmu sains, 

ilmu sosial, ekonomi, ilmu teknik dan berbagai bidang ilmu lainnya. Pemodelan 

matematika dapat di terapkan pada laju pertumbuhan dan laju kematian makhluk 

hidup, mendeskripsikan fenomena penyebaran infeksi, menganalisis tingkat 

kemenangan pemilu, dan mendeskripsikan pertumbuhan nilai tukar mata uang 

(Asmaidi, 2021). 

 

Model matematika merupakan abstraksi, penyederhanan, dan konstruksi 

matematika terkait masalah dalam kehidupan nyata (Saria & Waluyab, 2021). Dari 

permasalahan yang ada akan dibentuk model matematika yang kemudian 

diselesaikan dengan aturan-aturan yang ada. Setelah itu diperlukan uji hasil untuk 

mengetahui model yang digunakan valid atau tidak. Jika hasil yang didapat valid 

maka akan memberikan model matematika dan solusi yang tepat. Sebaliknya, jika 

hasil yang didapat tidak valid maka model matematika dan solusi yang didapat 
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tidak tepat sehingga perlu adanya pemodelan ulang untuk mendapatkan hasil dan 

solusi yang tepat. 

 

 

 

2.2 Sistem Persamaan Diferensial 

 

 

Sistem Persamaan Diferensial (SPD) adalah kumpulan dari persamaan diferensial 

yang memiliki keterkaitan. Biasanya SPD menggambarkan hubungan variable 

yang saling terkait dan berkaitan dengan waktu dan variable independent lainnya. 

SPD juga merupakan suatu sistem yang memuat 𝑛 buah persamaan diferensial 

dengan 𝑛 buah fungsi yang tidak diketahui dan 𝑛 merupakan bilangan bulat positif 

≥ 1. Bentuk umum dari SPD adalah sebagai berikut: 

 
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑔1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) 

 
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑔2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) 

 
𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 𝑔3(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) 

⋮ 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
= 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛)                                   (2.1) 

 

Dengan 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛 adalah variable bebas dari 𝑡 adalah variable terikat, 

sehingga rumus 𝑥1 = 𝑥1(𝑡), 𝑥2 = 𝑥2(𝑡), 𝑥3 = 𝑥3(𝑡), … , 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑡), dimana 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
 

merupakan sebuah derivatif fungsi 𝑥𝑛 terhadap 𝑡 dan 𝑔1 adalah fungsi yang 

tergantung pada variabel 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛 dan 𝑡 (Neuheuser, 2004) dalam (Fakhza, 

2023) 

 

Menurut (Shams et al., 2023) SPD berperan penting dalam memodelkan fenomena 

yang terjadi secara alami seperti model populasi, model ekonomi, model budidaya 

bakteri dan model Predator-Prey. Penerapan SPD adalah pada model predator-

prey atau Lotka-Voltera yang biasa digunakan untuk memodelkan interaksi antara 

dua spesies dalam satu ekosistem. 
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Sistem ini memiliki bentuk: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼𝑥 − 𝛽𝑥𝑦 

 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝛾𝑥𝑦 + 𝛿𝑥𝑦                                             (2.2) 

 

Dimana 𝑥 dan 𝑦 adalah populasi dua spesies, dan 𝛼, 𝛽, 𝛾 adalah parameter-

parameter tertentu yang menggambarkan karakteristik interaksi antar spesies 

tersebut. 

 

 

 

 2.3 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Linear 

 

 

Sistem persamaan diferensial biasa adalah SPD di mana setiap persamaan dalam 

sistem tersebut bersifat linear. Suatu persamaan diferensial dikatakan linear jika 

semua suku-sukunya adalah linear terhadap variabel dependen dan turunannya. 

Dengan kata lain, variabel dependen dan turunannya hanya muncul dalam pangkat 

satu, bukan pangkat dua atau lebih. Bentuk umum dari persamaan diferensial biasa 

linear orde pertama adalah: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑡)𝑦 + 𝑏(𝑡)                                     (2.3) 

 

Dimana 𝑦 adalah variabel terikat dan 𝑡 adalah variabel bebas. 𝑎(𝑡) dan 𝑏(𝑡) 

adalah fungsi-fungsi yang tergantung pada 𝑡. 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦𝑛) = 0 dikatakan linear jika F adalah linear dan variabel-

variabelnya adalah 𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦𝑛. Secara umum persamaan diferensial 

biasa linear dapat ditulis sebagai berikut: 

 

𝑎𝑛(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦𝑛−1 + ⋯+ 𝑎1(𝑥)𝑦1 + 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)                 (2.4) 
 

Misal koefisien-koefisien 𝑎𝑛(𝑥), 𝑎𝑛−1(𝑥),… , 𝑎1(𝑥), 𝑎0(𝑥) dan fungsi 𝑓(𝑥) 

merupakan fungsi-fungsi yang kontinu pada selang 𝑙. Persamaan (2.4) dikatakan 

homogen jika fungsi 𝑓(𝑥) = 0. Sebaliknya, akan dikatakan tak homogen apabila 
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fungsi 𝑓(𝑥) ≠ 0. Jika semua koefisien 𝑎𝑛(𝑥), 𝑎𝑛−1(𝑥),… , 𝑎1(𝑥), 𝑎0(𝑥) adalah 

suatu kosntanta, maka persamaan (2.4) disebut persamaan linear koefisien 

kontanta, dan jika semua variabelnya berupa fungsi makan persamaan (2.4) disebut 

persamaan linear koefisien variabel. 

 

 

 

 2.4 Sistem Persamaan Diferensial Biasa Non Linear 

 

 

Sistem persamaan diferensial biasa nonlinear adalah sistem di mana setidaknya 

satu persamaan memiliki bentuk nonlinear. Nonlinearitas dapat muncul ketika 

variabel atau fungsi terlibat dalam pangkat yang lebih tinggi atau dalam suku-suku 

yang tidak bersifat linear. Persamaan diferensial nonlinear memiliki setidaknya 

satu suku dalam bentuk seperti 𝑦2, 𝑥𝑦, atau suku pangkat lainnya.  

 

Contoh sistem persamaan diferensial biasa nonlinear adalah: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 − 𝑦 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥𝑦 

 

Sistem persamaan diferensial nonlinear dapat memberikan solusi yang lebih 

kompleks dan sulit dipecahkan secara analitis dibandingkan dengan sistem 

persamaan diferensial linear. Pendekatan numerik sering digunakan untuk 

memperoleh solusi numerik pada sistem persamaan diferensial nonlinear. 

Nonlinearitas dapat menyebabkan perilaku sistem yang lebih kompleks, seperti 

keberadaan solusi yang tidak stabil, siklus, atau bahkan kekacauan, tergantung 

pada bentuk persamaan dan parameter-parameternya. Model predator-prey 

merupakan model interaksi antar mangsa dan pemangsa yang membentuk sistem 

persamaan diferensial nonlinear (Fitria, 2011) 
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 2.5 Model Lotka-Voltera 

 

 

Model Lotka-Voltera adalah suatu sistem persamaan diferensial yang digunakan 

untuk memodelkan interaksi antara dua spesies dalam suatu ekosistem. Model ini 

pertama kali diusulkan oleh Alfred Lotka pada tahun 1925 untuk menjelaskan 

dinamika populasi dua spesies, dan kemudian dikembangkan lebih lanjut oleh Vito 

Volterra pada tahun 1926. Model ini umumnya digunakan dalam konteks predator-

mangsa, di mana satu spesies berperan sebagai predator dan yang lainnya sebagai 

mangsa. 

 

Bentuk umum dari model Lotka-Volterra untuk dua populasi adalah sebagai 

berikut: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝛼𝑥 − 𝛽𝑥𝑦 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝛾𝑦 + 𝛿𝑥𝑦                                             (2.4) 

 

Dimana 𝑥 dan 𝑦 adalah populasi dari dua spesies, sedangkan 𝑡 adalah waktu, dan 

𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 adalah parameter yang menggambarkan karakteristik biologis dari 

interaksi antar spesies. Persamaan di atas menyatakan laju pertumbuhan atau 

penurunan populasi masing-masing spesies. 

 

𝛼𝑥  = Laju pertumbuhan alami dari spesies 𝑥 

𝛽𝑥𝑦 = Laju penurunan populasi 𝑥 karena predasi oleh spesies 𝑦 

𝛿𝑥𝑦  = Laju pertumbuhan populasi 𝑦 karena konsumsi mangsa 𝑥 

𝛾𝑦   = Laju penurunan alami dari populasi 𝑦 

 

Jika diasumsikan laju pertumbuhan populasi prey dengan tidak adanya predator, 

maka laju pertumbuhannya cepat mendekati eksponensial dan tak terbatas dapat 

dibentuk seperti berikut: 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑁(𝑡)𝑟                                               (2.5) 

 

𝑁(𝑡)  = Populasi spesies prey 
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𝑟  = Laju pertumbuhan prey 

 

Karena sumber daya alam yang terbatas, laju pertumbuhan prey menjadi fungsi 

logistik dan dapat ditulis sebagai berikut: 

 
𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑁(𝑡)𝑟 (1 −

𝑁(𝑡)

𝑘
)                          (2.6) 

 

(1 −
𝑁(𝑡)

𝑘
)  = sisa jumlah individu dalam populasi yang belum digunakan 

𝑘   = Carrying Capacity atau jumlah maksimum individu dalam suatu  

ekosistem 

 

Populasi pada tingkay 𝐾 biasa disebut dengan tingkat kejenuhan karena lebih 

besarnya tingkat kematian daripada tingkat kelahiran pada populasi besar. 

 

Carrying Capacity Adalah maksimum banyaknya individu yang mampu didukung 

oleh sumber daya dari suatu ekosistem.  dengan kata lain Carrying Capacity dapat 

dikatakan sebagai kemampuan ekosistem untuk mendukung semua kehidupan 

makhluk hidup yang ada di dalamnya secara berkelanjutan.  Carrying Capacity 

erat kaitannya dengan persediaan makanan prey yaitu tumbuh-tumbuhan. sehingga 

dibentuk suatu persamaan dengan prey dan predator yang akan saling berinteraksi 

yaitu sebagai berikut. 

 
𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛽𝑁(𝑡)𝑃(𝑡)                                     (2.7) 

 

Dengan 𝛽 adalah laju predasi prey oleh predator dan 𝑃(𝑡) adalah populasi 

predator. Berdasarkan penjelasan di atas maka dapat dibentuk model pertumbuhan 

prey sebagai berikut. 

 
𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑁(𝑡)𝑟 (1 −

𝑁(𝑡)

𝑘
) − 𝛽𝑁(𝑡)𝑃(𝑡)                              (2.8) 

 

𝐾, 𝛽, 𝑟 > 0, karena setiap populasi memiliki potensi berkembang biak. 

 

karena dalam hubungannya prey akan berinteraksi dengan predator, maka 

persamaan di atas bersifat mengurangi banyaknya populasi prey. Sedangkan terjadi 
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sebaliknya pada model pertumbuhan predator, model ini akan bersifat menambah 

jumlah populasi predator (Timuneno et al., 2008). 

 

 

 

 2.6 Linearisasi Sistem (Matriks Jacobian) 

 

 

Linearisasi sistem adalah cara untuk menyederhanakan sistem yang memiliki 

hubungan non linier menjadi bentuk yang lebih mudah dimengerti, yaitu sistem 

yang bersifat linear. Dalam konteks ini, sistem dapat mencakup berbagai hubungan 

dan interaksi antara variabel-variabel tertentu. 

 

Linearisasi diperlukan untuk menganalisa sistem persamaan diferensial non linear. 

Untuk memperoleh hasil linearisasi sistem persamaan diferensial non linear 

biasanya digunakan Matriks Jacobian.  

 

Definisi 1. Diberikan fungsi 𝑓 = (𝑓1, … , 𝑓𝑛) pada sistem �̅� = 𝑓(𝑥) dengan           

𝑓𝑖 ∈ 𝐶(𝐸), 𝑖 = (1,2, … , 𝑛). 

 

𝐽𝑓(�̅�) =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝛿𝑓1
𝛿𝑥1

(�̅�)
𝛿𝑓1
𝛿𝑥2

(�̅�)

𝛿𝑓2
𝛿𝑥1

(�̅�)
𝛿𝑓2
𝛿𝑥2

(�̅�)

…
𝛿𝑓1
𝛿𝑥𝑛

(�̅�)

…
𝛿𝑓2
𝛿𝑥𝑛

(�̅�)

⋮ ⋮
𝛿𝑓𝑛
𝛿𝑥1

(�̅�)
𝛿𝑓𝑛
𝛿𝑥2

(�̅�)

⋱ ⋮

…
𝛿𝑓𝑛
𝛿𝑥𝑛

(�̅�)
]
 
 
 
 
 
 
 

                                     (2.9) 

 

Matriks = dinamakan matriks Jacobian dari f ke titik �̅� (Hale & Kocak, 2012). 

 

Definisi 2. Sistem Linear �̅� = 𝐽𝑓(�̅�) − (𝑥 − �̅�)disebut linearisasi sistem non linear 

�̅� = 𝑓(�̅�) di sekitar titik �̅� (Hale & LaSalle, 1968) 

 

Contoh: 

Diberikan persamaan nonlinear sebagai berikut: 

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧2 − 2𝑥𝑦 

𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑦𝑧 + 𝑥2𝑦2 − 𝑧 

 

Penyelesaian: 
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𝐽3𝑥3 =

[
 
 
 
 
 
 
𝛿𝑓1
𝛿𝑥

𝛿𝑓1
𝛿𝑦

𝛿𝑓1
𝛿𝑧

𝛿𝑓2
𝛿𝑥

𝛿𝑓2
𝛿𝑦

𝛿𝑓2
𝛿𝑧

𝛿𝑓3
𝛿𝑥

𝛿𝑓3
𝛿𝑦

𝛿𝑓3
𝛿𝑧 ]

 
 
 
 
 
 

 

 

𝐽3𝑥3 = [

𝑦 + 𝑧 𝑥 + 𝑧 𝑥 + 𝑦

𝑧 − 2𝑦 𝑧2 − 2𝑥 𝑥 + 2𝑦𝑧

2𝑥𝑦2 −𝑧 + 2𝑥𝑦 −𝑦 − 1
] 

 

 

 

2.7 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

 

 

Misal A adalah matriks berordo n x n, maka sebuah vektro taknol 𝑥 pada ℝ𝑛 

disebut vektor eigen dari A jika 𝐴𝑥 adalah sebuah kelipatan dari 𝑥. Yaitu: 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

 

untuk skalar sebarang 𝜆. Skalar 𝜆 ini merupakan nilai eigen dari 𝐴, sedangkan 𝑥 

adalah vektor eigen dari 𝐴 yang terkait dengan 𝜆.  

 

Contoh: 

Misal diberikan vektor 𝑥 = [
1
2
] dan matriks 𝐴 = [

3 0
8 −1

] 

 

𝐴 = [
3 0
8 −1

] [
1
2
] = [

3
6
] 

 

= 3 [
1
2
] = 3𝑥 

 

Vektor 𝑥 = [
1
2
] adalah vektor eigen dari matriks 𝐴 = [

3 0
8 −1

] yang terkait dengan 

nilai eigen 𝜆 = 3. 

 

Untuk mencari nilai eigen dari sebarang matriks 𝐴 berordo n x n, persamaan  

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 dapat di tulis kembali menjadi ……(Side, 2013): 

 
𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 

𝐴𝑥 − 𝜆𝐼𝑥 = 0 
(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 
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Untuk membuat 𝜆 menjadi nilai eigen, harus ada satu solusi taknol dari persamaan 

ini. Persamaan ini akan memiliki solusi taknol jika dan hanya jika: 

 

 

𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0 

 

Persamaan di atas disebut juga dengan persamaan karakteristik dari matriks 𝐴. 

Nilai-nilai eigen dari matriks 𝐴 adalah sklar-skalar yang memenuhi persamaan 

karakteristik dari matriks 𝐴.   

 

 

 

2.8 Titik Ekuilibrium 

 

 

Titik ekuilibrium atau titik kesetimbangan disebut juga titik tetap atau titik kritis. 

Missal diberikan sistem persamaan diferensial yang berbentuk:  

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥, 𝑦) 

 

Sebuah titik (𝑥0, 𝑦0) dikatakan sebagai titik kesetimbangan dari sistem persamaan 

di atas apabila memenuhi syarat 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0 dan 𝑔(𝑥0, 𝑦0) = 0. Karena turunan 

suatu konstanta sama dengan nol, maka sepasang fungsi konstanta 𝑥(𝑡) = 𝑥0 dan 

y(𝑡) = 𝑦0 merupakan penyelesaian keseimbangan dari sistem persamaan di 

atas(Campbell & Haberman, 2019). 

 

Untuk menentukan titik ekuilibrium dapat digunakan metode nullcline 

- Tentukan x-nullcline 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan y-nullcline 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0 

- Titik ekuilibrium adalah perpotongan dari x-nullcline dan y-nullcline 

 

Contoh 

Tentukan titik kesetimbangan dari sistem berikut: 

𝑥′ = 𝑥 + 𝑦 − 4 

𝑦′ = 𝑥 − 2𝑦 − 1 

x-nullcline →  𝑥 + 𝑦 − 4 = 0 

y-nullcline →  𝑥 − 2𝑦 − 1 = 0 
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kemudian gunakan eliminasi dan substitusi untuk mendapatkan nilai 𝑥 dan 𝑦. 

 

𝑥 + 𝑦 − 4 = 0 
𝑥 − 2𝑦 − 1 = 0    _

3𝑦 − 3 = 0
 

3𝑦 = 3 

𝑦 = 1 

 

Substitusi 𝑦 = 1 ke x-nullcline 

𝑥 + (1) − 4 = 0 

𝑥 = 3 

 

Maka diperoleh titik ekuilibrium (3,1). 

 

 

 

2.9 Analisa Kestabilan Sistem Titik Ekuilibrium 

 

 

Konsep perilaku sistem pada titik ekuilibrium dikenal sebagai kestabilan titik 

kesetimbangan. kestabilan tersebut merupakan informasi untuk menggambarkan 

perilaku sistem. Titik kesetimbangan dikatakan stabil apabila perubahan kecil pada 

sistem hanya sedikit mengubah perilaku penyelesaian untuk waktu yang akan 

datang dan dikatakan tidak stabil apabila perubahan kecil pada sistem 

mengakibatkan perubahan yang besar pada perilaku penyelesaian untuk waktu 

yang akan datang. 

 

Kestabilan titik ekuilibrium dapat ditentukan dengan memperhatikan nilai-nilai 

eigen, yaitu 𝜆𝑖 dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 yang di peroleh dari persamaan karakteristik. 

Jenis-jenis kestabilan titik ekuilibrium diantaranya adalah: 

1. Stabil 

 

Titik kesetimbangan �⃗�∗ dari sistem �⃗�′ = 𝑓(𝑥) dikatakan stabil jika untuk setiap 

𝜀 > 0 terdapat  𝛿 > 0 sehingga pada saat 1 = 0 memenuhi ‖�⃗�(0) − �⃗�∗‖ < 𝛿 maka 

untuk penyelesaian �⃗�(𝑡) dari sistem �⃗�′ = 𝑓(𝑥) berlaku ‖�⃗�(0) − �⃗�∗‖ < 𝜀 untuk 𝑡 

menuju tak hingga. 

“Jika ada nanya jika akar-akar dari persamaan karakteristiknya adalah riil dan 

negatif atau mempunyai bagian riil tak positif”. 
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2. Stabil Asimtotis 

 

Titik kesetimbangan �⃗�∗ dari sistem �⃗�′ = 𝑓(𝑥) dikatakan stabil asimtotis jika titik 

tersebut stabil dan terdapat 𝛿 > 0 sehingga jika pada saat 𝑡 = 0 memenuhi 

memenuhi ‖�⃗�(0) − �⃗�∗‖ < 𝛿 maka untuk penyelesaian �⃗�(𝑡) dari sistem �⃗�′ = 𝑓(𝑥) 

berlaku lim
𝑡→∞

�⃗�(𝑡) = �⃗�∗. 

“Jika dan hanya jika akar-akar dari persamaan karakteristiknya adalah riil dan 

negatif atau mempunyai bagian riil yang negatif". 

 

 

3. Tidak Stabil 

 

Titik kesetimbangan �⃗�∗ dari sistem �⃗�′ = 𝑓(𝑥) dikatakan tidak stabil jika titik 

tersebut tidak memenuhi definisi titik kesetimbangan stabil. 

“Jika dan hanya jika akar-akar dari persamaan karakteristiknya adalah riil dan 

positif atau jika paling sedikit satu akar mempunyai bagian riil yang positif”. 

 

Contoh: 

1. Misal diketahui sistem �̅� = 𝐴�̅� dengan A telah dikethui, Tentukan kestabilan 

dari sistem [
1 3
1 −1

]. 

 

Penyelesaian 

𝑥′ = 𝑥 + 3𝑦      → 𝑥 − 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑐𝑙𝑖𝑛𝑒   𝑥 + 3𝑦 = 0  

𝑦′ = 𝑥 − 𝑦        → 𝑦 − 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑐𝑙𝑖𝑛𝑒  𝑥 − 𝑦 = 0  −  

4𝑦 = 0 

𝑦 = 0 

 

Substitusi 𝑦 = 0 ke persamaan y-nullcline 

𝑥 − 𝑦 = 0 

𝑥 − 0 = 0 

𝑥 = 0 

 

Maka diperoleh titik ekuilibrium (0,0). 

 

Kemudian menentukan persamaan karakteristik |�̅� − 𝜆𝐼| 
 

[
1 3
1 −1

] − 𝜆 [
1 0
0 1

] 

 

= [
1 3
1 −1

] − [
𝜆 0
0 𝜆

] = [
1 − 𝜆 3

1 −1 − 𝜆
] 
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Det |�̅� − 𝜆𝐼| = 0 ↔ [(1 − 𝜆)(−1 − 𝜆)] − [3(1)] = 0 
(1 − 𝜆)(−1 − 𝜆) − 3 = 0 

−1 − 𝜆 + 𝜆 + 𝜆2 − 3 = 0 

𝜆2 − 4 = 0 
(𝜆 − 2)(𝜆 + 2) = 0 

 

Jadi 𝜆1 = −2 dan 𝜆2 = 2 

Karena 𝜆2 = 2 > 0 maka titik ekuilibrium (0,0) tidak stabil. 

 

 

 

 

 

2. Misal diketahui sistem �̅� = 𝐴�̅� dengan A telah dikethui, Tentukan kestabilan 

dari sistem [
−1 −2
1 −4

]. 

 

Penyelesaian 

𝑥′ = −𝑥 − 2𝑦      → 𝑥 − 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑐𝑙𝑖𝑛𝑒  − 𝑥 − 2𝑦 = 0  

𝑦′ = 𝑥 − 4𝑦        → 𝑦 − 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑐𝑙𝑖𝑛𝑒       −𝑥 + 4𝑦 = 0  −   (y-nullcline dikali(-1)) 

−6𝑦 = 0 

𝑦 = 0 

 

Substitusi 𝑦 = 0 ke persamaan y-nullcline 

𝑥 − 4𝑦 = 0 

𝑥 − 4(0) = 0 

𝑥 = 0 

 

Maka diperoleh titik ekuilibrium (0,0). 

 

Kemudian menentukan persamaan karakteristik |�̅� − 𝜆𝐼| 
 

[
−1 −2
1 −4

] − 𝜆 [
1 0
0 1

] 

 

= [
−1 −2
1 −4

] − [
𝜆 0
0 𝜆

] = [
−1 − 𝜆 −2

1 −4 − 𝜆
] 

 

Det |�̅� − 𝜆𝐼| = 0 ↔ [(−1 − 𝜆)(−4 − 𝜆)] − [−2(1)] = 0 
(−1 − 𝜆)(−4 − 𝜆) + 2 = 0 

4 + 𝜆 + 4𝜆 + 𝜆2 + 6 = 0 

𝜆2 + 5𝜆 + 6 = 0 

(𝜆 + 3)(𝜆 + 2) = 0 

 

Jadi 𝜆1 = −3 dan 𝜆2 = −2 

Karena 𝜆1 dan 𝜆2 < 0 maka titik ekuilibrium (0,0) stabil. 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

BAB III METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

 3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2023/2024 yang 

bertempat di Jurusan matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung.  

 

 

 

 3.2 Metode Penelitian 

 

 

Penelitian ini bersifat studi literatur secara sistematis yang diperoleh dari jurnal-

jurnal ilmiah yang berkaitan dengan penelitian serta buku dan catatan yang terdapat 

di perpustakaan Jurusan Matematika dan perpustakaan Fakultas Matematika dan 

Ilmu Pengetahuan Alam. Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian 

adalah sebagai berikut: 

1. Menganalisis model predator-prey dengan kasus predator terinfeksi yang 

sudah pernah dikaji pada jurnal-jurnal ilmiah online. 

2. Mengidentifikasi masalah pada model predator-prey pada kasus tiga predator 

satu prey dengan dua predator terinfeksi. 

3. Menyusun dan mengembangkan asumsi-asumsi yang terstruktur untuk 

memfasilitasi proses analsis secara sistematis. 

4. Mendefiniskan variable-variabel yang akan digunakan dalam kerangka 

persamaan sistem. 

5. Membentuk skema interaksi pada model predator-prey pada kasus tiga 

predator satu prey dengan dua predator terinfeksi. 
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6. Merumuskan model matematika pada model predator-prey pada kasus tiga 

predator satu prey dengan dua predator terinfeksi. 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

BAB V KESIMPULAN 

 

 

 

 

Pada akhir skripsi ini, penulis akan memberikan kesimpulan dari hasil penelitian 

model matematika pada kasus tiga predator satu prey dengan dua predator 

terinfeksi yang telah dilakukan dan memberi sedikit saran bagi pembaca yang 

tertarik dan ingin mengkaji topik ini. 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

Berdasarkan pembahasan, telah dimodelkan model predator-prey pada kasus tiga 

predator satu prey di dalam suatu ekosistem. Dimana terdapat dua jenis predator 

yang terinfeksi dan berpeluang menularkan ke sesame jenisnya. Dari asumsi-

asumsi tersebut dan beberapa faktor lain yang mempengaruhi, berikut adalah model 

predator-prey yang di dapat: 

 

1. Perkembangan populasi predator jenis pertama yang dipengaruhi oleh 

kematian alami dan proses predasi dapat dimodelkan sebagai berikut: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎1𝑥𝑚 − 𝑎2𝑥 

 

2. Perkembangan populasi predator jenis kedua yang tidak terinfeksi yang 

dipengaruhi oleh pemberian vaksinasi, interaksi dengan predator yang 

terinfeksi, dan kematian alami dapat dimodelkan sebagai berikut: 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑏1(1 − 𝜇1)𝑦𝑖 + 𝜇2𝑖 + 𝑏2𝑦𝑚 − 𝑏3𝑦 



32 

 

 

3. Perkembangan populasi predator jenis ketiga yang tidak terinfeksi yang 

dipengaruhi oleh faktor pemberian vaksinasi,  interaksi dengan predator 

yang terinfeksi, dan kematian alami dapat dimodelkan sebagai berikut 

 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝑐1(1 − 𝜌1)𝑧𝑗 + 𝜌2𝑗 + 𝑐2𝑧𝑚 − 𝑐3𝑧 

 

4. Perkembangan populasi predator jenis kedua yang terinfeksi dengan 

dipengaruhi oleh beberapa faktor yaitu pemberian treatmen untuk 

menghilangkan infeksi dan kematian alami dapat di modelkan sebagai 

berikut: 

 
𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝑏1(1 − 𝜇1)𝑦𝑖 − 𝜇2𝑖 − 𝑑1𝑖 − 𝑑2𝑖 

 

5. Perkembangan populasi predator jenis ketiga yang terinfeksi dengan 

dipengaruhi oleh beberapa faktor yaitu pemberian treatmen untuk 

menghilangkan infeksi dan kematian alami dapat di modelkan sebagai 

berikut: 

 
𝑑𝑗

𝑑𝑡
= 𝑐1(1 − 𝜌1)𝑧𝑗 − 𝜌2𝑗 − 𝑒1𝑗 − 𝑒2𝑗 

 

6. Perkembangan populasi prey yang dipengaruhi oleh laju pertumbuhan, 

proses predasi oleh kedua predator dan kematian alami dapat dimodelkan 

sebagai berikut: 

 
𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 𝛽𝑚 − 𝑓1𝑥𝑚 − 𝑓2𝑦𝑚 − 𝑓3𝑧𝑚 − 𝑓4𝑖𝑚 − 𝑓5𝑗𝑚 

 

 

5.2 Saran 

 

 

Hasil dari penelitian ini tidak hanya dapat diterapkan di kehidupan ekosistem flora 

dan fauna saja, tetapi juga dapat diterapkan pada kehidupan sehari-hari seperti 

polisi-penjahat, dunia bisnis, dan infeksi bakteri. Kepada pembaca yang 

menemukan kasus predator-prey pada kehidupan sehari-hari, dapat menggunakan 
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pemodelan ini untuk mengetahui kestabilan lingkungan tersebut dengan 

menyesuaikan asumsi dan variabel terkait. 
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