PENERAPAN MODEL MARKOV SWITCHING AUTOREGRESSIVE
(MSAR) PADA PERAMALAN JUMLAH PENUMPANG
KERETA API DI SUMATERA

(Skripsi)

Oleh

SILVIA SINTA SARI

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS LAMPUNG
BANDAR LAMPUNG
2025



ABSTRACT

PENERAPAN MODEL MARKOV SWITCHING AUTOREGRESSIVE
(MSAR) PADA PERAMALAN JUMLAH PENUMPANG
KERETA API DI SUMATERA

By

SILVIA SINTA SARI

This study aims to apply the Markov Switching Autoregressive (MSAR) model in
modeling and predicting data on the number of train passengers in Sumatera. The
MSAR model is a nonlinear autoregressive model that can experience changes in
fluctuations that occur in the data, form a dynamic model with respect to data
patterns, can determine transition opportunities or known as state switching
opportunities, and determine the average duration in each state. The data used is
monthly data on the number of train passengers in Sumatera for the period January
2010 to July 2024. MSAR modeling obtained as many as 5 models with 2 states. In
addition, the MSAR model has state variables and the probability value of the
transition matrix calculated using the Maximum Likelihood estimation (MLE)
method. Parameter estimation is performed on all models and evaluated based on
the Akaike's Information Criterion corrected (AICc) and Mean Absolute Percentage
Error (MAPE) values, with the aim of finding the model for the best forecasting
results. The best MSAR model is MS(2)AR(4) which has an AICc value of
1919,0440 and a MAPE value of 3,89%. The model and forecasting results obtained
state 1 (increase) and state 2 (decrease). Analysis of forecasting results for the next
12 months that the data on the number of train passengers in Sumatera as a whole
shows that the data is stable from August 2024 - April 2025, showing a slow upward
trend in May 2025 and June 2025 and a drastic increase in July 2025.

Keywords: Number of Train Passengers, Forecasting, Nonlinear, State, MSAR



ABSTRAK

PENERAPAN MODEL MARKOV SWITCHING AUTOREGRESSIVE
(MSAR) PADA PERAMALAN JUMLAH PENUMPANG
KERETA API DI SUMATERA

Oleh

SILVIA SINTA SARI

Penelitian ini bertujuan untuk menerapkan model Markov Switching Autoregressive
(MSAR) dalam memodelkan dan memprediksi data jumlah penumpang kereta api
di Sumatera. Model MSAR merupakan model autoregressive nonlinier yang dapat
mengalami perubahan fluktuasi yang terjadi pada data, membentuk model dinamis
sehubungan dengan pola data, dapat menentukan peluang transisi atau dikenal
sebagai peluang perpindahan state, dan menentukan lama durasi rata-rata dalam
setiap state. Data yang digunakan adalah data bulanan data jumlah penumpang
kereta api di Sumatera periode Januari 2010 sampai Juli 2024. Pemodelan MSAR
diperoleh sebanyak 5 model dengan 2 state. Selain itu, Model MSAR mempunyai
variabel state dan nilai peluang matriks transisi yang dihitung dengan menggunakan
metode Maximum Likelihood estimation (MLE). Estimasi parameter dilakukan
pada seluruh model dan dievalusi berdasarkan nilai Akaike s Information Criterion
corrected (AlCc) dan Mean Absolute Percentage Error (MAPE), dengan tujuan
menemukan model untuk hasil peramalan yang terbaik. Adapun model MSAR
terbaik yaitu MS(2)AR(4) yang memiliki nilai AICc sebesar 1919,0440 dan nilai
MAPE sebesar 3,89%. Model dan hasil peramalan diperoleh kondisi state 1
(peningkatan) dan state 2 (penurunan). Analisis hasil peramalan untuk 12 bulan ke
depan bahwa data jumlah penumpang kereta api di Sumatera secara keseluruhan
menunjukkan bahwa data stabil dari bulan Agustus 2024 - April 2025, menunjukkan
adanya tren naik secara perlahan pada bulan Mei 2025 dan Juni 2025 serta naik
secara drastis pada bulan Juli 2025.

Kata Kunci : Jumlah Penumpang Kereta Api, Peramalan, Nonlinear, State, MSAR
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I. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang dan Masalah

Salah satu faktor yang mendukung mobilitas di suatu wilayah yaitu transportasi.
Di Indonesia, banyak perusahaan (Persero) yang mengelola transportasi, baik
darat, laut maupun udara. Menurut Badan Pusat Statistik Provinsi Lampung,
jumlah penumpang yang menggunakan transportasi umum pada bulan Juni 2024
sebanyak 179.086 orang karena terjadi adanya peningkatan 8,83 % dari jumlah
penumpang sebanyak 164.552 orang pada bulan Mei 2024. Transportasi darat
terbagi menjadi beberapa jenis, salah satunya yaitu kereta api. Kereta api menjadi
transportasi umum yang bersifat massal yang dapat mengangkut penumpang
dalam satu perjalanan sehingga lebih efisien dibandingkan dengan alat angkut
lainnya (Mirza, 2023). Kereta api menjadi transportasi darat yang memiliki
jumlah penumpang tertinggi diantara transportasi darat yang lain. Kereta api
menjadi pilihan utama dalam memilih transportasi karena mampu menawarkan
harga murah, durasi perjalanan, dan fasilitas yang disediakan cukup kompetitif

(Hasanah, et al., 2024).

Data jumlah penumpang kereta api di Sumatera dari tahun 2010 hingga 2024
disajikan dalam format runtun waktu atau time series. Tiga model klasik yang
sering digunakan dalam pemodelan time series yaitu Autoregressive Integrated
Moving Average (ARIMA), Autoregressive Conditional Heteroscedastic (ARCH),
dan Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity (GARCH). Model

klasik tersebut cukup baik, namun tidak memperhitungkan adanya perubahan



struktur atau bentuk (Khoerunnisa, et all., 2022). Alternatif model time series
yang digunakan dalam menganalisis dan menyelidiki data yang mengalami
perubahan struktur dimodelkan dengan Model Markov Switching Analysis (MSA).
Switching Markov merupakan model time series nonlinier yang sering digunakan.
Model ini sering disebut model switching rezim sebagai alternatif pemodelan deret
waktu yang digunakan untuk melihat kondisi atau peralihan regime/state. Dalam
model peralihan Markov, rantai Markov memiliki sifat menetapkan nilai variabel
status yang mengontrol peralihan struktural atau fluktuasi data berdasarkan nilai
sebelumnya. Melalui proses pertukaran, struktur lain menggantikan struktur yang

telah berubah dari waktu ke waktu (Rizki, et all., 2024).

Data jumlah penumpang kereta api dapat mengalami fluktuasi yang kemungkinan
terjadi karena masyarakat belum cukup puas terhadap layanan jasa kereta api
(Effendi & Yenita, 2023). Fluktuasi juga dapat disebabkan oleh musim liburan
atau hari raya, kondisi ekonomi, kebijakan pemerintah serta faktor lain yang
mengubah nilai data. Perubahan kondisi fluktuasi pada data penumpang kereta api
umumnya memiliki 2 macam perubahan, yaitu apresiasi (peningkatan jumlah
penumpang kereta api) dan depresiasi (penurunan jumlah penumpang kereta api).
Dibutuhkan teknik yang tepat untuk menganalisis data time series dengan
mempertimbangkan fluktuasi yang terjadi karena perubahan kondisi fluktuasi

seringkali tidak diperhatikan atau diabaikan.

Salah satu metode alternatif yang dapat digunakan adalah Markov switching
karena metode tersebut dapat menangkap dinamika pergerakan yang lebih
kompleks dan menghitung probabilitas perubahan kondisi dan durasi pada setiap
kondisi. Model Markov Switching dikombinasikan dengan model Autoregressive
(AR) yang disebut model Markov Switching Autoregressive (MSAR). Model
MSAR dapat digunakan untuk membentuk model dinamis sehubungan dengan
pola data, dapat menentukan peluang transisi atau dikenal sebagai peluang

perpindahan state, dan menentukan lama durasi rata-rata dalam setiap state.



Sehingga, dengan asumsi autoregressive yang beragam, model MSAR mampu
memodelkan time series nonlinier atau time series tidak normal berdasarkan pada

keadaan yang sesuai dengan pergantian rantai Markov (Rizki, et all., 2024).

Penelitian ini akan membahas model MSAR yang diterapkan dalam data jumlah
penumpang kereta api Sumatera dari tahun 2010 hingga 2024 karena dianggap
pergerakan jumlah penumpang kereta api memiliki perubahan kondisi fluktuasi
yaitu apresiasi dan depresiasi. Pada penelitian ini akan mencari model terbaik
untuk data, menghitung peluang transisi (peluang untuk suatu state berpindah atau

bertahan), dan menghitung lama durasi bertahan rata-rata untuk setiap state.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengidentifikasi model terbaik dari data.

2. Mengidentifikasi kemungkinan data akan bertahan dalam kondisi apresiasi
atau depresiasi, kondisi depresiasi berpindah ke apresiasi atau apresiasi
berpindah ke depresiasi.

3. Mengidentifikasi rata-rata lama durasi pada kondisi apresiasi bertahan

maupun depresiasi bertahan dari data.

1.3 Manfaat Penelitian

Penelitian ini bermanfaat sebagai:

1. Mempelajari lebih dalam tentang penggunaan model MSAR sebagai salah
satu alternatif dalam time series.

2. Menemukan informasi tentang kemungkinan kondisi fluktuasi (naik turunnya

jumlah penumpang kereta api di Sumatera) yang terjadi.



II. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Analisis Deret Waktu

Peramalan merupakan cara yang digunakan dalam menentukan sikap atas situasi
ke depan dengan lebih baik dan terperinci di masa depan untuk meminimalkan
tingkat kesalahan dengan menggunakan kumpulan data historis dari periode
sebelumnya hingga saat ini (Ahmad, 2020). Peramalan menjadi dasar utama
dalam analisis deret waktu. Menurut Wei (2006), suatu variabel yang diambil
secara berurutan dalam jangka waktu tertentu pada serangkaian observasi disebut
time series. Data pengamatan time series direpresentasikan dengan Y; dimana ¢

adalah indeks waktu urutan pengamatan.

2.2 Autoregressive (AR)

Misalkan terdapat pengamatan time series yang bergantung pada p dimana p

merupakan waktu terakhir, maka distribusi bersyarat pada Y; dapat ditulis
felYe) = f(YtD’t—p ---'}’t—p)

Jika ketergantungan diasumsikan hingga rata-rata bersyarat dari Y; merupakan

fungsi linier dari y;_1, ..., ;- dan varians bersyarat dari Y; adalah konstan maka

Y; dapat ditunjukkan oleh model linier orde p yang dikenal dengan model

autoregressive orde p (AR(p)). Model autoregressive adalah representasi acak dari



proses yang bergantung secara linier pada nilai sebelumnya. Model autoregressive
orde p sebagai berikut:
Ve =01Ye1+ Doyt +Dpyep + & (2.1)
dengan
@1, D3, ..., D= parameter autoregressive

& = residual yang bersifat white noise

White noise harus memenuhi tiga asumsi, yaitu:

1. Elg] =0 t=12..,T
2. E[g?] =o? t=12,..T
3. Elee]l =0 s;t=1,2,..,Tdans #t

Berdasarkan model yang diasumsikan untuk Y; maka ¢, tidak diamati dan harus

diperkirakan dari data (Franses, et all., 2014).

2.3 Stasioneritas

Menurut Wei (2006), suatu data dianggap stasioner jika tidak terjadi perubahan
yang signifikan atau ekstrim, yaitu ketika rata-rata data setiap periode pada
ragamnya tetap stabil. Kestasioneran diperlukan untuk memperkecil kekeliruan
model pada suatu data yang berhubungan dengan metode estimasi yang
digunakan. Stasioneritas dibagi menjadi 2 jenis sebagai berikut:

1. Stasioneritas dalam varians terjadi ketika struktur data runtun waktu memiliki
data yang tidak berubah dan konstan dari waktu ke waktu. Stasioneritas
dalam varians dapat dianalisis menggunkan Transformasi Box-Cox.

2. Stasioneritas dalam rata-rata berarti bahwa fluktuasi data tetap pada nilai rata-
rata konstan, tidak bergantung terhadap waktu atau variansi fluktuasi tersebut.

Stasioneritas dalam rata-rata dapat dianalisis menggunakan uji ADF.



2.4 Transformasi Box-Cox

Menurut Wei (2006), pada tahun 1964 Box dan Cox memperkenalkan metode
Transformasi Box-Cox yang digunakan untuk mengubah ragam data ketika ragam

data tidak stasioner. Transformasi Box-Cox didefinisikan sebagai berikut.

A_
Zy = {(th 1)'/1 #0 2.2)
InA,1=0
dengan
Z, = data pada waktu ke-¢
A = indikator Transformasi Box-Cox

Rumus transformasi yang digunakan berbeda-beda dengan mempertimbangkan
nilai 4. Box Cox memperhitungkan kelas transformasi dengan parameter tunggal,
yaitu A yang dipangkatkan pada variabel respon Z, kemudian transformasinya
menjadi Z* dan A merupakan parameter yang perlu diprediksi (Juniawati &

Hajarisman, 2023). Aturan Transformasi Box-Cox tertera pada Tabel 1.

Tabel 1. Transformasi Box-Cox

Nilai 4 (lamda) Transformasi
1 Z, (tidak transformasi)
0,5 \/Z
0 InZ;

0,5 T

-1
1/Z,




2.5 Uji Augmented Dickey-Fuller (ADF)

Uji ADF digunakan untuk mengetahui suatu data telah stasioner atau tidak

(Gujarati & Porter, 2009). Persaman Uji ADF adalah sebagai berikut.

AYt = ®Yt—1 Z}P;ll a}'k AYt—l + Et (23)

dengan
AY; = hasil difference data pada periode ke-t
@ = koefisien autoregressive
a; =konstanta
p =panjang lag

& = residual waktu ke-t

Berikut ini adalah rumus statistik uji .

X-6
t= s/ (2.4)
Vn
dengan

X  =rata-rata sampel
0 = nilai parameter yang diuji (rata-rata populasi)
s = simpangan baku sampel
n = ukuran sampel

Setelah melihat statistik uji # kemudian didapatkan nilai @ yang selanjutnya dapat
digunakan dalam uji statistik pada ADF. Pada model ini, hipotesis yang diuji
adalah:

H,: @ = 0 (data time series tidak stasioner)

H;:® < 0 (data time series stasioner)

Dengan kriteria tolak H, jika p — value < a maka dapat dikatakan data stasioner.

Sebaliknya, terima H,, jika p — value > a dapat dikatakan data tidak stasioner.



2.6 Pembeda (Differencing)

Menurut Pankrtaz (1991), penyesuaian bisa dilakukan dengan menambahkan data
baru yang mempunyai nilai rata-rata yang konstan jika nilai rata-rata kumpulan
data tidak konstan. Untuk mencapai tujuan ini, salah satu metode yang paling
umum digunakan adalah proses differencing data. Langkah awal yang digunakan
dalam proses ini yaitu perumusan differencing pertama atau d = 1.
Hal ini dicapai dengan menghitung berapa banyak perubahan atau peningkatan
yang terjadi dalam data deret waktu dari titik waktu ke titik berikutnya. Proses ini
juga memungkinkan untuk menghilangkan atau mengurangi pola atau tren yang
sudah ada dalam data, sehingga membuatnya lebih stasioner dan memungkinkan
untuk melakukan analisis lanjutan seperti pemodelan ARIMA atau identifikasi
pola lainnya. Berikut ini adalah rumus differencing pertama atau d = 1.
Xt =X — X (2.5)

dengan

X{ =nilai time series dari hasil differencing pertama pada waktu t

X, =nilai time series pada waktu t

X¢_1=nilai time series pada waktu sebelumnya, yaitu t — 1

Untuk differencing kedua atau d = 2, didapatkan dengan cara sebagaai berikut.
X! =X - X{_,
= (X — Xp-1) — Xeq — X¢—2) (2.6)

2.7 Fungsi Autokorelasi dan Fungsi Autokorelasi Parsial

Dalam menentukan model time series dapat diidentifikasi dengan fungsi
autokorelasi / Autocorrelation Function (ACF) dan fungsi autokorelasi parsial /

Partial Autocorrelation Function (PACF).



2.7.1 Fungsi Autokerelasi (ACF)

Fungsi autokorelasi atau Autocorrelation Function (ACF) adalah alat statistik
yang dapat digunakan untuk mengukur ketergantungan nilai pada rangkaian data
time series dalam periode waktu yang berbeda dan digunakan dalam perhitungan
koefisien korelasi. Proses stasioneritas suatu data time series (X;) didapatkan
E(X,) = u dan variansi Var(X,) = E(X, — u)? = of yang konstan serta kovarian
Cov(X;, X;41) berfungsi ketika perbedaan waktu |t — (t + k)|. Selanjutnya, hasil

dapat ditulis sebagai kovariansi X; dan X;, .
Yie = Cov(Xey1, Xey2) = E[(Xy — ) Kegre — 1]
Yo = \/V“T(Xt)VaT(XHk) = \/E(Xt - M)Z\/E(Xtﬂc — W?

fungsi autokorelasi antara X, dan X, yaitu:
Cov(Xiy1, Xer2)
Pr =
VVar(X)Var(Xe)
_ E[(X; — 1) Xpqr — )] _ Yk
\/E(Xt - .U)Z\/E(XHR —w? Yo
dengan Var(X;) = Var(X:,,) = yo merupakan fungsi dari %, y; adalah fungsi

(2.7)

autokovarian dan p; sebagai fungsi autokorelasi ACF, y;, dan p, menggambarkan
kovarian dan hubungan antara X, dan X, hanya terpisah dari proses yang sama

yaitu oleh lag ke-k (Wei, 2006).

Sifat-sifat pada fungsi autokorelasi y;, dan fungsi autokorelasi p;, adalah sebagai

berikut.
I yo=Var(Xy); po=1
Bukti :

Akan dibuktikan menggunakan definisi korelasi antara X; dan X;,, bahwa
Yo =Var(Xy); po =1

_ Cov(Xii1, Xev2) _ Yk
\/VaT(Xt)Var(XHk) Yo

Diberikan k = 0, maka

Pk
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fo = Cov(Xit1, Xe4o0) zﬁ
P Var)Var(Xe,) Yo

fo = Cov(Xy, X) _Yo
° VarVar(X,) Yo
9y = Var(X,) Yo
° Var(X) o

_ Var(Xe)

Yo (Terbukti).

Po = Var(Xt) N Yo

2. vkl <vos lpel =1
Bukti :
Sifat tersebut dihasilkan dari persamaan autokorelasi di mana nilai mutlaknya
sama dengan atau kurang dari 1.

3. Yk = V(=K dan p = p_g) untuk semua k. y; dan p; adalah fungsi yang
sama dan simetri lag k = 0.
Bukti :
Sifat ketiga didapat dari perbedaan waktu antara X, dan X, . Jadi, fungsi
autokorelasi biasanya diplotkan untuk /ag positif dan plot fungsi autokorelasi

biasanya disebut korelogram (Wei, 2006).

2.7.2 Fungsi Parsial Autokerelasi (PACF)

Fungsi autokorelasi parsial atau Partial Autocorrelation Function (PACF) adalah
alat statistik yang digunakan untuk mengidentifikasi contoh korelasi parsial antara
pengamatan pada waktu ke t (Z;) dan pengamatan terhadap titik waktu
sebelumnya (Z;_1,Z;_5, ..., Z¢_ ). Autokorelasi parsial dilakukan untuk mengukur
tingkat keeratan hubungan antara X, dan X, setelah menghilangkan pengaruh
ketergantungan linier terhadap variabel X;, 1, X¢42, ---, X¢4x—1. Fungsi autokorelasi
parsial dinotasikan dengan :

corr (Xe, Xev1, Xeazs o Xeak)
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Misalkan X; adalah proses stasioner dengan E (X;) = 0, schingga X, dinyatakan
sebagai berikut.

Xevk = OraXern—1 + OoXeq—2 + o + OpaXe + Er4ie (2.8)
dimana @,; merupakan parameter regresi ke-i dan &, adalah nilai kesalahan
yang tidak berkorelasi dengan X;,,_; dengan j = 1,2, ..., k. Untuk mendapatkan
nilai PACF, proses pertama yang dilakukan yaitu mengalikan persamaan (2.8)
dengan X, _; pada kedua ruas data sechingga diperoleh :

Kevk—jXerk = OraXern-1Xerk—j T OroXern—2Xewn—j + -+ OpacXe Xk
Kemudian, nilai ekspektasinya adalah :
E(Xt+k—th+k) = E@riXek-1Xe4k-j T P Xeri—2Xern—j + - +
DrercXeXesr—j + EcrnXesr—j)
dimisalkan nilai
E(Xern—jXewr) =¥, J = 0,1, ...k

karena E (XHk_ iX t+k) = 0. Sehingga didapatkan

Yj = Ok1Vj—1 + Dr2Vj—2 + -+ OiwVj—k (2.9)
Persamaan (2.9) dibagi dengan y,,
V] k

Vi-1
J=g Y L R
Yo My ” Vo — )/o

Diperoleh nilai untuk autokorelasi parsial sebagai berikut:

Pj = Dk1Pj-1 + Diapj—2 + -+ DrrPj—tos j=12,..k
Untuk j = 1,2, ..., k didapatkan nilai persamaan

P1 = Di1Po + D21 + -+ Bpiepj-1

P2 = Dr1p1 + Drz2po + -+ Dyerpj—2

Pr = Pk1Pk—-1 F Pr2Pk—2 + -+ + DrerePo (2.10)
Sistem persamaan (2.10) untuk j = 1,2, ..., k digunakan untuk mencari nilai-nilai
fungsi autokorelasi parsial /lag k yaitu @1, Dx2, - Dx-
a. Untuk lag pertama (k = 1) dan (j = 1) didapatkan nilai yaitu:
p1 = D11p0 karena p, = 1 sehingga p; = @, yang berarti bahwa pada lag
pertama fungsi autokorelasi parsial akan sama dengan /ag pertama fungsi

autokorelasi.
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Untuk lag ke-2 (k = 2) dan (j = 2) diperoleh persamaan
p1 = D11Ppo + D22P1
p2 = D11p1 + D22p0 (2.11)

Jika ditulis dalam bentuk matriks, maka persamaan (2.11) akan menjadi

o ollo] =[]

Matriks A adalah matriks kovarians untuk proses dengan satu parameter

autokorelasi parsial (PACF), yaitu p;.

A=[1
P1

Sedangkan, A, menggambarkan kovarians yang melibatkan dua parameter
PACF, P1 dan P1-

1 .01]
P1 P2

Dalam model autoregressive (AR), matriks A atau A, biasanya digunakan

|

untuk menghitung koefisien PACF pada /ag tertentu. Matriks-matriks ini
dapat digunakan untuk menghitung hubungan parsial antar-/ag. Dengan

menggunakan aturan Cramer didapat

1 p

_det(4z2) _|py py
227 det(4) |1 p
pp 1

Untuk /ag ke-3 (k = 3) dan (j = 3) didapat nilai persamaan

p1 = D11p0 + D22p1 + D332

P2 = D11p1 + D22P0 + P33p1

p3 = D11p2 + D22p1 + P33P0 (2.12)

Jika ditulis dalam bentuk matriks, persamaan (2.12) akan menjadi

Po P1 P2][P11
[pl Po P1 [@22] = [ ]
P2 P1 0 @33
1 p1 p2 P1 P1
A=|p1 1 pi|,A3=p1 1 Pl]
p2 p1 1 P2 P1 P3

Dalam model autoregressive, matriks A menunjukkan hubungan antar-/ag

dengan elemen diagonal utama bernilai 1 dan elemen lainnya
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merepresentasikan nilai autokorelasi antar-/ag. Selain itu, matriks A5
merupakan variasi dari matriks A dengan semua elemen berada di luar
diagonal utama yaitu bernilai p; dan merepresentasikan kasus khusus bahwa

hubungan antar-/ag dianggap seragam dan hanya bergantung pada p; .

Untuk lag ke-j = 1,2, ..., k persamaannya yaitu
p1 = D11p0 + D22p1 + P33p2 + -+ DpepePr—1
P2 = D11p1 + D22P0 + P33p1 + =+ Dy Pi—2
p3 = D11p2 + D22p1 + P33P0 + -+ DpepePr—3

Pr = D11p1 + D220, + D303 + -+ + BripPo (2.13)

Dalam bentuk matriks, persamaan (2.13) dinyatakan sebagai

1 P1 P2 v Pk-1 @11 pl
P1 1 pP1 " Pr-2 [Q)zz p2
P2 P1 1 pk. 3 @33 |p3
Pk-1 Pr-2 Pr-3 ' Pk Q)kk lpk
dengan aturan Cramer didapat
1 P1 Pz P1
pr 1 pr o P2

Ag=|p P11 - p;

Pk-1 Pk-2 Pr-3 " Pk

Hasil dari nilai autokorelasi /ag k yaitu

1 P1 p2 " P1
P1 1 p1 P2
P2 P1 1 - p3
_ det(Ay) _ Prk-1 Pr-2 Pr-3 " Pk

k7 det(A) I R

P1 1 P1 P2

P2 P1 1 - pr-3
Pk-1 Pr-2 Pk-3 = 1

@i disebut PACF antara X; dan X, atau bisa dituliskan dengan

1,k=0
Drci _{o,k;to
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Sehingga didapatkan autokorelasi parsial dari X; lag k. Himpunan dari
DirxiDri; k = 1,2, ... } disebut Partial Autocorrelation Function (PACF). Fungsi
@ menjadi notasi standar dalam analisis time series untuk autokorelasi parsial
antara observasi X; dan X;, . Fungsi @ akan bernilai nol untuk k > p. Sifat
tersebut digunakan untuk mengidentifikasi model AR, yakni nilai ACF yang
berlaku untuk model autoregressive akan secara perlahan menurun menuju nol

dari nilai PACF model AR yaitu @, = 0, k > p (Wei, 20006).

2.8 Uji Nonlinieritas

Uji nonlinieritas pada awalnya digunakan pada data deret waktu saat
menggunakan model nonlinier untuk memastikan bahwa metode yang dipilih
sesuai dengan kumpulan data yang diberikan. Untuk mengetahui hubungan
nonlinier setiap variabel digunakan uji Terasvirta (Terdsvirta, 1994). Hipotesis
yang digunakan dalam uji Terdsvirta adalah sebagai berikut:

Hy : f(x) merupakan model linier

H; : f(x) merupakan model nonlinier

Statistik uji:
SSRy — SSR)/m
- ss;/(z\?— p— i/— m) (214)
SSR, = ¥™,(% — 7)°, pada kondisi Hy benar ~ (2.15)
SSR = Y™ (%, —¥)°, pada kondisi Hy benar  (2.16)
dengan

SSR, =jumlah kuadrat regresi di bawah hipotesis nol
SSR =jumlah kuadrat regresi

p = jumlah variabel prediktor awal

m = jumlah variabel prediktor kuadratik dan kubik

N =jumlah data
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Kriteria keputusan yakni Fpjpyng < F (m,(N—p-1-m)) atau p — value < a sehingga

tolak H, yang berarti bahwa f(x) merupakan fungsi nonlinier x.

2.9 State

Menurut Cox and Miller (1965), state merupakan kondisi peubah acak x; dimana
jika suatu peubah acak berada pada state tersebut maka dapat berpindah ke state
lainnya. Dalam AR(p) stasioner, state berubah secara bertahap dan kontinu
menurut dinamika regresi. Sedangkan, pada MSAR model bisa berpindah antara
beberapa state yang berbeda dengan probabilitas Markov karena state memiliki
regime switching yang terjadi ketika karakteristik model berubah pada secara

berkala, biasanya dikendalikan oleh proses Markov.

Untuk menentukan state adalah apresiasi atau depresiasi dengan
mempertimbangkan nilai g, dengan ketentuan pu, < p, atau rataan pada state 1

lebih kecil dari rataan state 2 (Hamilton, 1994).

2.10 Markov Switching

Model Markov Switching adalah model yang sering digunakan untuk deret waktu
nonlinier. Model tersebut dapat memodelkan data time series yang mengalami
perubahan struktur dan cocok untuk menjelaskan data berkorelasi yang
menunjukkan pola dinamik yang jelas selama perubahan periode waktu.
Perubahan (switching) bisa terjadi pada rataan dan varians. Model dengan
perubahan dalam rataan dan varians yaitu:

Yt = Ust T & (2.17)
dimana y, merupakan variabel dependen pada waktu t, ug; merupakan rata-rata

pada waktu ¢ dari data yang diamati yang dipengaruhi oleh perubahan keadaan, &,
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adalah error pada waktu ¢ dengan &,~i.1.d N(0, 62 ), dan 62 adalah varians dari

& yang dipengaruhi oleh perubahan keadaan (Hamilton, 1994).
2.11 Model Markov Switching Autoregressive (MSAR)

Penggabungan sederhana model Markov Switching dan model Autoregressive
disebut dengan model MSAR. Menurut Kim dan Nelson (1999), model MSAR

dituliskan sebagai berikut.

p
Ve — Use) = z 0 (vee1 — .ust—i) + &
i=1

atau dapat ditulis:
e = s) = B1(Vem1 = Hsm1) + -+ Bp(Veep — Hsp) T & (218)

dengan e, ~iid N(O, a}’t).
dimana

Yt Yi-1, - Ye—-p = data pengamatan

@4, 05, ..., (Z)p = koefisien autoregressive

Ustr Ms,—1, - » Ms,—p = rataan pada saat ¢ yang dipengaruhi perubahan state

0'521t = varians pada saat ¢ yang dipengaruhi perubahan state

& = residual pada ¢
2.11.1 Peluang Perpindahan State

Dalam model Markov Switching Autoregressive, state tidak teramati. Proses
filtering dan smoothing dilakukan dalam menghitung nilai peluang pada model
ini. Matriks transisi membentuk peluang perpindahan state karena nilai masa lalu
dipengaruhi nilai sekarang oleh rantai Markov pada matriks transisi, dengan

jumlah entri pada baris matriks transisi bernilai 1(Kim and Nelson, 1999).
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2.11.2 Rata-rata Jangka Waktu pada Masing-masing State

Menururt Kim and Nelson (1999), lama durasi rata-rata dari setiap state juga
dapat dihitung dengan model MSAR. Matriks peluang transisi memiliki elemen
diagonal yang berisi informasi penting tentang durasi rata-rata yang diharapkan
dari suatu state akan bertahan. Persamaan perhitungan durasi rata-rata state adalah

sebagai berikut:

E(D) = — (2.19)

dengan
E(D) = rata-rata durasi waktu

pjj = probabilitas transisi dari state j kembali ke state j

Jika p;; mendekati 1 maka state j akan bertahan lebih lama dan ekspektasi
durasinya akan tinggi. Sedangkan, jika p;; rendah maka state j lebih cepat

berubah ke state lain.

2.12 Peluang (Probabillity)

Menentukan frekuensi relatif adalah salah satu cara untuk mengetahui peluang
terjadinya suatu peristiwa. Definisi tersebut bermaksud bahwa dalam menduga
percobaan dengan ruang sampel berukuran S yang dilakukan berulang kali dengan
kondisi yang sama. Pada kejadian E yang terjadi pada ruang sampel S, n(E)
dikalikan sebanyak » pertama pengulangan percobaan bahwa kejadian E terjadi.

Berikut ini didefinisikan peluang dari kejadian E.

E
P(E) =23 (2.20)

Berarti bahwa P (E) merupakan batas waktu E yang terjadi. Dengan demikian, £
dibatasi oleh frekuensi. Pendekatan terakhir adalah pendekatan aksiomatis

kontemporer terhadap teori. Diasumsikan bahwa probabilitas £ merupakan nilai
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P(E) untuk setiap kejadian £ di ruang sampel S. Selanjutnya, akan diasumsikan
bahwa semua probabilitas ini memenuhi beberapa aksioma tertentu.

Pertimbangkan percobaan yang menggunakan ruang sampel S.

Diasumsikan bahwa bilangan P (E) pada setiap kejadian E di ruang sampel S

didefinisikan dan memenuhi tiga aksioma berikut:

Aksioma 1:
0<PE)<1
Aksioma 2:
P(S) =1
Aksioma 3:

Untuk barisan dari kejadian saling lepas Ey, E5, ... (Kejadian yang E;E; = @ ketika

i #j.

P (O El-) = i P(E)
i=1 i=1

dengan P(E) adalah peluang kejadian E. Aksioma ini menunjukkan aturan dasar
untuk kejadian saling lepas. Untuk peluang bersyarat, kejadian tidak harus saling
lepas dan peluang dihitung berdasarkan hubungan antara dua kejadian. (Ross,

2010).
2.13 Matriks (Matrix)

Barisan bilangan berbentuk persegi panjang disebut matriks. Bilangan pada
barisan tersebut dikenal dengan entri matriks. Matriks memiliki jumlah baris dan
kolom yang menunjukkan ukurannya. Huruf yang menunjukkan matriks dicetak
dengan huruf kapital. Dalam matriks A, entri yang terletak dalam baris i dan

kolom j dinyatakan dengan a;; atau dapat ditulis dengan (A);;. Secara umum,

matriks m X n dapat ditulis sebagai berikut.
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a;;  ag A1n

a1 Az arn
A - H

Apm1 Amz 7 Amn

Dalam notasi singkat, pada matriks di atas jika ukuran matriks sangat penting

diketahui dapat ditulis sebagai [ai f]mxn atau jika ukuran matriks tidak terlalu

penting diketahui ditulis dengan [al- j] (Anton dan Rorres, 2004).
2.14 Matriks Transisi (Transition Matriks)

Evolusi rantai Markov (Z,,),en secara acak ditentukan oleh data yang
menunjukkan bahwa nilai sebelumnya memengaruhi nilai saat ini
P =P(Z, = jlZy = 1), i,jES
yang bertepatan dengan peluang P(Z,, 41 = j|Z, = i) yang independen n € N.
Data tersebut dapat membuat matriks yang dikenal sebagai matriks transisi yaitu
[Pi,j]i_jes =P(Zy=]jlZy=1)
untuk situasi yang memiliki 2 kondisi (state) dapat ditulis sebagai

[P- ] _ [Poo P0,1]
LJ i,jES - Pl,O Pl,l

Dilihat bahwa urutan inversi indeks (i, j) dari P(Z,41 = j|Z, = i) dan P, ;.
Secara khusus, bilangan baris dalam baris merupakan keadaan awal i dan bilangan
kolom merupakan keadaan akhir j. Sehingga hubungannya adalah:
JiesP(Zy =jlZo=1)=1i€EN
Kondisi yang dimiliki baris pada matriks transisi
S by =1
jES

untuk setiap i € S (Prevault, 2013).
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2.15 Estimasi Parameter Model Markov Switching Autoregressive (MSAR)

Metode yang digunakan dalam estimasi parameter adalah metode Maximum
Likelihood Estimation (MLE). Langkah yang dapat dilakukan yaitu
mengidentifikasi fungsi densitasnya yang kemudian dapat diubah menjadi fungsi
log likelihood. Menurut Hamilton (1989), model MSAR memiliki fungsi densitas:
f(yt ISt s St—1s wves St—p » Q=15 9) =

2
((J’t —tst) =01 Vem1 —Mst—1) =02 Ve—z2 —tst—2)——Pp(Vt—p —Hst—p))

astlJz_n exp |- = 2.21)
dengan

Q1= Ve-1,Yt-2) = Vi-p) : data pengamatan masa lalu

0 = (use, aszt, Dy Dij) : parameter model MSAR

Mengidentifikasi fungsi densitas dari y, yang diberikan informasi melalui Q,_
dan membutuhkan nilai s;, S¢_1, ..., St—p yang merupakan variabel tak teramati
(state). Dalam menyelesaikan masalah ini, yang perlu dilakukan adalah
mempertimbangkan fungsi densitas bersama dari y, dan s, S¢_1, ..., S¢—p , yaitu:
1. Memperoleh fungsi densitas bersama dari y; dan s;, S¢_1, ..., S¢—p bersyarat
informasi masalalu.

Fe,se,Se—1r s Se—pr Que—1;0) = fF(Ve ISe, Sem1 s s St—p» Q=15 0)P(S¢, Se=1, oo St—p» Q13 )

2. Untuk mendapatkan f(y; | Q;_q; ), maka menggabungkan densitas bersama

dari ¢, S¢_1, «.., St—p dengan menjumlahkan semua kemungkinan densitas

bersama dari S¢, S¢_1, e, Se—p -

1 1 1
fel Qeq;0) = Z Z Z ferSe,Se-1, oy St—p |Q_1;0)

St =0 St_1=0 St—p =0

1

1 1
= Z Z Z f(Yt |Strst—1r-"'St—per—l;Q)p[strst—lr-"tSt—p [Q¢-4]
t-1=0

St =0 St—1= St—p =0

Nilai peluang P[s;, S¢_1, ..., St—p |2¢—1] dihitung melalui proses filtering dan

smoothing.
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2.15.1 Filtering

Menurut Wahyudi, et all. (2015), Proses filtering digunakan untuk memperoleh
peluang state pada saat ¢ yang didasarkan pada pengamatan hingga saat ¢. Proses
filtering menghasilkan nilai filtered state probability dengan langkah sebagai
berikut :

Dimulai

P[So =580,5-1 = S—1, 0, Spp1 = s—p+1|'Qt—1]

dengan
—D
PISy = 1]Q] = 5————— — izpn
— P11
P[Sy = 2|Q] = P P ——
22 11

Selanjutnya, menghitung :
P[St =St = J,St—1 = St—1 -+, St—p41 = S—pt1 = ilﬂc]

_ f(St =St = J,St—1 = St—1s +»St—ps1 = St—ps1 = i|ﬂt—1)
felQe-1)

_ f(J’t|5t =54St-1 = St—1y s Se—p = st—p'Qt—l) X P[)’t|5t =S6St-1 = Sty r Se—p = 5t—p|Qt—1]
th=o th_ﬁo ---th_p —of e, Se = St,St-1 = Se-1, s St—p = St—p [Q—1)

Sehingga diperoleh hasil dari proses filtering :

P[St =5t = J,St—1 = St—1) ) St—p+1 = St—p+1 = ilﬂt]

= Z}t_p =0P[St =S¢, St-1 = St—1s ---'St—p = St—p|Qt] (2.22)

Tahap awal yang digunakan untuk menentukan nilai filtered state probability yaitu
dengan cara menetapkan fungsi densitas y; bagi setiap kemungkinan state saat
t=1.

felst = 1,5{.1 =1,Q;60)

— 1 exp (_ [(yt—ﬂ;‘t=1)_0(3’1“—1_“;‘15—1:1)]2) (223)

T on2m 202
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fQelsi = 1,51 =2,9¢;0)
1 (_ (e — use=1) — O(Ye1 — ,U;t—1=2)]2>

= ex
o01V21 P 207

__1 =) -8 —p2)]?

= e 207 ) (224)

fQelsi = 2,5{1 =1,94;0)
1 (_ (Ve — Use=2) — O(Ye1 — ,U;t—1=1)]2>

= ex
o1V21 P 202

__1 _ [(Ve=p2) =01 —p1)]?

= e ( 203 ) (2.25)

f(.’yt‘lsti'k = 21 S:—l = 21 ‘QO' 6)
1 (_ (Ve — Use=2) — O(Ye1 — M;t—1=2)]2>

= ex
o1V21 P 202

__1 _ [(Ve=p12)=0Ye—1—p2)]?

= e ( 203 ) (2.26)

Sehingga, nilai peluang suatu state bisa dihitung dengan cara berikut.
P(s; = 1,50 = 1|Qp;0) = P11 X P(sq = 1|Qq; 0) = p11 X Uy,
P(si = 1,50 = 2|Q; 0) = Py; X P(sg = 2|Q0; 6) = pa1 X pho,
P(s; = 2,50 = 1|Qp; 0) = P13 X P(sq = 1|Q0; 0) = P12 X Uy,
P(s1 = 2,50 = 2|Q0; 0) = Py X P(sg = 2|Q0; 6) = pa2 X pia,

Jumlah perkalian fungsi densitas y, bersyarat s/, s;_, dan (;_; probabilitas state
untuk semua kemungkinan s; dan s{_; digunakan untuk menghitung fungsi
densitas y; bersyarat (1,_;. Probabilitas y; diperoleh untuk semua kemungkinan
s¢ dan s;_; sebagai berikut.
P(s1 = 1,55 = 1|Q0,¥1;6)
fQalsi = 1,50 = 1|1Q0;6) X P(s1 = 1,55 = 1|Qy; 0)
SN fOnlst = Jisg = i1Q0;0) X P(s; = j, 55 = i[Q0; 6)

_ [(Ve = 1) = B(Ye—1 — pa)]?
_ almexp( 207

f (1190 6)

) X (p11 X 11)

(2.27)



P(s;i =1,s5 = 2|Q0,v1;0)
filsi = 1,50 = 2]Q0;0) X P(s1 = 1,55 = 2|Q4; 0)

jo1 2 fOnlst =i so = ilQ0; 0) X P(s = j, 55 = i|Q0; 6)

_ _ _ 2
i Gljﬁexp (_ [(re — 1) 2(2_52%—1 )] ) X (Dgq X TT3)
- f(11Q0; 6)

P(s; = 2,55 = 1|Q0,v1;0)
falsi = 2,55 = 11Q¢;0) X P(s1 = 2,55 = 1]Q4; 0)

Ge1Zi=1 fOnlst =i sg = ilQ0; 0) X P(s] = j, 55 = i|Q0; 0)

al\}ﬁ exp (_ (e = 12) _Zifzyt—l — 1) ) X (pry X 11)
} f (311 0)

P(si = 2,50 = 2|Q0,¥1; 6)
falsi = 2,50 = 2]Q¢;0) X P(s1 = 2,55 = 2|Q4; 0)

?=1Z?=1f(3’1|sf =J,50 = i|Q; 8) X P(s1 = J, g = i|Q; 6)

_ _ _ 2
i Gljﬁexp (_ (e — 1) 2(352%—1 p2)] ) X (Dgy X Ty)
B f(11Q0; 0)

Dengan demikian, filtered state probability diperoleh sebagai berikut.
Untuk s{ =1
P(s; =1|Q4;0) = P(s; = 1,55 = 1|Qq;0) + P(s;y = 1,55 = 2|Q; 6)

1 (e — 1) = By — p1)]?
_o_lmeM?(— ! 207 ! )X(P11X7T1)
B f(y11Q0; 6)
_ _ _ 2
. Glj%exp (_ [(re — 1) 2252%—1 )] ) X (pyq X 71)
f(1190; 6)
Untuk s{ = 2

P(s; =2|Q4;0) = P(s; = 2,55 = 1|Qq;0) + P(s; = 2,55 = 1|Q0; 6)

1 [(Ve = #2) = BYe—s — u)]?
) _01mexp (— 2 207 ) X (p12 X 1)

f (1190 60)

23

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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1 [(ye — 12) — O(yi_q — u)]?
f(11Q0; 0) '

Dengan demikan, filtered state probability hingga waktu T dapat dihitung jika

P(sy = j|Wr; n) merepresentasikan hasil akhir dari iterasi proses filtering.

2.15.2 Smoothing

Menurut Ariyani, ef all. (2014), Proses smoothing dilakukan untuk memperoleh

estimasi yang lebih baik yaitu peluang nilai state dihitung berdasarkan informasi

dari semua data pengamatan. Proses ini merupakan lanjutan dari proses filtering.

Proses smoothing menghasilkan nilai smoothed state probability. Perhitungan

proses smoothing adalah sebagai berikut.

P(s; =], Si+1 = k|Qr;6)

_ P(siyy = k|Qr;0) X P(s{ = j|Qy1;0) X P(s¢yq = k|sg = J,04;0)
P(siy1 = k|Q4;0)

(2.33)

Dilihat persamaan (2.30), proses smoothing untuk setiap kemungkinan t = 1
sebagai berikut.
P(s; = 1,5, = 1|Qr; 6)

_ P(sz = 1{Q7;6) X P(s1 = 1]Q4;6) X P(s3 = 1|s1 = 1,04; 6)

P(s; = 110 0) ®3
P(s; =1,s3 = 2|Qr; 0)
P(s; = 2|Q7; 8) X P(sj = 1]0,;8) x P(s} = 2|s} = 1,0,;6)
= P(s; = 20y, 0) (39
P(s; = 2,55 =1|Qr;0)
_ PCsi = 1107 0) X P(si =210 ) X P(s5 = 1Isi =2.04;8)
P(s; = 1|Q4;6)
P(s;=2,55=2|Q7;0)
_ P(s; =2|07;0) X P(si = 2|04, 0) X P(s5 = 2|57 = 2,0,;6) (2.37)

P(s; = 2104;6)
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Sehingga didapatkan smoothed state probability sebagai berikut.
P(s; =1|Q7;0) = P(s;1 =1,5; =1|Q7;0) + P(s; = 1| s5; = 2,Q4; 0)
_ P(s3=1|Q7;0) X P(s; = 1]Q4;0) X P(s3 = 1|s; = 1Q4;0)
P(s3 = 11Q4;6)
+P(s§ =2|Q7;0) X P(s{ = 1|1Q4;60) X P(s; = 2|s]1 =1,Q4;60)

2.
PGs; = 2105, 6) (2:38)
P(s{ =2|Q7;0) = P(s{ = 2,5, = 1|Qp;0) + P(s; = 2|53 = 2,07;0)
_ P(s3 =1|Q7;0) X P(s{ = 2[Qq;0) X P(s3 = 1|s; = 2,Q4;0)
- P(s; = 1|Q4;0)
P(s, = 2|Q7;0) X P(s; = 2|Q4;0) X P(s, = 2|s; = 2,040
+(z 1Qr; 6) (1*|1) (sz = 2|s1 1)(2_39)
P(s; = 2|Q4;0)
Fungsi log likelihood dinyatakan sebagai berikut.
T N
InL(6) =zt n lz S st =1r;0) (2.40)
= ]:

Pada persamaan (2.37) yang merupakan tahap akhir, fungsi log likelihood
diturunkan terhadap setiap parameter untuk menentukan nilai maksimum yang
akan digunakan untuk estimasi.
1. Parameter pu,
dInL(0) 0
oy B oy

T
D Il st = 11053 0)]
t=1

T
0
0= 20 Inlf el = 11030) x PCsi = 1104:6)]
1 t=1

d 1 —(ye — 11)?
= ex X P S*=1.Q ,9
6/11 [0_1\/% p( 20_2 ( t | T )

T

1 Ve — 11)

= X X P(y,, s =1|Qr;0

Z ona < X POsi = 110136)
T

_ 1 (yt - .ul)  _ ) .
) ;f(yt; 55 X gr X PGsi = 11y 053 0) X [ (156)

o (e — )
Ye — U .
= § = X P (si =11y, Qr; 6)
t=1
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T
= Z(yt — py) X P(s{ = 1|Qr; 0)
t=1

T T
= yexPGsi = 110730) =Ty Y P(si = 1107;6)
t=1 t=1

L Yt=1Ye X P(s{ = 1|Q7; 0)
M= ST PGt = 1107 6)

(2.41)

setelah itu diperoleh,

2

T
9 P
InL(8) = — Z ) X P(sF = 1|0 0
a,ulz 0) aﬂ1<t=1(yt t1) (st |Qr ))

T
0
=5 > e x P(si = 1107;6) = Tay x P(si = 1107;6)
1 t=1

=T xP(s; =1|Qs;0) <0 (2.42)
32
3#12

karena In L (6) < 0 maka dapat disimpulkan bahwa fungsi log likelihood

berada pada nilai maksimum.

Parameter u,

dInL(6) _ d
ou, oy,

T
zln[f(yt,s; = 2|Q7; 0)]
t=1
P T
0= ﬁzln[f(ytlsg = 2|Q7;0) X P(s = 2|Qr; 0)]
2 &=

t=1

_ 0 1 exp ~ (e — 12)?
ouz |oyV2m 207

X P(s¢ = 2|Qr; 9))]

T
1 (Ve — 1)
= X X P(y,,sf =2|Qr;0
Z s T X PO si = 2101:6)
T

1 (Ve — 12) *
- ;f(yt; 5% oz X Psi = 20005 0) X f(7:6)

o ( )
Ve — U2 N
= E X P (s{ = 2|y, 3 6)
t=1
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T
= Z(yt — pp) X P(s; = 2|Qr; 0)
t=1

T T
= Zyt X P(sf =2|Q7;0) = T,uzz P(s; = 2|Qr;0)
t=1 t=1

N Yt=1Ye X P(s{ = 2|Q7; 0)
M= ST Pt = 2107 6)

(2.43)

setelah itu diperoleh,

2

T
9 9
InL(9) = — Z W) XP(s = 2|0 0
a,ulz @) a“2<t=1(yt 12) (s¢ |7 ))

T
d
= 5 > e x P(si = 2107;60) = Ty  P(s; = 2107;6)
2 t=1

=T X P(s; =2|Q7;0) <0 (2.44)
32
3#22

karena In L (6) < 0 maka dapat disimpulkan bahwa fungsi log likelihood

berada pada nilai maksimum.

Parameter o2

T
dlnL() @ o
= aaztzlm[ﬂyt,st = j107; 0)]

T
0 . « _
0= mzln[ﬂyasz = jl0r;0) X P(s¢ = jlQr; 0)]
t=1

2
d 1 —(Ve — 1y
N (;sz)

002 |g\21
T 2
1 1 (Yt —.Uj)
;f()’tig)x( 202+ 204 X P(ye,s¢ = Jj|Qr; 0)
T 2
1 1 (Yt —.Uj)
;f(yt; ) x( 202 T 250 X P(s{ = jlye, Qr; 0) X f(y; 6)

i( 1 Ge—w)

+ )XP(S; = Jjlye, Qr; 0)
=1

X P(s¢ = jlQr; 6)

202 20%

~
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T
= D (=0 + (e = 1D X P(si = /107 6)
t=1

T T
= O = m)* X P(s; = [1936) =Ta? » P(s; = [10r;6)
t=1 -

5. = Z{=1(J’t —Uy)? X P(s{ = jlQr; 0)
' TYI_, P(si = jlQr;6)

(2.45)

setelah itu diperoleh,
2

T
3G Z)ZInL(H) = iz <;(—02 + (Ve — 1j)?) X P(st = j|Qr; 9))

| D 0= 1)? x P(si = 107 0) = To? x P(st = j107; 0)

= —T x P(s{ =j|Qp;0) <0 (2.46)

karena - —-— ( o7y InL () < 0 maka dapat disimpulkan bahwa fungsi log

likelihood berada pada nilai maksimum.

Parameter @

dInL(6)

T
d
» =%Z nlf e, st = j10r; 6)]

T
0
0= 35 2, Ilf ulsi =107;6) x P(s: = 195 0)
t=1

2

J1 1 —(ye —n))
=— exp | ——=——2L1 x P(s; = j|Qr; 0
aw O_m p 20_2 (t .]l T )

T N 2
1 B(ye — by .
-> o S 2B )by 5t = i)
t=1

fe:0) 207

j=1

T 1 N @(y —'[/[)2
= x| Y T X Py si =105 0) X £ 0)

202

f
T N(Z) L=
=Z<Z% X P (st = jlye, Qr; 0)
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N
> e —wy)” X P(si = 1973 0)

j=1

T N
T0 ) > P(si =jl05:0)
t=1j=1

2 ..
t=1 Z?’=1(3’t - .Uj) X P(s{ = jlQr; 6)

M‘ﬂ

o~
1l
[y

0=

- 2.47
T 2, P(si = j107; 6) (247)
setelah itu diperoleh,
2 . .
a(bzlnL(H) 6(2)2 Z O(ye — ;)" | x P(s; = jlQr; 0)
P T N
2 ] .
=351 2. D 0= w)" x P(si = j10r;0) = T0 x P(s; = j197:6)
t=1j=1
= —T x P(s; = j|Q7;6) <0 (2.48)

karena aT)Z InL () < 0 maka dapat disimpulkan bahwa fungsi log likelihood

berada pada nilai maksimum.

Jika diketahui X; = ((yt Uir)y ey (Vg — ,us_r+1)) untuk rantai Markov yang
terdiri dari 2 state maka estimasi nilai probabilitas transisi p;; dan p,, dapat
dihitung sebagai berikut.

1. Parameter pq4

dln L(H)
op11 3P11

Z In[f (Qr, s, s¢-1|X7; 0)]

1
P(si =1,5{_1 =1|X7;0) X —

T
_ P11
O_Z !

t=2 | P(s; = 2,5{_1 = 1|X;0) X T=po

_ 1-pny _ ZZ:ZP(S; = 2,5t = 1|Qr; 09)
P11 ZLZ P(s{ =1,s5{_1 = 1|Qr; 0)
t=2 P(st = 1,5{_1 = 1|1Qr; 0)

P11 =
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_ Z{=2 P(sf = 1,5{_; = 1|Qr;0)
ZLZP(S: = 1|Qr; 0)

=q (2.49)
2. Parameter p,,

dInL(0) _ d
P22 0P22

T
D Il (@, 57,5241 0)]
t=2

( pper oy o 1
P(St = Z’St—l == 2|XT; 9) X —

r )
0= Z Piz
t=2 | P(s;{ = 1,s{_1 = 2|X1;0) X

1—p2
_ 1-py _ 2?:2 P(si =1,5{_1 = 2|Qr; 6)
P22 t=2P(s{ = 2,5{_1 = 2|Q7;6)

Py = ZZ:ZP(SF =2,5{_1 = 2|Qr; 0)
22 ZZ=2P(S; =2,51=2|Q7;0) + ZZ:ZP(SZF =1,s{_1 = 2|Qr;0)

=2 P(si = 2,5{-1 = 2|Qr; 0)

=p= 2.50
P t=2P(s{ =211 6) ( )
Sehingga diperoleh sebuah matriks transisi sebagai berikut:
_| Pua 1- Pzz] _[P11 P12
b= [1 — P11 P2z 1 1Pz Pzz] @51

dengan p;, merepresentasikan probabilitas transisi dari s;_; = 1 ke sy = 1, py»
merepresentasikan probabilitas transisi dari s{_; = 1 ke s{ = 2, py;
merepresentasikan probabilitas transisi dari s;_; = 2 ke s{ = 1, dan p,,
merepresentasikan probabilitas transisi dari s;_; = 2 ke s; = 2. Jumlah dari

P11 + P12 = 1 danjumlah P21 + P22 = 1.

2.16 Pemilihan Model Terbaik

Pemilihan model terbaik bisa ditentukan menggunakan kriteria in-sample yaitu
dapat berdasarkan nilai Akaike s Information Criterion (AIC.) dan menggunakan

kriteria out-sample yaitu dengan menggunakan Mean Absolute Percentage Error

(MAPE).
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2.16.1 Akaike’s Information Criterion corrected (AIC,)

Menurut Sen & Shitan (2002), Bayesian Information Criterion (BIC) merupakan
modifikasi dari Akaike s Information Criterion (AIC) yang tidak efisien secara
asimtotik. Oleh karena itu, disarankan versi koreksi yang bias dari AIC yang
disebut sebagai Akaike s Information Criterion corrected (AIC,). AIC, digunakan
secara luas sebagai salah satu kriteria pemilihan model terbaik dalam deret waktu

yang ditulis sebagai berikut:

AIC, = AIC + M (2.52)
n—k-—1
dengan
AIC = Akaike's Information Criterion
k = jumlah parameter dalam model
n = ukuran sampel
Untuk menentukan nilai AIC dapat ditulis sebagai berikut:
AIC = =2In(L) + 2k (2.53)
dengan
k = jumlah parameter dalam model
L = nilai maksimum dari fungsi likelihood dalam model

2.16.2 Mean Absolute Percentage Error (MAPE)

Menurut Makridakis et al. (2008), Mean Absolute Percentage Error (MAPE)
merupakan kriteria yang sering digunakan sebagai alat pengukur kesalahan pada
kesalahan melalui akurasi suatu model. MAPE adalah tolak ukur yang digunakan
untuk mengidentifikasi perbedaan antara hasil prediksi dan nilai aktual atau

observasi. Mengidentifikasi perbedaan tersebut dilakukan dengan
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membandingkan data aktual dan data peramalan. MAPE dirumuskan sebagai

berikut.
1 n L — 9
MAPE =—Z Yi 7Y 100% (2.54)
Nide=11 Yt
dengan
y; = nilai pengamatan waktu ke-¢

Vy: = nilai peramalan waktu ke-¢

n = banyaknya pengamatan

Selain itu, nilai MAPE memiliki standar yang bisa digunakan dalam mengevaluasi
kualitas sebuah model. Keriteria nilai MAPE tertera pada Tabel 2. (Martin & Witt,
1989).

Tabel 2. Kriteria nilai MAPE

Nilai MAPE Kriteria
<10% Sangat Baik
10% - 20% Baik
20% - 50% Cukup
>50% Buruk

2.17 Pemeriksaan Diagnostik

Pemeriksaan diagnostik bertujuan untuk mengetahui kelayakan model melalui
nilai probabilitas parameter pada model. Prosesnya dimulai dengan menentukan
model dan estimasi parameternya serta dievaluasi apakah model tersebut sesuai
asumsi yang diperlukan atau tidak. Asumsi utama yang mendasari model tersebut
adalah bahwa residual a; berdistribusi normal atau merupakan white noise.
Asumsi normalitas diidentifikasi dengan uji Kolmogorov-Smirnov dan asumsi
white noise diidentifikasi menggunakan plot time series, uji Breusch-Pagan dan

uji Ljung-Box.
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2.17.1 Uji Normalitas

Menurut Difinubun, ef all. (2023), untuk mengetahui kenormalan residu suatu
model dapat menggunakan uji normalitas residual. Tujuan dari uji normalitas
yaitu mengetahui apakah residu pada model berdistribusi normal atau tidak. Salah
satu uji normalitas dapat dilakukan menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov.
Tahap pengujinnya adalah sebagai berikut:

Hipotesis:

Hy : Foy = St untuk semua nilai ¢, dengan Fy)~N (0, a?)

Hy: Foy # St =1,2,...,T

Statistik uji:
dengan
S(t) = fungsi distribusi komulatif empiris dari sampel

Fy(y= fungsi distribusi komulatif dari distribusi teoritis yang sedang di uji

Kriteria uji:
Jika D > K(;_4) atau dengan a = 0,05 jika p — value < a sehingga tolak H, dan
terima H, jika sebaliknya. Nilai K(;_ gy dapat diketahui melalui tabel

Kolmogorov-Smirnov.

2.17.2 Uji Asumsi

Salah satu cara untuk menguji asumsi white noise yaitu dengan plot data. Plot data
time series memiliki banyak jenis, salah satunya scatter plot. Scatterplot sering
kali menjadi grafik pilihan untuk menampilkan hubungan antara dua variabel.

Scatterplot berguna untuk analisis eksplorasi, tetapi dapat melakukan lebih dari
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sekadar mengidentifikasi korelasi. Scatter plot dapat menggambarkan berbagai
pola dan hubungan misalnya hubungan linier atau nonlinier, hubungan positif
(langsung) atau negatif (terbalik), serta konsentrasi atau penyebaran titik data. Jika
titik-titik pada plot membentuk garis lurus berarti bahwa hubungan antar variabel
tersebut bersifat linier. Sebaliknya, jika titik-titik pada plot membentuk garis yang
tidak lurus berarti bahwa hubungan antar variabel tersebut bersifat nonlinier

(Lukman, et all., 2024).

2.17.3 Uji Heteroskedastisitas

Menurut Alwi, et all. (2023), hipotesis yang digunakan untuk mendeteksi
heteroskedastisitas dalam model regresi dapat menggunakan uji Breusch-Pagan
ini sebagai berikut:

Hy: 02 =0 (tidak terjadi heteroskedastisitas)

H;: 02 # 0 (terjadi heteroskedastisitas)

Adapun statistik uji Breusch-Pagan bedasarkan koefisien determinasi (R?) yang
mengikuti distribusi chi-square (x*) dengan derajat kebebasan sama dengan
jumlah variabel independen (k) sebagai berikut:
BP =~ x R? (2.56)
dengan
n = jumlah observasi

R? =koefisien determinasi dari regresi residual kuadrat

Jika p — value < a maka tolak H, yang berarti terjadi heteroskedastisitas.
Sedangkan, jika p — value > a maka terima H, yang berarti tidak terjadi

heteroskedastisitas.
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2.17.4 Uji Autokorelasi

Untuk menguji apakah nilai autokorelasi sisaan sama dengan nol atau tidak dapat
menggunakan uji Ljung-Box. Jika autokorelasi sisaan bernilai nol maka error
yang berarti white noise, sehingga model bisa digunakan dalam peramalan
(Khoerunnisa, et all., 2022). Berikut ini adalah pengujian Ljung-Box.

Hipotesis:

Hy : py = pp = -+ = pr = 0 (residual memenuhi syarat white noise)

H; : minimal ada satu p; # 0, untuk i = 1,2, ..., k (residual tidak white noise )

Statistik uji:
K 2
Q' =n(n+2) ) (2.57)
n—k '
k=1

dengan

Q" = statistik Uji Ljung-Box

n = jumlah observasi atau data sampel

k = lag ke-k

K = jumlah /ag yang diuji

T2 = autokorelasi pada lag ke-k

p dan g = order dari ARMA (p,q)

Kriteria uji:

Tolak Hy jika p — value < a atau Q* > x&.4r-k—pq-

2.18 Jumlah Penumpang Kereta Api

Salah satu elemen yang penting untuk keberlangsungan hidup suatu negara adalah

transportasi yang handal. Transportasi yang handal adalah faktor pendukung
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utama yang menentukan kemajuan suatu negara. Kegiatan sehari-hari masyarakat
Indonesia sangat bergantung pada aksesibilitas. Setiap proses perpindahan, baik
orang maupun barang, dapat difasilitasi dengan adanya transportasi. Kebanyakan
orang menggunakan kereta api sebagai salah satu model transportasi masal yang

tersedia bagi masyarakat (Effendi & Yenita, 2023).

Kereta api adalah cara transportasi darat yang digunakan untuk perjalanan jauh.
Selain cepat, kereta api juga membantu menghindari kemacetan di jalan, terutama
di kota-kota besar. Kereta api tidak hanya murah dan ramah lingkungan, tetapi
juga memiliki banyak fasilitas. Jumlah penumpang kereta api biasanya bertambah
pada hari libur Natal dan tahun baru, hari raya Idul Fitri, serta hari besar lainnya.
Dalam mengatasi jumlah penumpang yang terus bertambah, peramalan diperlukan
untuk menyediakan fasilitas yang diperlukan dalam mengoperasikan transportasi

kereta api tersebut (Utomo & Fanani, 2020).



III. METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap Tahun Ajaran 2024/2025 yang
bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan

Alam Universitas Lampung.

3.2 Data Penelitian

Pada penelitian ini data yang digunakan adalah data time series sekunder yang
diambil dari https://bps.go.id yaitu data bulanan jumlah penumpang kereta api di
Sumatera periode Januari 2010 — Juli 2024.

3.3 Metode Penelitian

Berikut langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini, yaitu:
1. Melakukan analisis deskriptif pada data.
2. Melakukan uji stasioneritas data.

a. Membuat plot data.

b. Melihat pola korelogram ACF dan PACF.

¢. Melakukan transformasi Box-Cox.


https://bps.go.id/
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d. Melakukan uji Augmented Dickey-Fuller (ADF) untuk melihat nilai p —
value.

3. Jika data tidak stasioner, maka dilakukan differencing data.

4. Melakukan kembali uji stasioneritas dengan melihat plot, pola korelogram
ACF dan PACEF, transformasi Box-Cox dan uji ADF pada data yang telah
dilakukan differencing.

5. Melakukan uji nonlinieritas menggunakan uji Terasvirta. Jika hasil dari uji
nonlinieritas sesuai maka dapat disimpulkan data sesuai dengan model
nonlinier sehingga dapat dilanjutkan ke tahap berikutnya.

6. Penentuan state yaitu state 1 dan state 2. Nilai ug, digunakan untuk
menentukan state. ug; merupakan rata-rata yang dipengaruhi oleh state. Pada
penelitian ini terdapat dua state yaitu apresiasi dan depresiasi sehingga pg;
ada dua yakni 4 dan p,.

7. Melakukan estimasi parameter, metode yang digunakan dalam estimasi
parameter untuk mendapatkan orde yang sesuai pada model MSAR adalah
MLE yang dikombinasikan dengan filtering dan smoothing. Hal ini
disebabkan karena pada MSAR terdapat parameter p;; yang
merepresentasikan probabilitas dari masing-masing state.

8. Melakukan pemilihan model terbaik dengan memeriksa nilai AIC. dan
MAPE.

9. Melakukan uji diagnostik pada model terbaik.

a. Memeriksa normalitas residual dengan menggunakan uji Kolmogorov-
Smornov.

b. Memeriksa apakah residual bersifat white noise dengan melihat plot data,
uji Breusch-Pagan dan uji Ljung-Box.

10. Melakukan peramalan periode 12 bulan dengan model terbaik.
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V. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada penelitian yang telah dilakukan,

diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1.

Model MSAR terbaik yang dapat digunakan untuk melakukan peramalan

jumlah penumpang kereta api di Sumatera adalah model MS(2)AR(4) dengan

nilai AICc sebesar 1919,0448 dan MAPE sebesar 3,8878 dalam state 1 dan

state 2. Model yang dihasilkan adalah sebagai berikut:

State 1 = —0,3009(z;_1 — pst—1) — 0,1915(z;_5 — Ust—2) — 0,0717(z;_3 —
tst-3) — 0,0025(z;_4 — phse-4) + &

State 2 = —0,571(z;_1 — Use—1) + 1,6390(z;_, — pse—») + 0,3481(z;_5 —
tst-3) — 0,4761(2;_ 4 — se-4) + &

Hasil dari peramalan jumlah penumpang kereta api di Sumatera untuk bulan
Agustus 2024 — Juli 2025 yaitu 1,534956e+02, 7,573674e+02, 3,799271e+03,
1,908896e+04, 9,597587e+04, 4,825546e+05, 2,426231e+06, 1,219882e+07,
6,133435e+07, 3,083824¢+08, 1,550513e+09 dan 7,795810e+09.
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