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PENENTUAN AKAR PERSAMAAN POLINOMIAL DENGAN 
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Polinomial adalah salah satu persamaan dalam matematika yang memiliki satu 

suku atau lebih dan koefisiennya bukan nol. Persamaan polinomial yang lazim kita 

hadapi adalah koefisien dan variabel dalam bentuk bilangan kompleks. Di 

penelitian ini kita akan mencari akar persamaan polinomial tersebut, dari koefisien 

dan variabel yang akan dicari dalam bentuk matriks. Dengan menggunakan dua 

sumber utama yaitu persamaan polinomial dan matriks. Dalam menentukan suatu 

akar dari persamaan polinomial itu akan berbeda caranya jika variabel, konstanta 

dan koefisiennya dalam bentuk matriks, bukan dalam bentuk bilangan kompleks. 

Hasil yang diperoleh untuk mendapatkan akar persamaan dari suatu persamaan 

polinomial dengan koefisien, variabel atau konstanta dalam bentuk matriks akan 

berbeda formulanya dengan mencari akar persamaan polinomial biasa serta jumlah 

solusi persamaannya akan berbeda juga dengan persamaan polinomial biasa. 

 

 

Kata Kunci: Persamaan polinomial, polinomial matriks, nilai eigen, vektor eigen 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

ABSTRACT 

 

 

 

DETERMINING THE ROOTS OF POLYNOMIAL EQUATIONS WITH 

MATRIX COEFFICIENTS 

 

 

 

By 

 

 

Muhammad Ikhsan Habibi 

 

 

 

 

Polynomial is an equation in mathematics that has one or more terms and whose 

coefficient is not zero. The polynomial equations that we commonly encounter are 

coefficients and variables in the form of complex numbers. In this research we will 

look for the roots of the polynomial equation, from the coefficients and variables 

that will be searched in matrix form. By using two main sources, namely 

polynomial equations and matrices. The method for determining the roots of a 

polynomial equation will be different if the variables, constants and coefficients are 

in matrix form, not in complex number form. The results obtained to get the roots 

of a polynomial equation with coefficients, variables or constants in matrix form 

will have a different formula from finding the roots of an ordinary polynomial 

equation and the number of solutions to the equation will also be different from 

ordinary polynomial equations. 
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I. PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang dan Masalah 

Polinomial  adalah  salah  satu  persamaan  dalam  matematika  yang memiliki satu 

suku atau lebih dan koefisiennya bukan nol (Barbeau, 2003). Polinomial  adalah 

fungsi  matematika  yang  melibatkan perkalian, perpangkatan, dan nilai variabel.  

Untuk mencari akar persamaan polinomial , diperlukan untuk mencari nilai variabel 

yang mempunyai nilai fungsi 0 (𝑓(𝑥) = 0). Ada beberapa metode untuk mencari 

akar persamaan tersebut. Dalam menyelesaikan persamaan polinomial untuk 

mencari akar persamaannya itu menggunakan pemfaktoran, rumus 𝑎𝑏𝑐, metode 

perpaduan pembagian, metode bagi dua dan metode Newton. Dalam perkembangan 

ilmu aljabar, matriks (Matrix) adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-

bilangan. Bilangan-bilangan di dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks 

(Anton,2004). Matriks digunakan untuk menyelesaikan masalah matematika, 

seperti persamaan linear, transformasi linear dan lain-lain.  

 

Persamaan polinomial yang lazim kita hadapi adalah koefisien dan variabel dalam 

bentuk bilangan kompleks. Di penelitian ini kita akan mencari akar persamaan 

polinomial tersebut, dari koefisien dan variabel yang akan dicari dalam bentuk 

matriks 𝑛 × 𝑛. Dengan menggunakan dua sumber utama yaitu persamaan 

polinomial dan matriks, serta literatur yang lain, maka penulis termotivasi 

melakukan penelitian ini untuk membahas persamaan polinomial dengan koefisien 

dalam bentuk matriks 𝑛 × 𝑛, khususnya matriks dengan ordo 𝑛 × 𝑛 yang bertujuan 

mengetahui cara mencari akar-akar persamaan dari persamaan polinomial dengan 

koefisien dalam bentuk matriks 𝑛 × 𝑛, 𝑛 = 2,3,4. 
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1.2. Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini adalah untuk menentukan akar persamaan polinomial dalam 

dengan koefisien dalam bentuk matriks 𝑛 × 𝑛, untuk 𝑛 = 2,3, 4. 

1.3. Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah : 

1. menambah wawasan dalam mencari akar-akar persamaan polinomial dengan 

koefisien dalam bentuk matriks 𝑛 × 𝑛, untuk 𝑛 = 2,3,4. 

2. sebagai bahan materi lanjutan untuk mengkaji lebih dalam tentang persamaan 

polinomial dengan koefisien matriks 𝑛 × 𝑛, untuk 𝑛 = 2,3,4.

  



 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

Dalam menentukan akar persamaan polinomial dengan koefisien yang berbentuk 

matriks melibatkan dua hal penting, yakni materi matriks dan persamaan 

polinomial. Pada bab ini akan dijelaskan dasar-dasar tentang matriks dan persamaan 

polinomial yang akan digunakan sebagai acuan untuk menunjang proposal 

penelitian ini.  

2.1 Matriks  

Matriks (matrix) adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan di dalam jajaran tersebut disebut entri dari matriks. (Anton, 

2004).   

 

Contoh 2.1.1 

Berikut diberikan beberapa contoh matriks : 

a) [1 −2 3 0] 

b) [
2 1
3 −2
0 3

] 

c) [
2
3
] 

d) [

1 2 √3

𝑒 −2
2

3

0 2 0

]

 

e) [
−2 0
0 6

] .
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Ukuran matriks ditentukan dengan jumlah baris (arah horizontal) dan jumlah kolom 

(arah vertikal) yang dimiliki. Sebagai contoh, matriks pertama pada Contoh 2.1.1 

memiliki satu baris dan empat kolom, maka ukuran dari matriks nomor 1 adalah 1 

kali 4 (Jika ditulis 1 × 4). Penulisan ukuran matriks, bilangan pertama 

menunjukkan jumlah baris dan bilangan kedua menunjukkan jumlah kolom. 

Matriks lainnya di Contoh 2.1.1 , memiliki ukuran berturut-turut 1 × 4, 3 × 2, 2 ×

1, 3 × 3,  dan 1 × 1.   

Dalam menulis suatu matriks, disimbolkan menggunakan huruf kapital dalam 

menyatakannya dan huruf kecil untuk menyatakan kuantitas numeriknya, kita dapat 

menulis  

𝐴 = [
1 −2
6 5

] atau 𝐷 = [
𝑎 𝑏
𝑑 𝑐

] 

 

Entri yang terletak pada baris 𝑖 dan kolom 𝑗 di dalam matriks 𝐴 akan dinyatakan 

sebagai 𝑎𝑖𝑗. Jadi, matiks 2 × 3 dapat ditulis sebagai 

 

𝐴 = [
𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23
] 

 

matriks bentuk umum 𝑚 × 𝑛 sebagai berikut : 

 

𝐴 = [

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

].



5 

 

2.2 Operasi Matriks 

Selanjutnya dipelajari matriks-matriks dapat dioperasikan seperti penjumlahan, 

pengurangan dan perkalian. Namun, perlu dipahami kesetaraan matriks. 

Dua matriks akan disebut setara jika keduanya mempunyai ukuran dan entri-entri 

yang bersesuaian itu sama, dinotasikan dengan 𝐴 = 𝐵. (Anton, 2004) 

 

Diberikan 𝐴 = [
2 3
1 5

] dan 𝐵 [
2 3
1 5

]  

 

Dikarenakan ukuran matriks A dan B sama, yakni 2 × 2 serta entri-entri yang 

bersesuaian itu sama. Jadi, matriks A dan B setara. 

 

Dalam pengoperasian penjumlahan dan pengurangan matriks, ada satu syarat yang 

harus terpenuhi. Dengan syarat, jika terdapat dua matriks yang akan dijumlahkan 

atau dikurangkan, kedua matriks harus memiliki ordo atau ukuran yang sama.  

 

Contoh 2.2.1 

Diberikan matriks-matriks berikut 

 

𝐴 = [
3 1 5 3
9 1 7 3
1 4 3 2

] , 𝐵 = [
2 4 1 7
1 2 4 1
2 1 5 1

],  dan 𝐶 = [
1 7 3
4 3 2

]. 

 

Dengan ukuran matriks A, B dan C berurutan yakni 2 × 3, 2 × 3, dan 2 × 2. 

Dikarenakan A dan B  memiliki ukuran yang sama, maka A dan B dapat dijumlahkan 

ataupun dikurangkan. 

 

𝐴 − 𝐵 = [
3 1 5 3
9 1 7 3
1 4 3 2

] − [
2 4 1 7
1 2 4 1
2 1 5 1

] = [
1 −3 4 −4
8 −1 3 2

−1 3 −2 1
] 

𝐴 + 𝐵 = [
3 1 5 3
9 1 7 3
1 4 3 2

] + [
2 4 1 7
1 2 4 1
2 1 5 1

] = [
5 5 6 10
10 3 11 4
3 5 8 3

]. 
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Untuk pengoperasian 𝐴 + 𝐶, 𝐵 + 𝐶, 𝐴 − 𝐶, dan 𝐵 − 𝐶 tidak terdefinisi 

dikarenakan ukuran matriks yang berbeda. 

 

Jika A adalah matriks 𝑚 × 𝑝 dan B adalah matriks 𝑝 × 𝑛  maka hasilkali 𝐴𝐵 adalah 

matriks 𝑚 × 𝑛 yang entri-entrinya akan dijelaskan dalam contoh. Untuk mencari 

entri pada baris 𝑖 dan 𝑗 dari 𝐴𝐵, pisahkan baris 𝑖 dari matriks 𝐴 dan kolom 𝑗 dari 

matriks 𝐵. Setelah itu, kalikan entri-entri yang bersesuaian lalu jumlahkan hasil 

yang ada. 

 

Contoh 2.2.2 

Diberikan matriks-matriks berikut 

 

𝐴 = [
3 1 2
1 6 1

], 𝐵 = [
2 5 1 2
9 1 1 3
1 −1 2 0

]. 

 

Dikarenakan 𝐴 adalah matriks 2 × 3 dan B adalah matriks 3 × 4, maka hasil dari 

perkalian 𝐴𝐵 adalah matriks yang berukuran 2 × 4. Untuk menentukan, misalnya 

entri dari 𝐴𝐵 pada baris 1 dan kolom 1, dapat dipisahkan baris 1 dari 𝐴 dan kolom 

1 dari 𝐵. Kemudian, kalikan entri-entri yang bersesuaian dan menjumlahkan 

hasilnya kalinya. 

 

𝐴𝐵 = [
3 1 2
1 6 1

] [
2 5 1 2
9 1 1 3
1 −1 2 0

] = [
𝑎 𝑏 𝑐 𝑑
𝑒 𝑓 𝑔 ℎ

] 

 

maka 𝐴𝐵 = [
17 14 8 9
59 10 9 20

] 

 

Diberikan skalar 𝑘. Perkalian matriks 𝐴 dengan skalar 𝑘 adalah mengalikan setiap 

entri-entri matriks 𝐴 dengan 𝑘. 
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Jika   𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

], 

 

maka  𝑘𝐴 = 𝑘 [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] = [

𝑘𝑎11 𝑘𝑎12 ⋯ 𝑘𝑎1𝑛

𝑘𝑎21 𝑘𝑎22 ⋯ 𝑘𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑘𝑎𝑚1 𝑘𝑎𝑚2 ⋯ 𝑘𝑎𝑚𝑛

]. 

 

Contoh 2.2.3 

Jika 

𝐴 = [
2 5 0
4 1 6
8 1 4

] dan 𝑘 = 3 , 

maka 

3𝐴 = [
3 ∙ 2 3 ∙ 5 3 ∙ 0
3 ∙ 4 3 ∙ 1 3 ∙ 6
3 ∙ 8 3 ∙ 1 3 ∙ 4

] = [
6 15 0
12 3 18
24 3 12

]. 

 

2.3 Determinan 

 

 

Suatu hasil kali elementer (elementer product) dari suatu matriks 𝐴, 𝑛 × 𝑛, adalah 

hasilkali entri-entri dari 𝐴, yang tidak berasal dari baris atau kolom yang sama 

(Anton, 2000). 

 

Setiap matriks yang berbujursangkar memiliki skalar yang disebut dengan 

determinan, dengan dilambangkan det (𝐴) atau |𝐴| atau 

|

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

… … … …
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑛𝑛

|. 

 

Determinan matriks berordo 2 × 2 dan 3 × 3 akan didefinisikan sebagai berikut: 

1. det [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 .
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2. det [

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

] = (𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32) −

(𝑎13𝑎22𝑎31 + 𝑎11𝑎23𝑎32 + 𝑎12𝑎21𝑎33) 

 

Contoh 2.3.1 

Akan ditentukan determinan dari 

 

𝐴 = [
5 −3
2 −2

] dan 𝐵 = [
−2 5
−3 4

]. 

 

Diperoleh 

det(𝐴) = (5)(−2)—3(2) = −10 + 6 = −4 

det(𝐵) = (−2)(4) − (5)(−3) = −8 + 15 = 7 

Contoh 2.3.2 

Akan ditentukan determinan dari 

𝐶 = [
1 2 3

−4 5 6
7 −8 9

] 

 

Diperoleh 

det(𝐶) = (45 + 84 + 96) − (105 − 48 − 72) = 240 . 

 

2.4 Basis dan Dimensi 

 

Definisi 2.4.1 

Jika 𝑉 adalah suatu ruang vektor sebarang dan 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} adalah suatu 

himpunan vektor-vektor pada 𝑉, maka 𝑆 disebut Basis untuk  𝑉 jika dua syarat 

berikut berlaku: 

a) 𝑆 bebas linear 

b) 𝑆 merentang 𝑉 (Anton, 2004) 

Suatu basis adalah generalisasi ruang vektor dari suatu sistem koordinat pada ruang 

berdimensi 2 dan ruang berdimensi 3.  
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Contoh 2.4.1 

Misalkan 𝑒1 = (1, 0, 0, … , 0), 𝑒2 = (0, 1, 0, … , 0), … , 𝑒𝑛 = (0, 0, 0, … , 1) maka 

himpunan 𝑆 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, … , 𝑒𝑛} adalah sebuah basis bagi 𝑅𝑛 sebab: 

1. 𝑆 bebas linear 

Bukti: 

𝑘1𝑒1 + 𝑘2𝑒2 + 𝑘3𝑒3 + ⋯+ 𝑘𝑛𝑒𝑛 = 0 

(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, … , 𝑘𝑛) = (0, 0, 0, … , 0) 

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = ⋯ = 𝑘𝑛 = 0 

2. 𝑆 merentang 𝑉 

Bukti: 

Misalkan 

𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛) adalah sembarang vektor pada 𝑅𝑛 maka 

𝑣 = (𝑣1, 0, 0, … , 0) + (0, 𝑣2, 0, … , 0) + ⋯+ (0, 0, 0, … , 𝑣𝑛) 

𝑣 = 𝑣1(1, 0, 0, … , 0) + 𝑣2(0, 1, 0, … , 0) + ⋯+ (0, 0, 0, … ,1) 

𝑣 = 𝑣1𝑒1 + 𝑣2𝑒2 + 𝑣3𝑒3 + ⋯+ 𝑣𝑛𝑒𝑛 

 

Teorema 2.4.1 

Jika 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} adalah suatu basis dari ruang vektor 𝑉, maka setiap vektor 

𝑣 pada 𝑉 dapat dinyatakan dalam bentuk 𝑣 = 𝑐1𝑣1 + 𝑐2𝑣2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑣𝑛 dengan 

tepat satu cara (Anton, 2004). 

 

Dalam teorema dalam disimpulkan bahwa semua basis untuk 𝑉 harus memiliki 

jumlah vektor yang sama dengan basis sebarang 𝑆. Penjelasan tersebut akan 

menghasilkan teorema  

 

Teorema 2.4.2 

Semua basis untuk ruang vektor berdimensi terhingga memiliki jumlah vektor yang 

sama (Anton, 2004).  

 

Penjelasan ini secara tidak langsung menyatakan bahwa semua basis untuk 𝑅𝑛 akan 

memiliki 𝑛 vektor. Secara intuitif, 𝑅𝑛 adalah berdimensi n. Jadi, untuk ruang-ruang 
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vektor yang telah dikenal, jumlah vektor pada suatu baris adalah sama dengan 

dimensinya. 

 

 

Definisi 2.4.2 

Dimensi adalah ruang vektor 𝑉 yang berdimensi terhingga, dinotasikan 

dengan dim (𝑉), didefinisikan sebagai banyaknya vektor-vektor pada suatu basus 

untuk 𝑉. Selain itu, didefinisikan ruang vektor nol sebagai berdimensi nol. 

 

Contoh 2.4.2 

Diberikan ruang solusi sistem homogen yang akan dicari basis dan dimensinya 

2𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥5 = 0 

−𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 − 3𝑥4 + 𝑥5 = 0 

𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 − 𝑥5 = 0 

𝑥3 + 𝑥4 + 𝑥5 = 0 

Jadi, akan dibentuk dalam bentuk matriks 

[

2 2 −1 0 1
−1 −1 2 −3 1
1 1 −2 0 −1
0 0 1 1 1

]

lalu dieliminasi dengan Gaus-Jordan dan menghasilan matriks  

[

1 1 −2 0 −1
0 0 1 − 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

]

[
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
0
0
0
0
0]
 
 
 
 

 

Diperoleh 𝑥4 = 0, 𝑥3 = −𝑥5, 𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 − 𝑥5 = 0. Jika 𝑥2 = 𝑠 dan 𝑥5 =

𝑡, maka 𝑥3 = −𝑡 dan 𝑥1 = −𝑠 − 𝑡. Solusi umunya: 𝑥1 = −𝑠 − 𝑡, 𝑥2 = 𝑠, 𝑥3 =

−𝑡, 𝑥4 = 0 dan 𝑥5 = 𝑡. 

Dalam bentuk vektor dapat ditulis: 

[
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
−𝑠 − 𝑡

𝑠
−𝑡
0
𝑡 ]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
−𝑠
𝑠
0
0
0 ]

 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
−𝑡
0
−𝑡
0
𝑡 ]

 
 
 
 

= 𝑠

[
 
 
 
 
−1
1
0
0
0 ]

 
 
 
 

+ 𝑡

[
 
 
 
 
−1
0

−1
0
1 ]

 
 
 
 

.
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Jadi, diperoleh 𝑣1 =

[
 
 
 
 
−1
1
0
0
0 ]

 
 
 
 

 dan 𝑣2 =

[
 
 
 
 
−1
0

−1
0
1 ]

 
 
 
 

 sebagai basis dan memiliki dimensi 2. 

 

2.5 Rank dan Nulitas 

 

Dimensi-dimensi dari ruang baris, ruang kolom, dan ruang null suatu matriks 

merupakan bilangan penting, sehingga terdapat sejumlah notasi dan istilah yang 

berkaitan. 

Definisi 2.5.1 

Dimensi umum dari ruang baris dan ruang kolom dari suatu matriks 𝐴 disebut 

sebagai rank dari 𝐴 dan dinyatakan sebagai rank(𝐴); dimensi ruang nul dari 𝐴 

disebut sebagai nulitas dari 𝐴 dan dinyatakan sebagai nulitas(𝐴) (Anton, 2004). 

 

Contoh 2.5.1 

Diberikan suatu matriks  

𝐴 = [

−1 2 0 4 5 −3
3 −7 2 0 1 4
2 −5 2 4 6 1
4 −9 2 −4 −4 7

] 

akan ditentukan rank dan nulitas. 

Bentuk eselon baris tereduksi dari 𝐴 adalah

 

[

1 0 −4 −28 −37 13
0 1 −2 −12 −16 5
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

]. 

Karena terdapat dua baris tak nol, ruang baris dan ruang kolom keduanya 

berdimensi dua, sehingga 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 2. Untuk menentukan nulitas dari 𝐴, harus 

ditentukan dimensi dari ruang solusi sistem linear 𝐴𝑥 = 0. Sistem persamaan yang 

sesuai adalah 
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[

1 0 −4 −28 −37 13
0 1 −2 −12 −16 5
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

]

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

 

𝑥1 − 4𝑥3 − 28𝑥4 − 37𝑥5 + 13𝑥6 = 0 

𝑥2 − 2𝑥3 − 12𝑥4 − 16𝑥5 + 5𝑥6 = 0 

atau diselesaikan variabel-variabel utamanya 

𝑥1 = 4𝑥3 + 28𝑥4 + 37𝑥5 − 13𝑥6 

𝑥2 = 2𝑥3 + 12𝑥4 + 16𝑥5 − 5𝑥6 . 

Jadi, solusi umum yang didapatkan adalah 

𝑥1 = 4𝑟 + 28𝑠 + 37𝑡 − 13𝑢 

𝑥2 = 2𝑟 + 12𝑠 + 16𝑡 − 5𝑢 

𝑥3 = 𝑟 

𝑥4 = 𝑠 

𝑥5 = 𝑡 

𝑥6 = 𝑢 

atau secara ekuivalen 

[
 
 
 
 
 
𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5

𝑥6]
 
 
 
 
 

= 𝑟

[
 
 
 
 
 
4
2
1
0
0
0]
 
 
 
 
 

+ 𝑠

[
 
 
 
 
 
28
12
0
1
0
0 ]

 
 
 
 
 

+ 𝑡

[
 
 
 
 
 
37
16
0
0
1
0 ]

 
 
 
 
 

+ 𝑢

[
 
 
 
 
 
−13
−5
0
0
0
1 ]

 
 
 
 
 

. 

Keempat vektor membentuk basis untuk ruang solusi, sehingga nulitas(𝐴) = 4. 

 

 

2.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

  

Jika 𝐴 adalah sebuah matriks 𝑛 × 𝑛, maka sebuah vektor taknol 𝑥 pada 𝑅𝑛 disebut 

dengan vektor eigen (eigenvector) dari 𝐴 jika 𝐴𝑥 adalah sebuah kelipatan skalar 

dari 𝑥, yaitu: 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 
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untuk skalar 𝜆. Skalar 𝜆 disebut nilai eigen (eigenvalue) dari 𝐴, dan 𝑥 disebut 

sebagai vektor eigen dari 𝐴 dari yang terkait dengan 𝜆 (Anton, 2004). 

 

 

Contoh 2.6.1 

Vektor 𝑥 = [
1
2
] adalah vektor eigen dari 

𝐴 = [
3 0
8 −1

] 

Terkait dengan nilai eigen 𝜆 = 3, karena  

 

𝐴𝑋 = [
3 0
8 −1

] [
1
2
] = [

3
6
] = 3𝑥 

 

Untuk memperoleh nilai eigen dari sebuah matriks 𝐴, 𝑛 × 𝑛, dapat dituliskan 

lembali 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 sebagai 

 

𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 

 

atau secara ekuivalen,  

(𝐴𝑥 − 𝐴)𝑥 = 𝟎 . 

 

Agar mendapatkan λ menjadi nilai eigen, maka harus terdapat satu solusi tak nol 

dari persamaan. Persamaan memiliki solusi taknol jika dan hanya jika  

 

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 .

 

Persamaan ini disebut dengan persamaan karakteristik matriks 𝐴: sklar-skalar yang 

memenuhi persamaan ini adalah nilai-nilai eigen dari 𝐴. Determinan det(𝜆𝐼 − 𝐴) 

adalah sebuah polinomial 𝑝 dalam variabel λ yang disebut sebagai polinomial 

karakeristik. 
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Contoh 2.6.2 

Diberikan matriks 𝐴 = [
0 3
2 1

], akan dicari nilai eigen dari matriks 𝐴. 

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 

det [
𝜆 3
2 𝜆 − 1

] = 0 

𝜆(𝜆 − 1) − 6 = 0 

𝜆2 − 𝜆 − 6 = 0 

(𝜆 − 3)(𝜆 + 2) = 0 

maka, 𝜆 = 3 dan 𝜆 = −2. 

 

2.7 Diagonalisasi 

                                       

Sebuah matriks bujur sangkar 𝐴 dikatakan dapat didiagonalisasi (diagonalizable) 

jika terdapat sebuah matriks 𝑃 yang dapat dibalik sedemikian rupa sehingga 𝑃−1𝐴𝑃 

adalah sebuah matriks diagonal; matriks 𝑃 dikatakan mendiagonalisasi 

(diagonalize) 𝐴. (Anton, 2004) 

 

Teorema 2.7.1  

Jika 𝐴 adalah sebuah matriks 𝑛 × 𝑛, maka kedua pernyataan berikut ini adalah 

ekuivalen. 

a. 𝑨 dapat didiagonalisasi 

b. 𝑨 memiliki 𝑛 vektor eigen yang bebas linear (Anton, 2004) 

 

Bukti Karena 𝐴 diasumsikan dapat didiagonalisasi, maka terdapat sebuah matriks 

yang dapat dibalik 

 

 

 

 

Dengan  

𝑃 = [

𝑝11 𝑝12 ⋯ 𝑝1𝑛

𝑝21 𝑝22 ⋯ 𝑝2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑚1 𝑝𝑚2 ⋯ 𝑝𝑚𝑛

], 

 

sedemikian sehingga 𝑃−1𝐴𝑃 adalah diagonal, maka dikatakan 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷, dengan 
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𝐷 = [

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

]. 

 

Karena  𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐷 bahwa 𝐴𝑃 = 𝑃𝐷, sehingga

 

𝐴𝑃 = [

𝑝11 𝑝12 ⋯ 𝑝1𝑛

𝑝21 𝑝22 ⋯ 𝑝2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑚1 𝑝𝑚2 ⋯ 𝑝𝑚𝑛

] [

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

]

= [

𝜆1𝑝11 𝜆2𝑝12 ⋯ 𝜆𝑛𝑝1𝑛

𝜆1𝑝21 𝜆2𝑝22 ⋯ 𝜆𝑛𝑝2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜆1𝑝𝑚1 𝜆2𝑝𝑚2 ⋯ 𝜆𝑛𝑝𝑚𝑛

] 

 

Jika diberikan 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑛 untuk menotasikan vektor-vektor kolom dari 

matriks 𝑃 maka urutan kolom-kolom 𝐴𝑃 adalah 𝜆1𝑝1, 𝜆2𝑝2, … , 𝜆𝑛𝑝𝑛. Karena 𝑃 

dapat dibalik, vektor-vektor kolomnya semua taknol; sehingga 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, … , 𝜆𝑛 

adalah nilai eign dari A, dan 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑛 adalah vektor eigen yang terkait. 

Karena 𝑃 dapat dibalik, maka 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … , 𝑝𝑛 bebas linear. Dengan demikian, A 

memiliki 𝑛 vektor eigen yang bebas linear. 

 

Contoh 2.7.2 

Diberikan matriks 𝐴 = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

] akan ditentukan sebuah matriks 𝑃 yang dapat 

mendiagonalisasi matriks 𝐴. 

Persamaan karakteristik matriks 𝐴 adalah 𝜆3 − 5𝜆2 + 8𝜆 − 4 = 0, didapatkan 

dengan cara mencari determinan dari 𝐴. 

 

𝜆3 − 5𝜆2 + 8𝜆 − 4 = 0 

akan difaktorkan menjadi (𝜆 − 1)(𝜆 − 2)2 = 0, sehingga nilai-nilai eigen dari 𝐴 

adalah 𝜆 = 1 dan 𝜆 = 2.  

Diberikan  

𝑥 = [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] 
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adalah sebuah vektor eigen dari matriks 𝐴 yang terkait dengan 𝜆 jika dan hanya jika 

𝑥 adalah sebuah solusi nontrivial dari (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0, yaitu 

[
𝜆 0 2

−1 𝜆 − 2 −1
−1 0 𝜆 − 3

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
0
0
0
] 

Jika 𝜆 = 2, maka  

[
2 0 2

−1 0 −1
−1 0 −1

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
0
0
0
]. 

Misalkan 𝑥1 = −𝑠, 𝑥2 = 𝑡, 𝑥3 = 𝑠. Sehingga, vektor eigen dari 𝐴 yang terkait 

dengan 𝜆 = 2 adalag vektor-vektor taknol yang berbentuk 

𝑥 = [
−𝑠
𝑡
𝑠

] = [
−𝑠
0
𝑠

] + [
0
𝑡
0
] = 𝑠 [

−1
0
1

] + 𝑡 [
0
1
0
] 

Karena 

[
−1
0
1

] dan [
0
1
0
] 

Bebas linear, vektor-vektor ini membentuk sebuah basis untuk ruang eigen yang 

terkait dengan 𝜆 = 2. 

 

Jika 𝜆 = 1, maka menjadi  

[
1 0 2

−1 −2 −1
−1 0 −2

] [

𝑥1

𝑥2

𝑥3

] = [
0
0
0
]. 

Misalkan 𝑥1 = −2𝑠, 𝑥2 = 𝑠, 𝑥3 = 𝑠. Sehingga, vektor eigen dari 𝐴 yang terkait 

dengan 𝜆 = 1 adalag vektor-vektor taknol yang berbentuk 

[
−2𝑠
𝑠
𝑠

] = [
−2
1
1

] 

Sehingga 

[
−2
1
1

] 

adalah sebuah basis dari 𝜆 = 1.

 

Setelah mendapatkan basis-basis tersebut, matriks 𝐴 dapat didiagonalisai dan  
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𝑃 = [
1 0 −2
0 1 1
1 0 1

] 

mendiagonalisasi 𝐴. 

Bukti 

𝑃−1𝐴𝑃 = [
1 0 2
1 1 1

−1 0 −1
] [

0 0 2
1 2 1
1 0 3

] [
1 0 2
0 1 1
1 0 1

] = [
2 0 0
0 −2 0
0 0 1

]. 

 

  

2.8 Persamaan Polinomial 

 

Polinomial menjadi salah satu bahasan penting dalam skripsi ini, dalam 

penyelesaiannya akan diberikan persamaan polinomial dengan pangkat 𝑛, dengan 

𝑛 = 2. 

Definisi 2.8.1  

Polinomial  adalah  salah  satu  persamaan  dalam  matematika  yang memiliki satu 

suku atau lebih dan koefisiennya bukan nol. (Barbeau, 2003).  

 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0, 

 

dengan 𝑓(𝑥) adalah fungsi persamaannya, 𝑎𝑛 adalah koefisien, 𝑥 adalah variabel 

yang akan dicari, 𝑛 adalah pangkat tertinggi (bilangan cacah), dan 𝑎0 adalah 

konstanta. Akar persamaan polinomial adalah nilai dari 𝑥 variabel yang mempunyai 

nilai 𝑓(𝑥) = 0. Jadi, bila nilai 𝑥 dimasukkan dalam persamaan, hasilnya adalah nol. 

Ada beberapa cara menyelesaikan persamaan polinomial yakni menggunakan 

pemfaktoran, rumus 𝑎𝑏𝑐, metode perpaduan pembagian, metode bagi dua dan 

metode Newton.

 

Contoh-contoh polinomial berdasarkan derajat polinomial adalah sebagai berikut: 

a. Polinomial kuadrat (quadratic polynomial) yaitu polinomial dengan nilai 

pangkat tertinggi adalah 2 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 11𝑥 + 24 = 0 

b. Polinomial kubik (cubic polynomial) yaitu polinomial dengan nilai pangkat 

tertinggi adalah 3, 

𝑓(𝑥) = 3𝑥3 + 9𝑥2 + 12𝑥 + 6 = 0 
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c. Polinomial kuatrik (quatric polynomial) yaitu polinomial dengan nilai pangkat 

tertinggi adalah 4, 

𝑓(𝑥) = 2𝑥4 − 5𝑥3 − 8𝑥 + 3 

d. Polinomial berderajat 𝑛 yaitu polinomial dengan nilai pangkat teringgi 

berderajat 𝑛, 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0 (Harris & Stocker, 1998). 

  



 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2023/2024 dan 

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri 

Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, 

Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Penelitian ini merupakan penelitian kajian teori mengenai persamaan polinomial 

dalam bentuk matriks. Pada penelitian ini digunakan yaitu sebagai berikut  

1. Studi literatur yang diperoleh dari jurnal, buku dan artikel ilmiah yang 

berkaitan dengan penelitian ini.  

2. Mengkaji definisi dan teorema yang berhubungan dengan permasalahan pada 

penelitian 

 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan untuk mencapai tujuan penelitian ini 

adalah sebagai berikut: 

1. menentukan beberapa persamaan polinomial dengan koefisien bentuk matriks 

𝑛 × 𝑛, untuk 𝑛 = 2,3,4 yang dapat didiagonalisasi; 

2. menentukan vektor eigen dari persamaan tersebut; 

3. mencari nilai eigen dengan persamaan karakteristik dari persamaan polinomial 

tersebut; 

4. menentukan akar-akar persamaan dengan nilai eigen yang didapatkan. 

  



 

 

V. SIMPULAN DAN SARAN 

 

 

5.1 Simpulan 

 

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan maka diperoleh kesimpulan untuk 

mendapatkan akar persamaan dari suatu persamaan polinomial dengan koefisien, 

variabel atau konstanta dalam bentuk matriks akan berbeda formulanya dengan 

mencari akar persamaan polinomial biasa.  

 

Pada penelitian ini telah dikaji bahwa jumlah akar persamaannya itu akan berbeda 

dengan persamaan polinomial biasa. Seperti yang diketahui bahwa jumlah akar 

persamaan biasa akan mengikuti jumlah pangkat n dari pangkat yang terbesar di 

suatu persamaan polinomial.  

 

5.2 Saran 

 

Penulis memberikan saran untuk  penelitian selanjutnya pembaca dapat menentukan 

untuk solusi yang tidak dapat didiagonalisasi, persamaan dengan pangkat yang lebih 

besar  dan persamaan yang lebih rumit.
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