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MENGGUNAKAN PEMROGRAMAN PYTHON 

 

 

 

Oleh 

 

 

Patricia Cristina Wati 

 

 

 

 

Persamaan Burgers merupakan suatu kasus persamaan diferensial parsial yang 

banyak digunakan untuk memodelkan berbagai fenomena fisika, salah satu 

contohnya adalah dinamika fluida. Pada fluida terdapat efek viskositas yang dapat 

mempengaruhi solusi persamaan Burgers, persamaan Burgers yang tidak 

dipengaruhi efek viskositas disebut persamaaan Burgers inviscid. Dalam tulisan ini 

sistem persamaan Burgers inviscid  dengan 2 dimensi spasial akan diselesaikan  

dengan metode beda hingga skema FTBS melalui tahapan diskritisasi, analisis 

kekonvergenan dan hasilnya berupa grafik akan disimulasikan menggunakan 

pemograman Python yang menunjukan solusi konvergen yang stabil bergerak 

menuju 1 pada 𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 dan 𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1 dengan kondisi awal yang diplih dan kondisi batas 

Dirichlet. 

 

Kata kunci: persamaan Burgers inviscid, metode beda hingga, pemorograman 

Python. 
 

 
  



 
 

 

 

 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

SOLUTION OF THE 2 SPATIAL DIMENSIONS INVISCID BURGERS 

EQUATION SYSTEM USING THE FINITE DIFFERENCE METHOD 

WITH PYTHON PROGRAMMING 

 

 

 

By 

 

 

Patricia Cristina Wati 

 

 

 

 

Burgers equation is a case of a partial differential equation widely used to model 

various physical phenomena, one example being fluid dynamics. In fluids, there is 

a viscosity effect that can influence the solution of the Burgers' equation. The 

Burgers' equation that is not influenced by viscosity effects is called the inviscid 

Burgers' equation. In this paper, the inviscid Burgers' equation system with 2 spatial 

dimensions will be solved using the finite difference method with the FTBS scheme 

through the stages of discretization, convergence analysis, and the results will be 

simulated as graphs using Python programming which shows a convergent solution 

moving towards 1 for 𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 and 𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1 with the chosen initial conditions and 

Dirichlet boundary conditions. 

. 

 

Keywords: inviscid Burgers equation, finite difference method, Python 

programming. 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

 

 

Persamaan differensial parsial (PDP) adalah persamaan yang melibatkan suatu 

fungsi beserta turunannya dan merupakan persamaan differensial untuk fungsi yang 

memiliki lebih dari satu variabel bebas (Utomo, 2016). PDP memodelkan banyak 

fenomena fisika, seperti fenomena transportasi, dinamika fluida, dan transmisi 

gelombang. PDP dapat diklasifikasikan berdasarkan orde, linearitas, dan jenisnya. 

Orde PDP menunjukkan orde tertinggi dari turunan parsial yang muncul dalam 

persamaan tersebut. Salah satu penerapan persamaan diferensial parsial pada fluida 

adalah dengan menggunakan persamaan Burgers. 

 

Persamaan Burgers pertama kali diperkenalkan oleh Harry Bateman pada tahun 

1915 dan kemudian dikembangkan oleh Johannes Martinus Burgers pada tahun 

1948. Karena itu, persamaan ini sering juga dinamakan sebagai persamaan 

Bateman-Burgers (Bukhari, dkk., 2023). Berdasarkan karakteristik viskositasnya 

persamaan Burgers dibagi menjadi 2 jenis, yaitu persamaan Burgers viscid dan 

persamaan Burgers inviscid.  

 

Persamaan Burgers dapat diselesaikan secara analitik (Kuo & Lee, 2015). Akan 

tetapi, yang menjadi persoalan dari penyelesaian secara analitik adalah tingkat 

kesulitan yang meningkat seiring kompleksitas persamaan Burgers yang akan 

diselesaikan, dan hasilnya tidak secara langsung menghasilkan solusi berupa nilai 

(angka) yang diinginkan (Bukhari, dkk. 2023). Oleh karena itu, metode numerik 

merupakan metode yang paling umum digunakan menyelesaikan masalah-masalah 

persamaan diferensial. 
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Penelitian terkait penyelesaian persamaan Burgers secara analitik maupun numerik 

telah banyak dilakukan. Ihsan, dkk. (2021) melakukan penelitian untuk mencari 

solusi persamaan Burgers inviscid dengan metode pemisahan variabel dan 

melakukan simulasi solusi persamaan tersebut dengan menggunakan software 

Maple18. Pada tahun 2023, Bukhari, dkk. melakukan penelitian tentang 

implementasi persamaan Burgers dengan metode beda hingga dalam bahasa 

pemrograman Julia. Penelitian ini mengkaji penyelesaian persamaan Burgers 

bentuk viscid 1 dimensi secara analitik dan numerik yang kemudian hasilnya 

ditampilkan dalam bentuk plot untuk menggambarkan solusi dengan nilai 𝑁𝑥 yang 

berbeda. Sari, dkk. (2023) meneliti terkait solusi hampiran yang dapat mendekati 

solusi eksak persamaan Burgers dengan metode dekomposisi adominan Laplace. 

 

Beberapa peneliti terdahulu menyelesaikan kasus persamaan Burgers viscid dan 

inviscid dengan menggunakan berbagai metode numerik. Pada tahun 2010, Aboiyar 

menggunakan spline pelat tipis dalam konstruksi metode volume hingga non-

oscillatory untuk persamaan Burgers inviscid yang merupakan prototipe hukum 

kekekalan nonlinier. Untuk menangkap fitur tajam yang terjadi selama simulasi 

numerik, metode ini diimplementasikan pada triangulasi adaptif. Christabella & 

Mungkasi,  (2020) melakukan penelitian terhadap beberapa metode volume hingga 

standar untuk menyelesaikan persamaan Burgers. Selain itu, Putra & 

Izzaturrahman, (2020) menyelesaikan persamaaan Burgers inviscid 2 dimensi 

dengan membuat diskritisasi spasial menggunakan metode interpolasi transfinit 

(TFI) dan menyelesaikan diskritisasi tersebut dengan metode Lax. 

 

Pada penelitian ini akan dilakukan penyelesaian persamaan Burgers secara numerik 

dengan memanfaatkan salah satu metode numerik. Penulis menggunakan metode 

beda hingga untuk menyelesaikan persamaan Burgers inviscid 2 dimensi. Dalam 

menyelesaikan persamaan tersebut penulis akan menyimulasikan penyelesaian 

persamaan Burgers dengan metode beda hingga pada bahasa pemrograman Python. 
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1.2 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mencari bentuk diskrit sistem persamaan Burgers inviscid 2 dimensi spasial 

dengan metode beda hingga. 

2. Menganalisis kekonvergenan  metode FTBS. 

3. Menghitung solusi numerik sistem persamaan Burgers inviscid 2 dimensi 

spasial. 

4. Melakukan simulasi solusi numerik persamaan ke dalam bentuk syntax 

menggunakan bahasa pemrograman Python . 

 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menambah pengetahuan dan wawasan terkait bentuk diskrit sistem persamaan 

Burgers inviscid 2 dimensi spasial dalam penyelesaian menggunakan metode 

beda hingga. 

2. Menjadi referensi bagi penelitian selanjutnya terkait syarat kestabilan dan 

penentuan konsistensi dari sistem persamaan Burgers inviscid 2 dimensi 

spasial. 

3. Mengetahui cara menghitung dan memperoleh solusi numerik dari sistem 

persamaan Burgers inviscid 2 dimensi spasial. 

4. Mendapatkan bentuk ilustrasi dari penyelesaian sistem persamaan Burgers 

inviscid 2 dimensi spasial dengan metode beda hingga. 



 

 

 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Persamaan Diferensial Parsial 

 

 

 

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan yang memfokuskan pada 

hubungan antara sebuah fungsi yang belum diketahui 𝑢(𝑥, 𝑥2, … 𝑥𝑛) berdimensi 

𝑛 ≥ 2, dan turunan parsial fungsi terhadap variabel-variabel bebasnya (Gunawan, 

2021). Bentuk umum dari PDP adalah sebagai berikut. 

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
, … ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥1𝑥1
, … ,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥1𝑥𝑛
, … ) = 0   (2.1) 

 

PDP umumnya memiliki variabel bebas yang mewakili ruang dan/atau waktu. 

Variabel bebas untuk ruang biasanya dinotasikan (𝑥, 𝑦, 𝑧) atau jika melibatkan 

variabel waktu menjadi (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡). Menurut Gunawan (2021), terdapat beberapa 

konsep dasar yang ada pada PDP, yakni orde, homogenous, dan linearitas. 

1. Kehomogenan 

Persamaan diferensal parsial (PDP) dengan fungsi yang belum diketahui (𝑢) 

dikatakan tak homogen jika dalam persamaan PDP-nya terdapat term/fungsi lain 

yang tidak bergantung pada fungsi 𝑢. Sebagai contoh persamaan yang homogen 

adalah persamaan Laplace sebagai berikut. 

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 0    (2.2) 

Sedangkan, persamaan Poisson pada persamaan (2.3) merupakan persamaan tak 

homogen karena ada fungsi 𝑓(𝑥, 𝑦) yang tidak bergantung pada fungsi 𝑢(𝑥, 𝑦). 

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦  )   (2.3) 

 

 



5 
 

 

2. Orde 

Orde dari PDP ditentukan oleh orde turunan tertinggi yang terdapat dalam 

persamaan tersebut. Secara umum, dapat dituliskan persamaan umum PDP orde 

satu untuk (𝑥, 𝑦) sebagai: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦)) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦) = 0  

 (2.4) 

Sedangkan untuk PDP orde dua adalah: 

𝐹(𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑦,𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑦𝑦) = 0   (2.5) 

3. Linearitas 

PDP dapat ditulis dalam bentuk sebagi berikut. 

𝔏(𝑢) = 0     (2.6) 

Dengan 𝔏 disebut sebagai sebuah operator. Operator 𝔏 dikatakan linier jika 

memenuhi persamaan (2.7). 

𝔏(𝑢 + 𝑣) = 𝔏𝑢 + 𝔏𝑣,  dan     𝔏(𝑐𝑢) = 𝑐𝔏𝑢,  (2.7) 

untuk setiap fungsi 𝑢, 𝑣, dan kostanta 𝑐. 

 

 

2.2 Persamaan Burgers 

 

 

 

Bonkile, dkk. (2018) menyampaikan bahwa pada tahun 1915, Harry Bateman 

(1882-1946), seorang matematikawan Inggris, memperkenalkan persamaan 

diferensial parsial dalam jurnalnya beserta kondisi awal dan kondisi batas yang 

diberikan pada persamaan (2.8) - (2.10). 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑠

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 , 0 < 𝑥 < 𝐿, 0 < 𝑡 < 𝜏   (2.8) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝐿 ,  dan     (2.9) 

𝑢(0, 𝑡) = 𝜁1(𝑡), 𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝜁2(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝜏.   (2.10) 

Dengan 𝑢, 𝑥, 𝑡 dan 𝑠 masing-masing adalah kecepatan, koordinat spasial, waktu, 

dan viskositas kinematik. 𝜓, 𝜁1, dan 𝜁2 adalah fungsi variabel yang ditentukan 

tergantung pada kondisi spesifik untuk masalah yang ingin diselesaikan. 
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Kemudian pada tahun 1948, Johhanes Martinus Burgers (1985-1981), seorang 

fisikawan Belanda menjelaskan secara matematis pemodelan turbulensi dengan 

bantuan persamaan (2.8). Burgers kemudian menjadi salah satu tokoh terkemuka di 

bidang mekanika fluida. Untuk menghormati kontribusi Burgers, persamaan ini 

dikenal dengan nama persamaan Burgers. 

 

Berdasarkan karakteristik viskositas fluida yang dimodelkan, persamaan Burgers 

dapat dibagi menjadi persamaan Burgers viscid dan persamaan Burgers inviscid. 

Persamaan Burgers dikatakan inviscid jika persamaan tidak bergantung pada 

konstanta viskositas atau 𝑠 = 0. Namun, jika bergantung pada konstanta viskositas 

dinamakan persamaan Burgers viscid (Derickson, 2000). 

 

 

2.3 Persamaan Burgers Inviscid  

 

 

 

Pada persamaan Burgers ketika istilah difusi dihilangkan, persamaan Burgers 

viscid menjadi persamaan Burgers inviscid. Persamaan Burgers inviscid merupakan 

kasus khusus dari persamaan gelombang nonlinear di mana kecepatan gelombang 

adalah 𝑢, dengan 𝑢 adalah variabel terikat yang bergantung pada variabel bebas 

yaitu 𝑥 dan variabel waktu yaitu 𝑡 (Ripai, dkk. 2019). 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 = 0,        𝑥 𝜖 ℝ − {0}, 𝑡 > 0     (2.11) 

Dengan kondisi awal 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥).   

   

Persamaan (2.11) merupakan persamaan 1 dimensi untuk Persaamaan Burgers 

inviscid, sedangkan persamaan Burgers inviscid 2 dimensi bentuk umumnya: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+   𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0   (2.12) 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+   𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0   (2.13) 

Dengan kondisi awal yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = {
2 jika 0.5 ≤ x ≤ 1 dan 0.5 ≤ y ≤ 1 

1      selainnya
 

𝑣(𝑥, 𝑦, 0) = {
2 jika 0.5 ≤ x ≤ 1 dan 0.5 ≤ y ≤ 1 

1      selainnya
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serta kondisi batas Dirichlet sebagai berikut: 

𝑢(0, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑢(2, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 1, 𝑢(𝑥, 2, 𝑡) = 1 

𝑣(0, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑣(2, 𝑦, 𝑡) = 1, 𝑣(𝑥, 0, 𝑡) = 1, 𝑣(𝑥, 2, 𝑡) = 1 

 

 

2.4 Dimensi Spasial (Ruang) 
 
 
 

Dimensi dari suatu PDP adalah banyaknya variabel bebas spasial (Maulidi, 2018). 

Pada penelitian ini 𝑥 dan 𝑦 adalah variabel bebas, dengan 𝑥 adalah koordinat dalam 

arah horizontal dan 𝑦 adalah koordinat dalam arah vertikal merupakan koordinat 

spasial yang mendefinisikan posisi dalam bidang dua dimensi. Oleh karena itu, pada 

setiap titik (𝑥, 𝑦) dalam ruang dua dimensi, dimiliki kecepatan fluida (𝑢 dan 𝑣) yang 

dapat berubah seiring waktu (𝑡). 

 

 

2.5 Deret Taylor 
 
 
 

Purcell dan Vanberg (1987) menjelaskan bahwa Deret Taylor merupakan dasar 

untuk menyelesaikan masalah dalm metode numerik, terutama untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial. Persaman deret Taylor dari 𝑦 = 𝑓(𝑥) di 

sekitar 𝑥0, 𝑦0adalah sebagai berikut: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 +

𝑓′′′(𝑥0)

3!
(𝑥 − 𝑥0)3 + ⋯ +

              
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛        (2.14)  

 

Asal dari persamaan (2.14) adalah sebagai berikut: 

𝑓(𝑥)     = 𝑎0 + 𝑎1(𝑥 − 𝑥0) + 𝑎2(𝑥 − 𝑥0)2 + 𝑎3(𝑥 − 𝑥0)3 + ⋯ +
(𝑥−𝑥0)𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑥0)  

𝑓′(𝑥)   = 𝑎1 + 2𝑎2(𝑥 − 𝑥0) + 3𝑎3(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯  

𝑓′′(𝑥)  = 2𝑎2 + 3(2𝑎3(𝑥 − 𝑥0)) + 4(2𝑎4(𝑥 − 𝑥0)2) + ⋯   

𝑓′′′(𝑥) = 3(2𝑎3) + 4(2𝑎4(𝑥 − 𝑥0)) + ⋯  

⋮ 

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛! (𝑎𝑛) + (𝑛 + 1)! 𝑎𝑛+1(𝑥 − 𝑥0) + (𝑛 + 2)𝑎𝑛+2(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯  
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Kemudian, pada fungsi awal dan fungsi-fungsi turunan tersebut, jika ditetapkan 𝑥 =

𝑥0 maka: 

𝑓(𝑥0) = 𝑎0 

𝑓′(𝑥0) = 𝑎1 

𝑓′′(𝑥0) = 2! 𝑎2 

𝑓′′′(𝑥0) = 3! 𝑎3 

⋮ 

𝑓𝑛(𝑥0) = 𝑛! 𝑎𝑛 

Dengan demikian nilai 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 dan seterusnya menunjukan bahwa deret 

Taylor dapat dibuktikan seperti pada persamaan (2.14). 

 

Menurut Chapra dan Canale (1988), jika terdapat fungsi dari dua variabel 

independen 𝑢 dan 𝑣, maka deret Taylor dapat ditulis sebagai berikut: 

𝑓(𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖+1) = 𝑓(𝑢𝑖, 𝑣𝑖) +
𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) +

𝜕𝑓

𝜕𝑣
(𝑣𝑖+1 − 𝑣𝑖) +

1

2!
 [

𝜕2𝑓

𝜕𝑢2
(𝑢𝑖+1 −

𝑢𝑖)2 +
𝜕2𝑓

𝜕𝑢𝜕𝑣
(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑣𝑖) +

𝜕2𝑓

𝜕𝑣2
(𝑣𝑖+1 − 𝑣𝑖)

2]+... (2.15) 

Dengan semua turunan parsial dihitung pada titik i. Jika semua suku orde kedua dan 

yang lebih tinggi diabaikan, maka persamaan (2.29) dapat disederhanakan untuk: 

∆𝑓(𝑢,̅ �̅�) = |
𝜕𝑓

𝜕𝑢
| ∆�̅� + |

𝜕𝑓

𝜕𝑣
| ∆�̅�    (2.16) 

Dengan �̅� dan �̅� masing-masing adalah taksiran galat-galat dalam 𝑢 dan 𝑣. 

 

 

2.6 Metode Beda Hingga 

 

 

 

Metode beda hingga adalah suatu metode yang sangat populer dalam penyelesaian 

persamaan diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial, yang 

mempunyai dasar pada ekspansi deret Taylor (Strauss, 2007). Metode beda hingga 

dapat digunakan untuk mendekati nilai suatu titik sebagai turunan dari titik lainnya 

dengan memanfaatkan deret Taylor. Pendekatan menggunakan deret Taylor ini 

dapat dilakukan dari arah kiri, kanan, dan pusat yang biasa disebut dengan beda 

maju, beda mundur, dan beda pusat (Sasongko, 2010). 
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Perhatikan gambar 2.1 untuk lebih memahami beda maju, beda mundur, dan beda 

pusat. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Stensil pada sumbu 𝑥 dan 𝑡. 

 

Ridlo (2022) menjelaskan tentang ketiga metode pendekatan tersebut sebagai 

berikut: 

1. Metode Beda Maju 

Berdasarkan pada Gambar 2.1, bentuk metode beda maju ditampilkan dalam 

bentuk dua arah sebagai berikut:  

a. Metode beda maju pada ruang (𝑥) 

Untuk menghitung perubahan fungsi, dapat digunakan titik di sebelah 

kanan 𝑗. Hal ini berguna ketika kita bergerak maju dari 𝑗 ke 𝑗 + 1 seperti 

pada gambar dibawah ini. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Metode beda maju pada ruang (𝑥). 

 

Berdasarkan gambar di atas didapatkan turunan sebagai berikut:  

i) Turunan pertama  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗+1

𝑛 −𝑢𝑗
𝑛

𝛥𝑥
      (2.17) 

ii)  Turunan kedua  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2|
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗+2

𝑛 −2𝑢𝑗+1
𝑛 +𝑢𝑗

𝑛

(△𝑥)2      (2.18) 



10 
 

 

b. Metode beda maju pada waktu (𝑡)  

Untuk menghitung perubahan fungsi, dapat digunakan titik di atas 𝑛. Hal 

ini berguna ketika kita bergerak maju dari 𝑛 ke 𝑛 + 1 seperti pada gambar 

dibawah ini. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3 Metode beda maju pada waktu (𝑡).  

 

Berdasarkan Gambar 2.3 didapatkan turunan sebagai berikut:  

i) Turunan pertama 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
|

𝑗

𝑛
=

𝑢𝑗
𝑛+1−𝑢𝑗

𝑛

𝛥𝑡
    (2.19) 

ii) Turunan kedua 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 |
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗

𝑛+2−2𝑢𝐽
𝑛+1+𝑢𝑗

𝑛

(𝛥𝑡)2      (2.20) 

2. Metode Beda Mundur 

Berdasarkan pada Gambar 2.1, bentuk metode beda mundur ditampilkan dalam 

bentuk dua arah sebagai berikut: 

a. Metode beda mundur pada ruang (𝑥)  

Untuk menghitung perubahan fungsi, dapat digunakan titik di sebelah kiri 

𝑗. Hal ini berguna ketika kita bergerak mundur dari 𝑗 ke 𝑗 − 1 . 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Metode beda mundur pada ruang (𝑥). 
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Berdasarkan Gambar 2.4 didapatkan turunan pertama dan kedua sebagai 

berikut: 

i) Turunan pertama 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|

𝑗

𝑛
=

𝑢𝑗
𝑛−𝑢𝑗−1

𝑛

𝛥𝑥
     (2.21) 

ii) Turunan kedua 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2|
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗

𝑛−2𝑢𝑗−1
𝑛 +𝑢𝑗−2

𝑛

(𝛥𝑥)2     (2.22) 

b. Metode beda mundur pada waktu (𝑡) 

Untuk menghitung perubahan fungsi, dapat digunakan titik di bawah 𝑛. 

Hal ini berguna ketika kita bergerak mundur dari 𝑛 ke 𝑛 − 1 . 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Metode beda mundur pada waktu (𝑡). 

  

Berdasarkan gambar di atas didapatkan turunan sebagai berikut: 

i) Turunan pertama  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
|

𝑗

𝑛
=

𝑢𝑗
𝑛−𝑢𝑗

𝑛−1

∆𝑡
     (2.23) 

ii) Turunan kedua  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 |
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗

𝑛−2𝑢𝑗
𝑛−1+𝑢𝑗

𝑛−2

(∆𝑡)2     (2.24) 

3. Metode Beda Pusat 

Berdasarkan pada Gambar 2.2, bentuk metode beda pusat ini ditampilkan 

dalam bentuk dua arah sebagai berikut:  

a. Metode beda pusat pada ruang (𝑥)  

Untuk menghitung rata-rata perubahan fungsi, dapat digunakan titik di 

sebelah kiri dan kanan 𝑗𝑖. Hal ini memberikan aproksimasi yang lebih 

simestris. 
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Gambar 2.6 Metode beda pusat pada ruang (𝑥). 

 

Berdasarkan gambar di atas didapatkan turunan sebagai berikut:  

i) Turunan pertama  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗+1

𝑛 −𝑢𝑗−1
𝑛

2∆𝑥
    (2.25) 

ii) Turunan kedua  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2|
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗+1

𝑛 −2𝑢𝑗
𝑛+𝑢𝑗−1

𝑛

(∆𝑥)2     (2.26) 

b. Metode beda pusat pada waktu (𝑡) 

untuk menghitung rata-rata perubahan fungsi, dapat digunakan titik di atas 

dan bawah 𝑛 untuk menghitung rata-rata perubahan fungsi. Hal ini 

memberikan aproksimasi yang lebih simestris 

  

 

  

 

 

Gambar 2.7 Metode beda pusat pada waktu (𝑡).  

 

Berdasarkan Gambar 2.7 didapatkan turunan sebagai berikut:  

i) Turunan pertama  

𝜕𝑢

𝜕𝑡
|

𝑗

𝑛
=

𝑢𝑗
𝑛+1−𝑢𝑗

𝑛−1

2∆𝑡
    (2.27) 

ii) Turunan kedua  

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 |
𝑗

𝑛

=
𝑢𝑗

𝑛+1−2𝑢𝑗
𝑛+𝑢𝑗

𝑛−1

(∆𝑡)2     (2.28) 
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2.7 Metode Forward Time Backward Space (FTBS) 

 

 

 

Metode FTBS mengombinasikan pendekatan maju dalam waktu (forward time) dan 

pendekatan mundur dalam ruang (backward space) untuk menghitung solusi dari 

persamaan Burgers inviscid 2 dimensi pada persamaan (2.12) dan (2.13). Dalam 

skema FTBS, turunan waktu didekati menggunakan beda maju: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
≈

𝑢ⅈ,𝑗
𝑛+1−𝑢ⅈ,𝑗

𝑛

∆𝑡
     (2.29) 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
≈

𝑢ⅈ,𝑗
𝑛+1−𝑢ⅈ,𝑗

𝑛

∆𝑡
     (2.30) 

 

Turunan ruang menggunakan beda mundur dapat diperoleh dari: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
≈

𝑢ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑢ⅈ−1,𝑗

𝑛

∆𝑥
     (2.31) 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
≈

𝑢ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑢ⅈ,𝑗−1

𝑛

∆𝑦
     (2.32) 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
≈

𝑣ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑣ⅈ−1,𝑗

𝑛

∆𝑥
     (2.33) 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
≈

𝑣ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑣ⅈ,𝑗−1

𝑛

∆𝑦
     (2.34) 

 

Sehingga diperoleh formulasi skema FTBS: 

1. Untuk komponen 𝑢 

𝑢ⅈ⋅𝑗
𝑛+1−𝑢ⅈ,𝑗

𝑛

𝛥𝑡
+ 𝑢𝑖,𝑗

𝑛 𝑢ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑢ⅈ−1,𝑗

𝑛

𝛥𝑥
+ 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 𝑢ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑢ⅈ,𝑗−1

𝑛

𝛥𝑦
= 0     

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − ∆𝑡 (𝑢𝑖,𝑗
𝑛 𝑢ⅈ,𝑗

𝑛 −𝑢ⅈ−1,𝑗
𝑛

∆𝑥
+ 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 𝑢ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑢ⅈ,𝑗−1

𝑛

∆𝑦
)  (2.35) 

 

2. Untuk komponen 𝑣 

𝑣ⅈ,𝑗
𝑛+1−𝑣ⅈ,𝑗

𝑛

𝛥𝑡
+ 𝑢𝑖,𝑗

𝑛 𝑣ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑣𝑖ⅈ−1,𝑗

𝑛

𝛥𝑥
+ 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 𝑣ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑣ⅈ,𝑗−1

𝑛

𝛥𝑦
= 0     

𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 − ∆𝑡 (𝑢𝑖,𝑗
𝑛 𝑣ⅈ,𝑗

𝑛 −𝑣ⅈ−1,𝑗
𝑛

∆𝑥
+ 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 𝑣ⅈ,𝑗
𝑛 −𝑣ⅈ,𝑗−1

𝑛

∆𝑦
)  (2.36) 

Dengan : 

∆𝑥          = ukuran grid atau jarak antar titik grid dalam arah 𝑥. 

∆𝑦          = ukuran grid atau jarak antar titik grid dalam arah x. 
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∆𝑡                        = interval waktu atau langkah waktu antara waktu 𝑛 dengan    

𝑛 + 1 atau 𝑛 dengan 𝑛 − 1. 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛  dan 𝑣𝑖,𝑗

𝑛           = nilai komponen kecepatan u titik grid (𝑖, 𝑗) pada waktu ke-n. 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 dan 𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1 = nilai komponen kecepatan u dan v pada titik grid (𝑖, 𝑗)  pada 

waktu ke-𝑛 + 1. 

𝑢𝑖−1,𝑗
𝑛 dan 𝑣𝑖−1,𝑗

𝑛  = nilai komponen kecepatan u dan v pada titik grid yang 

sebelumnya (di arah x) (𝑖, 𝑗 − 1) pada waktu ke-𝑛. 

𝑢𝑖,𝑗−1
𝑛 dan 𝑣𝑖,𝑗−1

𝑛  = nilai komponen kecepatan u dan v pada titik grid yang 

sebelumnya (di arah y) (𝑖, 𝑗 − 1) pada waktu ke-𝑛. 

 

 

2.8 Analisis Kekonvergenan Skema Numerik 

 

 

 

Teorema ekuivalensi Lax menyatakan ntuk sebuah persamaan diferensial dan 

masalah nilai awal yang well-possed, jika suatu persamaan beda konsisten dan 

stabil, maka persamaan beda tersebut konvergen (Pratama, dkk. 2021). Kriteria 

konvergensi yang dipakai adalah kondisi CFL (Courant Friedrich Lewy) pada 

persamaan 

𝐶 = 𝑈
∆𝑡

∆𝑋
     (2.37) 

dengan: 

U = karakteristik kecepatan dari sistem 

∆𝑡 = langkah waktu( time step) dalam simulasi 

∆𝑋 = ukuran grid spasial dalam arah x atau y 

 

Kondisi CFL tersebut akan disubtitusikan kedalam skema FTBS untuk dilakukan 

analasis: 

1. Kestabilan 

Penerapan suatu metode numerik pada suatu PDP menghasilkan suatu 

persamaan beda hingga (PBH). Solusi numerik dari PBH tidak selalu sama 

dengan solusi analitik dari suatu PDP. Suatu PBH dikatakan stabil jika solusi 
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yang dihasilkannya terbatas, sehingga analisis kestabilan diperlukan saat 

merumuskan suatu PBH (Hoffmann, 2000). 

Dalam menganalisis kestabilan suatu PBH, terdapat beberapa metode yang dapat 

diterapkan, dalam penelitian ini metode analisis kestabilan yang digunakan yaitu 

melalui pendekatan terhadap solusi numerik yang diperoleh melalui pemilihan 

panjang grid tertentu. Sebuah PBH dari sebuah PDP dikatakan stabil jika:  

|
𝑢ⅈ,𝑗

𝑛+1

𝑢ⅈ,𝑗
𝑛 | = |

𝜌𝑛+1ⅇ𝐼(𝐾∆𝑥ⅈ+𝐿∆𝑦𝑗)

𝜌𝑛ⅇ𝐼(𝐾∆𝑥ⅈ+𝐿∆𝑦𝑗)
| = |𝜌| ≤ 1   (2.37) 

 

Jika untuk nilai ∆𝑥, ∆𝑦, dan ∆𝑡 tertentu memenuhi  

|𝜌| ≤ 1 dikatakan stabil bersyarat dan jika untuk semua nilai ∆𝑥, ∆𝑦, dan ∆𝑡 

memenuhi |𝜌| ≤ 1  dikatakatakan stabil tak bersyarat (Noye, 2000). 

Pada tahun 2023, Prasetyo memaparkan formula Euler untuk sudut negatif 𝜃 

,yaitu: 

𝑒−𝐼𝜃 = 𝑐𝑜𝑠(−𝜃) + 𝑠𝑖𝑛(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 − 𝐼𝑠𝑖𝑛𝜃  (2.38) 

𝑒−𝐼𝜔 = 𝑐𝑜𝑠(−𝜔) + 𝑠𝑖𝑛(−𝜔) = 𝑐𝑜𝑠 𝜔 − 𝐼𝑠𝑖𝑛𝜔  (2.39) 

 

Dengan cosinus adalah fungsi genap 𝑐𝑜𝑠(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠 𝜃, dan sinus adalah fungsi 

ganjil 𝑠𝑖𝑛(−𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃 .Pada proses analisis kestabilan pada penelitian ini 

akan digunakan identitas Euler dengan mendefinisikan 𝜃 = 𝐾∆𝑥 dan 𝜔 = 𝐿∆𝑦. 

2. Konsistensi 

Istilah konsistensi mangacu pada kenyataan bahwa solusi dengan PBH adalah 

pendekatan dari solusi analitik yang diharapkan dari PDP, bukan solusi dari 

persamaan yang lain . Secara matematis konsistensi PBH dapat dinyatakan 

sebagai berikut: Misalkan PDP adalah persamaan diferensial parsial, dan PBH 

merupakan persamaan beda hingga yang merupakan pendekatan terhadap PDP. 

Suatu PBH dikatakan konsisten terhadap PDP yang didekati jika (∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑡) →

0 (Noye, 2000). 
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2.9 Analisis Galat 

 
 
 

Menurut Munir (2008), analisis galat sangat penting di dalam perhitungan yang 

menggunakan metode numerik. Galat berasosiasi dengan seberapa dekat solusi 

hampiran terhadap solusi sejatinya. Misalkan �̂� adalah nilai hampiran terhadap nilai 

sejati 𝑎, maka galat dapat dihitung dengan persamaan (2.33). 

𝜀 = 𝑎 − �̂�     (2.40) 

 

Sebagai contoh, jika �̂� = 10.5 adalah nilai hampiran dari 𝑎 = 10.45, maka 

galatnya adalah 𝜀 = −0,0.1. Secara umum, terdapat dua sumber utama penyebab 

galat dalam perhitungan numerik: 

1. Galat pemotongan (truncation error) 

Galat yang terjadi akibat penggunaan pendekatan sebagai bahan pengganti 

formula eksak. Istilah “pemotongan” muncul karena banyak metode numerik 

yang diperoleh dengan mendekati fungsi menggunakan deret Taylor. Karena 

deret Taylor bersifat tak berhingga, maka pendekatan deret Taylor ini dilakukan 

dengan menghentikan/memotong derert sampai suku orde tertentu saja. 

Penghentian suatu deret atau runtunan langkah-langkah komputasi yang tidak 

berhingga menjadi runtutan langkah yang berhingga itulah yang menimbulkan 

galat pemotongan. 

2. Galat pembulatan (round-off error) 

Perhitungan dengan metode numerik hampir selalu menggunakan bilangan riil. 

Masalah timbul bila komputasi numerik dikerjakan oleh mesin (dalam hal ini 

komputer) karena semua bilangan riil tidak dapat disajikan secara tepat di dalam 

komputer. Keterbatasan komputer dalam menyajikan bilangan riil menghasilkan 

galat yang disebut galat pembulatan. Sebagai contoh 
1

6
=  0.166666666 … tidak 

dapat dinyatakan secara tepat oleh komputer karena digit 6 panjangnya tidak 

terbatas. 



 

 

 

 

 

 

 

 

III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada Semester Genap tahun akademik 2023/2024 dan 

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung. 

 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan studi literatur yang diperoleh dari 

buku, jurnal, atau media lain. Pada penelitian ini, metode yang digunakan adalah 

metode beda hingga. Adapun langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai 

berikut: 

1. Diskristisasi persamaan Burgers inviscid 2 dimensi spasial, kondisi awal, dan 

kondisi batas dengan menggunakan metode beda hingga skema FTBS. 

2. Analisis konvergensi  

a. Menganalisis dan menentukan syarat kestabilan dengan metode Von 

Neumann. 

b. Menganalisis konsistensi dari sistem persamaan burgers 2 dimensi spasial 

dengan ekspansi deret Taylor terhadap skema FTBS. 

3. Menghitung solusi numerik secara manual untuk beberapa komponen dengan 

mensubtitusikan nilai dari kondisi awal dan batas, serta menentukan nilai 

∆𝑥, ∆𝑦, dan ∆𝑡 yang memenuhi syarat kestabilan.  



18 
 

 

4. Melakukan simulasi dengan bahasa pemograman Python dan 

menginterpretasikan hasil solusi numerik persamaan  Burgers inviscid 2 dimensi 

spasial serta menganalis pertumbuhan error. 

 

 
 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

V. KESIMPULAN DAN SARAN 

 

 

 

 

5.1 Kesimpulan 

 

 

 

Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1.  Skema numerik FTBS sistem persamaan Burgers inviscid 2 dimensi spasial 

memiliki bentuk diskrit : 

𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − ∆𝑡 (𝑢𝑖,𝑗
𝑛

𝑢𝑖,𝑗
𝑛 − 𝑢𝑖−1,𝑗

𝑛

∆𝑥
+ 𝑣𝑖,𝑗

𝑛
𝑢𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑢𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦
) 

𝑣𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑣𝑖,𝑗

𝑛 − ∆𝑡 (𝑢𝑖,𝑗
𝑛

𝑣𝑖,𝑗
𝑛 − 𝑣𝑖−1,𝑗

𝑛

∆𝑥
+ 𝑣𝑖,𝑗

𝑛
𝑣𝑖,𝑗

𝑛 − 𝑣𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦
) 

2. Metode beda hingga skema FTBS pada persamaan Burgers inviscid 2 dimensi 

bersifat stabil dengan syarat kestabilan: 

0 ≤ 𝐶𝑥 + 𝐶𝑦 ≤
1

2
 

 dan konsisten dengan orde truncation error 𝑂(𝛥𝑡)2, 𝑂(𝛥𝑥)2,  𝑂( 𝛥𝑦)2. 

Sehingga berdasarkan teorema ekuivalensi Lax maka sistem persamaan Burgers 

inviscid 2 dimensi spasial dengan kondisi awal dan kondisi batas yang dipilih 

dikatakan konvergen. 

3.  Hasil solusi numerik yang diperoleh didapatkan dengan mensubtitusikan 

kondisi awal dan kondisi batas dengan memilih nilai dari ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0.4 dan 

∆𝑡 = 1  bernilai 1 saat 𝑥,𝑦 berada pada kondisi batas Dirichlet atau 𝑡 berada pada 

kondisi awal. 

4. Simulasi solusi numerik menunjukan persamaan Burgers inviscid 2 dimensi 

yang stabil dan bergerak menuju satu dalam selang waktu ∆𝑡 dengan nilai yang 

sama pada 𝑢𝑖,𝑗
𝑛+1 dan 𝑣𝑖,𝑗

𝑛+1. 
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5.2 Saran 

 

 

 

Untuk memverikasi atau memvalidasi solusi numerik dari penelitian ini 

memerlukan solusi lain sebagai pembanding, untuk itu penelitian selanjutnya bisa 

dilakukan penyelesaian sistem persamaan sistem Burgers inviscid 2 dimensi spasial 

menggunakan metode analitik atau metode numerik lainnya. 
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