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ABSTRACT

NIL DERIVATION AND §-IDEAL ON POLYNOMIAL RING
By

Ditha Lathifatul Mursyidah

Given a ring R. The additif mapping d : R — R is called derivation if d satisfies
Leibniz’s rule, i.e., d(ab) = d(a)b + ad(b), for every a,b € R. In the special case,
for each x € R there exists a positive integer n which depends on x such that
d"(x) = 0, the mapping d is called as a nil derivation on R. The concept of J-ideal
which is an ideal that remains stable under the derivation operation 9. The research
starting with the construction of nil derivations on polynomial rings, followed by an
investigation of the nilpotency index properties of nil derivations. Furthermore, this
study discusses the relationship between nil derivations and nilpotent derivations
as well as linear combinations of nil derivations. Besides, we give the ilustration
example based on the theorem that we obtained.

Keywords: nil derivation, d-ideal, linear combinations, polynomial ring.



ABSTRAK

DERIVASI NIL DAN IDEAL-§ PADA RING POLINOMIAL

Oleh

Ditha Lathifatul Mursyidah

Diberikan ring . Pemetaan aditif d : R — R disebut derivasi jika d memenuhi
aturan Leibniz, yaitu, d(ab) = d(a)b + ad(b), untuk setiap a, b € R. Dalam kasus
khusus, untuk setiap x € R terdapat sebuah bilangan bulat positif n yang bergantung
pada x sedemikian sehingga d"(x) = 0, pemetaan d disebut sebagai derivasi nil
pada R. Konsep ideal-0 merupakan ideal yang tetap stabil terhadap operasi derivasi
0. Penelitian ini dimulai dengan mengkonstruksi derivasi nil pada ring polinomial,
diikuti dengan menyelidiki sifat indeks nilpotensi derivasi nil. Selanjutnya, penelitian
ini membahas kaitan antara derivasi nil dan derivasi nilpotent serta kombinasi
linear dari derivasi nil. Selain itu, diberikan contoh sebagai ilustrasi teorema yang
diperoleh.

Kata-kata kunci: derivasi nil, ideal-d, kombinasi linear, ring polinomial.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep dasar kalkulus yang menjadi landasan bagi konsep derivasi, pertama kali
diperkenalkan oleh Newton dengan konsep fluks dan Gottfried Wilhelm Leibniz
dengan konsep diferensial pada abad ke-17. Pada abad ke-19, Reimann dan Karl
Weierstrass memberikan kontribusi signifikan dalam pengembangan teori fungsi
kompleks, termasuk perluasan konsep derivasi. Kemudian, pada abad ke-20, konsep
derivasi berhasil diabstraksikan dan diterapkan dalam aljabar abstrak, khususnya
dalam struktur aljabar seperti ring oleh Jacobson. Ring merupakan himpunan yang
dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan operasi perkalian. Lebih lanjut, salah
satu himpunan bagian yang khusus dari ring yaitu ideal. Felzenswalb dan Lanski
menyatakan bahwa d adalah derivasi dari ring R jika bersifat aditif dan memenuhi

aturan Leibniz (Felzenszwalb dan Lanski, [1983)).

Beberapa peneliti yang telah mengkaji konsep derivasi pada ring antara lain, Chung
dan Kobayashi mengeksplorasi sifat-sifat khusus dari derivasi nil dan bagaimana
pengaruhnya terhadap struktur ideal dalam ring prima (Chung dan Kobayashi, [1985).
Selanjutnya, Dhara dan Sharma membahas tentang pemetaan aditif dalam ring
asosiatif dengan elemen identitas (Dhara dan Sharma, 2009). Kaygodorov dan Popov
membahas tentang aljabar alternatif yang mengizinkan derivasi dengan nilai yang
invertible dan derivasi yang invertible (Kaygodorov dan Popov, 2014)). Fosner dkk.
membahas terkait pemetaan aditif dan derivasi pada ring semiprima (Fosner dkk.,
2015)). Melaibari dkk. membahas mengenai homoderivasi pada ring dan hasil-hasil
yang berkaitan dengan komutativitas ring dengan kondisi tertentu (Melaibari dkKk..
2016). Selanjutnya, penelitian yang terbaru oleh Ali dkk. yang membahas mengenai
berbagai jenis derivasi pada ring (Al1 dkk., [2024)).



Salah satu jenis derivasi yang akan menjadi fokus dalam penelitian ini adalah derivasi
nil, yang merupakan bagian penting dari studi derivasi pada ring. Derivasi nil adalah
jenis derivasi yang memiliki sifat khusus, yaitu terdapat bilangan bulat positif n yang
bergantung pada elemen ring sehingga ketika diterapkan derivasi secara berulang
sebanyak n kali pada elemen ring tersebut akan menghasilkan nol. Bilangan bulat
positif terkecil n yang memenuhi kondisi tersebut disebut indeks nilpotensi. Nilai
n dapat berbeda untuk setiap elemen dalam ring. Hal ini berbeda dengan derivasi

nilpotent, yang memiliki nilai tetap untuk semua elemen ring.

Dalam penelitian ini, dibahas mengenai kombinasi linear dari derivasi nil. Kombinasi
linear dari derivasi, yaitu d = ), ¢;d;, dengan ¢; elemen ring R untuk setiap i,
merupakan salah satu cara untuk mengeksplorasi interaksi antara derivasi-derivasi
pada ring. Dalam konteks ini, penting untuk membuktikan apakah kombinasi linear

tersebut tetap mempertahankan sifat nilpotensi dari masing-masing derivasi.

Selain derivasi nil, konsep lain yang penting dalam penelitian ini adalah ideal-9,
yaitu ideal [ tetap stabil terhadap operasi derivasi 6. Konsep ini dapat diperluas ke
jenis derivasi yang digunakan, misalnya derivasi nil, dan bentuk dari ideal itu sendiri.
Hingga saat ini, belum ada peneliti yang meneliti mengenai struktur ideal-o pada
ring polinomial dengan 0 merupakan derivasi nil. Dalam penelitian ini, juga dibahas
konsep ring faktor, yang merupakan struktur baru yang dibangun dari ring dengan
memodifikasi operasi menggunakan ideal-0. Salah satu fokus utama penelitian
adalah bagaimana sifat derivasi nil pada ring dapat diturunkan menjadi derivasi pada

ring faktor, serta bagaimana sifat-sifat nilpotensi tersebut dipertahankan.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. mengkonstruksi derivasi nil dan menyelidiki indeks nilpotensi pada ring

polinomial;
2. menyelidiki keterkaitan derivasi nil dan derivasi nilpotent;

3. menyelidiki sifat-sifat derivasi nil, meliputi komposisi dan kombinasi linear

dari derivasi nil; dan

4. menyelidiki derivasi nil pada ideal- dan ring faktor R/1.



1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang ingin diperoleh dari penelitian ini yaitu:

1. memperdalam pemahaman tentang sifat-sifat derivasi nil suatu ring;

2. mengembangkan penerapan ideal-0 dengan mempertimbangkan jenis derivasi

dan bentuk ideal pada ring polinomial; dan

3. menjadi referensi bagi penelitian lanjutan di bidang aljabar dan teori ring yang

melibatkan derivasi nil dan ideal-§.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini, akan diuraikan konsep dasar yang menjadi landasan teori untuk

mendukung pembahasan pada bagian selanjutnya.

2.1 Grup

Salah satu langkah penting untuk mendalami konsep-konsep yang lebih kompleks
dalam teori aljabar adalah memahami struktur dasar dalam aljabar abstrak, yaitu

grup. Sebelum membahas pengertian grup, berikut diberikan definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi biner * pada himpunan S merupakan fungsi dari S x S ke
S. Untuk setiap (a,b) € S x S, *(a,b) di S dinotasikan dengan a * b (Fitriani dan
Faisol, 2022).

Struktur aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan

satu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dinamakan grup.

Definisi 2.1.2 Suatu grup (G, ) terdiri dari himpunan G bersama operasi biner *

yang didefinisikan pada G dan memenuhi aksioma berikut:

1. operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € G berlaku (a *
b)xc=ax (bxc);

2. terdapat elemen identitas e, yaitu untuk setiap a € G berlaku axe = exa = a;

3. untuk setiap a € G, terdapat elemen invers a’ € G sehingga berlaku a * o’ =

adxa=ce

(Fitrian1 dan Faisol, 2022).



Lebih lanjut, jika untuk setiap a, b € G berlaku axb = bxa, maka (G, *) disebut grup
komutatif atau grup Abel. Jika pada grup terdapat 4 aksioma yang harus dipenuhi,
maka pada semigrup hanya terdapat 2 aksioma saja yang harus terpenuhi yaitu
operasi biner * bersifat tertutup dan asosiatif (Andari, 2015).

Setelah mempelajari definisi dari grup, berikut diberikan contoh yang relevan terkait
grup.

Contoh 2.1.3 Diberikan himpunan bilangan bulat modulo 5 (Z5) dengan operasi
penjumlahan modulo 5. Akan ditunjukkan apakah (Zs, +5) merupakan grup.

1. Diberikan sebarang a, b € Zs, berlaku:
a+s5b=(a+0b) mod?5 € Zs.
2. Diberikan sebarang a, b, ¢ € Zs, berlaku:
(a+5b) +5¢c=a+5(b+s5c).

Karena penjumlahan bilangan bulat biasa bersifat asosiatif, maka penjumlahan

modulo juga bersifat asosiatif.

3. Diberikan sebarang a € Zs. Karena:
a+50=04+5a=a,

diperoleh 0 merupakan elemen identitas di Zs.

(\]
e~

4, Karena 0 450 = 1 454 = 2 +53 = 3 +5
0 =00"=427"=30)"=2@1"
elemen Zs; memiliki invers terhadap operasi +s.

+5 1 = 0, diperoleh
1. Akibatnya, setiap

Karena (Zs, +5) memenuhi semua aksioma grup, maka (Zs, +5) merupakan grup.

2.2 Ring

Struktur aljabar merupakan salah satu bidang utama dalam matematika yang
mempelajari himpunan dengan operasi biner yang memenuhi sifat-sifat tertentu.
Salah satu yang dipelajari dalam struktur aljabar yaitu Teori Ring.



Definisi 2.2.1 Ring (R, +, -) adalah himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan
dua operasi biner + dan - yang memenubhi sifat-sifat tertentu. Sifat-sifat tersebut
meliputi:

1. (R,+) grup Abel;
2. terhadap operasi - memenuhi:

(a) untuk setiap a,b € R, berlakua - b € R;
(b) untuk setiap a,b, ¢ € R, berlaku (a - b) -c=a- (b-c);

3. untuk setiap a, b, c € R, berlakua - (b+c¢) = (a-b)+ (a-c) dan (a+0b)-c =
(a-c)+(b-c)

(Setiawan, 2014)).

Berdasarkan Definisi ring adalah suatu sistem matematika (R, +,-)
sedemikian sehingga (R, +) adalah grup komutatif, (R, -) adalah semigrup, dan
berlaku hukum distributif (Malik dkk., [1998)).

Jika di dalam ring tersebut operasi perkaliannya memenuhi sifat komutatif, maka
ringnya disebut dengan ring komutatif. Dengan demikian ring komutatif adalah suatu
bentuk khusus dari ring, yakni yang memenuhi sifat komutatif perkalian. Dengan
kata lain, jika operasi perkalian dalam R bersifat komutatif, yaitu a - b = b - a untuk
setiap a, b € R, maka R disebut sebagai ring komutatif (Wahyuni dkk., 2021).

Untuk memperjelas pemahaman mengenai ring komutatif, berikut diberikan

beberapa contoh yang relevan.

Contoh 2.2.2 Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi penjumlahan dan perkalian
biasa merupakan contoh ring komutatif.

Contoh 2.2.3 Diberikan M,(7Z) yaitu himpunan semua matriks berukuran 2 x 2
dengan entri-entrinya adalah bilangan bulat. Misalkan + dan - masing-masing
menyatakan penjumlahan dan perkalian matriks biasa. Dapat ditunjukkan

(M5(Z),+, -) merupakan ring.

1 2 5 6
Selanjutnya, diberikan [3 ] , [ ] € My(Z). Karena

4077 8
|5 6|1 2
|7 8| |3 4’

1 2 56_19227&2334
3 4| |7 8| |43 50 31 46




M (Z) merupakan ring non-komutatif (Malik dkk., 1998).

2.2.1 Ring Polinomial

Suatu fungsi f(z) disebut polinomial jika dapat dituliskan sebagai f(x) = ag+a,z+
asx*+...++a,x™ dengan n merupakan bilangan bulat non negatif dan ay, a1, as, ..., a,
merupakan koefisien dari f(z), yaitu elemen-elemen dari suatu himpunan (Hura
dkk.,[2019).

Definisi 2.2.4 Diberikan ring R. Himpunan R[z| dinotasikan sebagai himpunan
semua barisan tak hingga (ag, a1, as, ...), dengan a; € R,i = 0,1, 2, ... dan terdapat
bilangan bulat non negatif n sehingga untuk setiap £ > n, a; = 0. Elemen-elemen
dari R[z| disebut polinomial atas R.

Operasi penjumlahan dan perkalian pada R|x].

+ : R[z] x R[x] — R|[z]
(a07 ai, ag, ) + (bo, bl, bg, ) = ((10 + bg, ar + bl, )
-1 Rlz] X R[x] — R|x]

(CLo,CLl,aQ, -~-)(50751, by, ) = (007017627 )7

dengan ¢; = ZZZO a;bj_;, untuk j =0,1,2, ...

Dapat disimpulkan (R|x], 4, -) merupakan ring dengan (0, 0,0, ...) adalah elemen
netral terhadap penjumlahan, dan invers terhadap penjumlahan dari (ag, ay, as, ...)
adalah (—ag, —ay, —as, ...). Ring R[z] disebut ring polinomial (Malik dkk., 1998)).

2.2.2 Subring

Seperti halnya pada teori grup terdapat subgrup, dalam konsep teori ring juga dapat

didefinisikan subring.

Definisi 2.2.5 Diberikan sebarang ring (R, +, -) dan himpunan bagian tak kosong S
di R (S C R).Jika S membentuk ring dengan operasi yang sama pada R, maka S
disebut subring R (Wahyuni dkk., 2021)).



Teorema 2.2.6 Diberikan sebarang .S himpunan tak kosong dalam ring R. Himpunan
S merupakan subring dari R jika dan hanya jika untuk setiap a, b € .S, berlaku:

l. a+ (—b) € S, dan

2. abe s,

(Rasiman dkk., 2018)).

Bukti. (=) Diketahui S merupakan subring dari R. Berdasarkan Definisi [2.2.5]
S merupakan ring. Akibatnya, diperoleh bahwa untuk setiap a,b € S berlaku
a+(—=b)e Sdanabe S.

(<) Diketahui bahwa untuk setiap a, b € S, berlaku a + (—b) € S dan ab € S. Akan
ditunjukkan S merupakan subring dari R. Karena untuk setiap a, b € S memenuhi
a+ (—b) € S, artinya (S, +) merupakan subgrup dari (R, +) yang menyebabkan
(S, +) merupakan grup. Mengingat (R, +) grup komutatif, maka (S, +) merupakan
grup komutatif. Selanjutnya, karena untuk setiap a,b € S berlaku ab € S, artinya
operasi perkalian bersifat tertutup. Karena S C R, sifat asosiatif terhadap operasi
perkalian serta sifat distributif kiri dan distributif kanan otomatis terpenuhi. Dengan

demikian, terbukti bahwa S merupakan subring dari R. |

Berikut ini akan diberikan contoh subring dari ring R.

Contoh 2.2.7 Diberikan ring (Z, +, -) dan 2Z C Z. Akan ditunjukkan 27Z merupakan
subring Z. Diberikan sebarang x,y € 27 dengan x = 22,y = 225, danzy, 25 € Z,
berlaku:

l. x —y =2z — 22 = 2(21 — 22) € 2Z, dan

2. xy = (221)(229) = 2(22129) € 27.
Jadi, 2Z merupakan subring Z.

Lebih lanjut, akan diberikan contoh himpunan bagian R yang bukan merupakan

subring dari ring R.

Contoh 2.2.8 Diberikan ring X = {4k + 2|k € Z}. Akan diselidiki apakah X
merupakan subring Z. Pilih p, ¢ € X denganp = 4(3) +2 = 14,q¢ = 4(2) + 2 = 10,
berlaku:



p—q=4(3)+2—(4(2) +2)
=14 -10
—4(1) ¢ X,

karena X tidak memenuhi aksioma 1, maka X bukan merupakan subring Z.

2.2.3 Ideal
Subring khusus dalam ring R yang memiliki sifat istimewa yaitu tertutup terhadap
operasi perkalian dengan elemen di luar subring disebut dengan ideal.

Definisi 2.2.9 Diberikan ring (R, +, ) dan I C R dengan I # (), I disebut ideal kiri
dari R jika:

1. untuk setiap a,b € I berlaku a + (=b) € I;
2. untuk setiap a € [ dan r € R maka ra € I (Rasiman dkk., 2018).

Definisi 2.2.10 Diberikan ring (R, +,-) dan I C R dengan I # (), I disebut ideal
kanan dari R jika:

1. untuk setiap a,b € I berlaku a + (—b) € I;

2. untuk setiap a € I dan r € R maka ar € I (Rasiman dkk., 2018]).

I disebut ideal dari R jika [ ideal kiri dan [ ideal kanan (Rasiman dkk., 2018]).

Teorema 2.2.11 Diberikan ring R tak nol dan himpunan bagian tak kosong I di R.
Himpunan [ disebut ideal dari R jika:

1. untuk setiap s1, so € I, berlaku s — s9 € [;

2. untuk setiap s; € [ danr € R, berlaku s17,rs; € [

(Wahyuni dkk., 2021)).

Untuk lebih mendalami konsep ideal dari ring, berikut diberikan contoh ideal dari

suatu ring.
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Contoh 2.2.12 Diberikan ring (Z,+,-). Akan ditunjukkan bahwa [ = 3Z
merupakan ideal di Z.

1. Diberikan sebarang a = 3k, b = 3k, € 3Z dengan ky, ky € Z berlaku:
&—b:3k1—3k2:3(l{?1—]{72> €.

2. Diberikan sebarang a = 3k € 3Z dengan k € Z, dan r € Z berlaku:
(@) ra =r(3k) =1r3(k) = 3r(k) = 3(rk) € 3Z (ideal kiri);
(b) ar = 3k(r) = 3(kr) € 3Z (ideal kanan).

Jadi, I = 37 merupakan ideal di Z.

Untuk memahami struktur ideal dalam suatu ring, dapat dibangun ideal

menggunakan satu atau lebih elemen dari ring tersebut.

Definisi 2.2.13 Diberikan ring R dan himpunan bagian tak kosong X C R. Ideal
(X)) disebut ideal yang dibangun oleh X (Wahyuni dkk., 2021).

Berikut diberikan definisi dari ideal yang dibangun oleh satu elemen.

Definisi 2.2.14 Diberikan sebarang ring komutatif R dengan elemen satuan. Jika
X C R hanya terdiri atas satu elemen, misalkan X = {a}, maka:

(X) = ({a}) = {ar|r € R} = {ralr € R},
dan dapat dinotasikan dengan (a) (Wahyuni dkk., 2021).

Setelah memahami definisi ideal yang dibangun oleh satu elemen, berikut merupakan
contoh yang spesifik untuk memperjelas konsep ini.

Contoh 2.2.15 Diberikan ring (Z, +, -), ideal (3) adalah himpunan semua bilangan
yang dapat dituliskan sebagai kelipatan 3, yaitu (3) = {3nln € Z} =
{....,—6,-3,0,3,6,...}.

Pada ring non-komutatif, ideal kiri dan ideal kanan dapat berbeda, tetapi pada
ring komutatif, ideal yang dibangun oleh satu elemen adalah ideal utama, yang
merupakan ideal kiri dan kanan yang sama. Berikut diberikan contoh mengenai ideal

yang dibangun oleh satu elemen pada ring non-komutatif.
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b
Contoh 2.2.16 Diberikan ring M»(R) = { [a d] la,b,c,d € ]R}.
c

Ideal kiri yang dibangun oleh A =

o ol [1 0] [a b

A = € Mr(R
([ o)
:{ a0 \a,cER}.

c 0
0] .. . .
0] dinotasikan dengan (A) g, yaitu:
1 0] [a b] [a b
A)g = € My(R
([ v

S
:{ ¢ ]a,beR}.

0 0

Dengan demikian, dalam ring non-komutatif seperti M>(R), ideal kiri (A); dan

dinotasikan dengan (A), yaitu:

Ideal kanan yang dibangun oleh A =

ideal kanan (A)p tidak sama.

Selanjutnya, konsep ini dapat diperluas untuk membangun ideal dari beberapa

elemen dari suatu ring.

Definisi 2.2.17 Diberikan sebarang ring komutatif R dengan elemen satuan dan
X C R dengan X # (. Himpunan (X) = {>7"  ruz|z; € X,r; € R,n € N}
disebut ideal yang dibangun oleh X dan dinotasikan dengan (X') (Wahyuni dkk..
2021)).

Berikut diberikan contoh dari ideal yang dibangun oleh beberapa elemen.

Contoh 2.2.18 Diberikan ring (Z, +, -) dan X = {2, 3}. Ideal yang dibangun oleh
X adalah:

(X)={>1,(2r+3s)lneN,r s e Z},

(Wahyuni dkk., 2021).
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2.2.4 Ring Faktor

Untuk membangun struktur baru dari suatu ring, ideal sering digunakan sebagai alat
bantu. Salah satu hasilnya adalah ring faktor, yang dihasilkan dengan menggunakan
ideal pada suatu ring.

Definisi 2.2.19 Diberikan sebarang ring (R, +,-) dan ideal I di R. Ring faktor
R/I ={a+ Ila € R} adalah ring dengan dua operasi biner yang sama dengan R
sehingga untuk setiap a + I, b + I € R/I berlaku:

l. (a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1I,dan
2. (a+1)-(b+1)=(a-b)+1,

(Rasiman dkk., 2018)).

Untuk memberikan gambaran yang lebih jelas mengenai ring faktor, berikut
merupakan contoh yang relevan.

Contoh 2.2.20 Diberikan I = {0,2,4} adalah ideal yang dibangun oleh 2 di Z.
Akan ditunjukkan Zg/I adalah ring faktor. Ideal-ideal dari ring Zg sebagai berikut.

1LO0+1=1={

C) |

12,4},

2. 1+1={1,3,

C)'(I

2
Sehingga Zﬁ/l = {{67 Qa Z‘L}u {L ?)7 5}}
1. Akan ditunjukkan (Zs /I, +) merupakan grup komutatif.

(a) Untuk setiap a+1,b+1 € Zg/I,berlaku (a+1)+(b+1) = (a+b)+1 €
Zg/ 1. Jadi, operasi + tertutup di Zg/I.

(b) Untuk setiap a, b, c € Zg, berlaku a + (b + ¢) = (a + b) + ¢ sehingga
untuk setiap a + I, b+ I, ¢+ I € Zg/I berlaku:

[(a+ D)+ B+ D]+ (c+I)=[a+b)+I]+ (c+ 1)
=[(a+b)+c+1
=(a+1)+[0b+c)+1]
=(a+1)+[b+1+(c+1)].

Jadi, operasi + bersifat asosiatif di Zg /1.
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(c) Terdapat 0 + I € Zg/I sehingga untuk setiap a + I € Zg/I, berlaku
(a+1)+(0+1)=(0+1)+ (a+1I)=a+I.Jadi, 0+ I adalah elemen
identitas di Zg/ 1.

(d) Untuk setiap a € Zg terdapat —a berlaku a+—a = —a+a = 0 sehingga
untuk setiap a + I € Zg/I berlaku:

(a+1)+(—a+D)=(a—a)+I=0+1=1.
(—a+D)+(a+1)=(—a+a)+1=0+1=1.

Jadi, setiap a + I € Zg/I mempunyai invers di Zg/1.

(e) Untuk setiap a,b € Zg, berlaku a + b = b + a sehingga untuk setiap
a+ 1,0+ 1 € Zg/I berlaku:

(a+1)+b+1)=(a+b)+I1=(b+a)+1=0b+1)+ (a+1).

Jadi, operasi + bersifat komutatif di Zg /1.
Dengan demikian, terbukti (Zg /I, +) merupakan grup komutatif.
2. Akan ditunjukkan (Zg/I, -) merupakan semigrup.

(a) Untuk setiap a,b € Zg, berlaku a - b € Zg sehingga untuk setiap a +
I.,b+ I € Zg/I berlaku:

(a+1)-(b+1)=(a-b)+1€Zs/l.

Jadi, operasi - tertutup di Zg/ 1.

(b) Untuk setiap a, b, ¢ € Zg, berlaku a - (b- ¢) = (a - b) - ¢ sehingga untuk
setiap a + I,b+ I € Zg/I berlaku:

[(a+D)-(b+1)]-(c+1)=

Jadi, operasi - bersifat asosiatif di Zg/ 1.

Dengan demikian, terbukti (Zg/I, -) merupakan semigrup.
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3. Untuk setiap a, b, ¢ € Zg, berlakua- (b+c¢) = (a-b)+ (a-c)dan (a+b)-c =
(a-c)+ (b-c) sehingga untuk setiap a + I,b+ I, c + I € Zg/I diperoleh:

dan

[(a+ 1)+ B+ -(c+1)=

Berdasarkan (1) — (3) terbukti bahwa (Zg /I, +, -) merupakan ring faktor.

2.3 Derivasi

Dalam konteks ring, derivasi adalah suatu pemetaan khusus yang menghubungkan
dua elemen dari ring dengan sifat-sifat tertentu yang mirip dengan derivasi dalam
kalkulus.

Huang dkk. menyatakan bahwa sebuah pemetaan aditif d : R — R disebut derivasi
jika d memenuhi aturan Leibniz, yaitu d(ab) = d(a)b+ ad(b), untuk setiap a,b € R
(Huang dkk., 2023).

Definisi 2.3.1 Derivasi pada ring R didefinisikan sebagai suatu pemetaand : R — R
yang bersifat aditif dan memenuhi aturan Leibniz, yaitu:

1. untuk setiap a,b € R, berlaku:
d(a +b) = d(a) + d(b) (bersifat aditif);

2. untuk setiap a, b € R, berlaku:
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d(ab) = d(a)b + ad(b) (aturan Leibniz)
(Sahai dan Ansari, 2022).

Derivasi diterapkan pada berbagai jenis ring, baik komutatif maupun non-komutatif,

untuk mengeksplorasi struktur aljabar serta sifat-sifat elemen dalam ring tersebut.

Berdasarkan Definisi [2.3.1] jelas bahwa pemetaan nol merupakan derivasi, yang
selanjutnya disebut dengan derivasi nol. Untuk memperjelas pemahaman mengenai

derivasi, berikut diberikan beberapa contoh derivasi pada suatu ring.

Contoh 2.3.2 Diberikan ring Z[z] dan pemetaan d : Z[z] — Z[z] dengan
d(p(z)) = k-L(p(z)) = kp/(z), untuk setiap p(z) € Z[z] dan konstanta k € Z.
Akan ditunjukkan pemetaan d merupakan derivasi pada Z|x].

1. Diberikan sebarang p(z), q(z) € Z[z], berlaku:

Artinya, pemetaan d bersifat aditif.

2. Diberikan sebarang p(x), ¢(x) € Z[z], berlaku:

= K (p())a(a) + pla) o (a()))

= k- (p(x))a(x) + p(x)k%(Q(x))
= kp'(z)q(z) + p(x)kq (x)

= d(p(z))q(x) + p(x)d(q(x)).
Artinya, pemetaan d memenuhi aturan Leibniz.

Jadi, pemetaan d merupakan derivasi pada Z|x].
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Contoh 2.3.3 Diberikan ring Z[z| dan pemetaan d : Z[z] — Z[x] dengan d(p(x)) =
z-L(p(x)) = xp/(x), untuk setiap p(z) € Z[z]. Akan ditunjukkan pemetaan d

merupakan derivasi pada Z|x].

1. Diberikan sebarang p(z), q(z) € Z[z], berlaku:

A(p(x) + (x)) = o~ (p() + q())

dx
= (L (o) + - (a(@))
d d

— o (p(2)) + 75 (a(0))

= zp/(z) + 24/ (z)
d(p(z)) + d(q(x)).

Artinya, pemetaan d bersifat aditif.

2. Diberikan sebarang p(x), q(x) € Z[x], berlaku:

- x(d%(p(x))q(x) + p(flf)%(Q(ﬂﬂ)))

= x%(p(x))q(x) —i—p(ﬂf)x%(Q(?ﬂ))

zp'(x)q(r) + p(x)zq (x)
= d(p(r))q(x) + p(x)d(q(z)).

Artinya, pemetaan d memenuhi aturan Leibniz.

Jadi, pemetaan d merupakan derivasi pada Z|x].

b
Contoh 2.3.4 Diberikan ring M(Z) = ¢ y la,b,c,d € Z » dan pemetaan d :
c

Ms(Z) — Ms(Z) dengan d @b _ [0 - , untuk setiap @b € My(Z).
c d c 0 c d

Akan ditunjukkan pemetaan d merupakan derivasi pada Ms(Z).



c d z w

o[+ [ 2]) -l

b
1. Diberikan sebarang [a ] , [x y] € Ms(Z), berlaku:

a+x b4y
c+z d+w

0 —(b+y)
c+z 0

__ 0 —-b—y
c+z 0

)

Artinya, pemetaan d bersifat aditif.

a0 b
2. Diberikan sebarang ¢ d] ) [x Y e M,(7Z), berlaku:

c zZ w
ar + bz ay+bw_>

p a b :zfy_ 4
c dl |z w cr+dz cy+ dw

0 —(ay + bw)
cr + dz 0

0 —bw 0 —ay
= -
cx 0 dz 0

et
oA 1 R e
o) e e )

Artinya, pemetaan d memenuhi aturan Leibniz.

Jadi, pemetaan d merupakan derivasi pada M,(Z) (Ernanto, 2018, p.13).
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Contoh 2.3.5 Diberikan ring komutatif R = (Zs, 45, -5) dan pemetaan d : R — R
yang didefinisikan oleh d(a) = a?, untuk setiap a € Zs. Akan diselidiki apakah d

merupakan derivasi.

1. Pilih 3,4 € Zs, berlaku:
Pada ruas kiri:

Pada ruas kanan:

d3)+d4) =3+ 4)?*=4+1=0.
Jelas bahwa kedua ruas tidak sama karena:
d3+4)=1+0=d(3) + d(d).
Artinya pemetaan d tidak bersifat aditif.

2. Pilih 1, 3 € Zs, berlaku:
Pada ruas kiri:

Artinya pemetaan d tidak memenuhi aturan Leibniz.

Jadi, pemetaan d bukan merupakan derivasi pada ring Zs.

Lemma 2.3.6 Diberikan sebarang ring R. Untuk setiap a € R dapat didefinisikan
derivasi d, : R — R dengan d,(x) = ax — za, untuk setiap = € R. Selanjutnya,
derivasi d,, disebut derivasi inner (derivasi dalam) pada R (Ber dkk., 2020).

Bukti. Diberikan R adalah ring dan @ € R. Akan ditunjukkan derivasi inner

merupakan derivasi.



19

1. Diberikan sebarang x,y € R.
Pada ruas kiri:

do(z+y) =alr +y) — (r+y)a = ar + ay — za — ya.
Pada ruas kanan:

do(z) + da(y) = (ax — za) + (ay — ya)
=ar —xa+ay —ya

=axr + ay — xra — ya.
Jelas bahwa kedua ruas sama karena:
do(x +y) = ax + ay — xa — ya = dy(x) + du(y).

Artinya pemetaan d, bersifat aditif.

2. Diberikan sebarang x,y € R.

Pada ruas kiri:
dao(zy) = a(zy) — (zy)a = avy — zya.
Pada ruas kanan:

do(z) -y + 2 - da(y) = (ax — za) -y + x - (ay — ya)
= axry —ray + ray — rya

= ary — rya.
Jelas bahwa kedua ruas sama karena:

do(zy) = axy — xya = do(x) -y + x - do(y).
Artinya pemetaan d, juga memenuhi aturan Leibniz.

Jadi, terbukti derivasi inner (d,) merupakan derivasi. |
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Berikut diberikan contoh mengenai derivasi inner.

Contoh 2.3.7 Perhatikan derivasi d : M3(Z) — Ms(Z) pada Contoh Karena

terdapat matriks A =

0
1] € M5(Z) sehingga berlaku:

()

Jadi, derivasi d = d 4 merupakan derivasi inner pada M(7Z) (Ernanto, 2018, p.14).

2.3.1 Ideal-o

Pada studi aljabar, derivasi merupakan pemetaan aditif § yang memenuhi aturan
Leibniz, yaitu d(ab) = d§(a)b + ad(b), untuk setiap a,b € R. Jika ideal I C R
memiliki sifat bahwa untuk setiap = € I, hasil derivasi 6(x) € I, maka [ disebut

sebagai ideal-¢ yaitu ideal I tetap stabil terhadap operasi derivasi 9.

Definisi 2.3.8 Diberikan sebarang ring R, ideal I di R, dan derivasi ) pada R. Ideal
I disebut ideal-¢ jika 6(I) C I (Helmi dkk., 2013).

Setelah memahami bahwa ideal-0 adalah ideal yang tetap stabil terhadap derivasi 4,

berikut ini diberikan contoh sebagai ilustrasi untuk memperjelas konsep tersebut.

Contoh 2.3.9 Diberikan ring polinomial Z[z| dan derivasi ¢ : Z[z| — Z[z] dengan
definisi d(p(z)) = p'(z) untuk setiap p(x) € Z|x]. Selanjutnya, diberikan ideal
J=(2%2) ={a* - f(x) + 2 g(2)|f (2), g(x) € Z[x]}.
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Perhatikan bahwa:

dengan p(z), ¢(z) € Z|x]. Dengan demikian, diperoleh §(J) C J. Jadi, J = (22, 2)
merupakan ideal-0 di Z[x].

Selain ideal I yang tetap stabil terhadap operasi derivasi 0, terdapat juga ideal
I yang 0(I) nya tidak selalu berada dalam 7. Berikut diberikan contoh untuk

menggambarkan konsep tersebut.

Contoh 2.3.10 Diberikan ring polinomial Z[x] dan derivasi § : Z[z] — Z[z] dengan
§(p(z)) = p/(x), untuk setiap p(x) € Z[z| seperti pada Contoh 2.3.9] Selanjutnya
diberikan ideal I = (x) = {x - p(x)|p(x) € Z[z|}. Pilih p(z) = = + 1, artinya
I = z(x + 1) = 2% + z. Hal ini berakibat §(1) = 6(z* + ) = 2z + 1 ¢ I. Jadi,
diperoleh 6(7) ¢ I. Dengan demikian, ideal I = () bukan ideal-d.

2.4 Derivasi Nil

Setelah memahami konsep dasar dari derivasi, pembahasan ini dapat diperluas ke
topik yang lebih spesifik, yaitu derivasi nil. Derivasi nil adalah bentuk khusus dari
derivasi yaitu aplikasi berulang dari derivasi pada elemen tertentu akan menghasilkan

nol.

Definisi 2.4.1 Pemetaan f : R — R dikatakan nil jika untuk setiap x € R terdapat
sebuah bilangan n (bergantung pada x) sedemikian sehingga f"(x) = 0. Bilangan n
yang paling kecil disebut indeks nilpotensi f terhadap x, yang dinotasikan dengan
nil(f, z) (Chung, 1985)). Dalam hal ini, n tidak harus sama untuk semua = € R.

Setelah membahas derivasi nil pada ring, konsep ini dapat diperluas ke struktur yang
lebih spesifik, yaitu ideal dalam ring. Berikut akan dijelaskan definisi derivasi nil

pada ideal [ dari ring R.
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Definisi 2.4.2 Pemetaan f : R — R dikatakan nil pada ideal I dari R jika untuk
setiap x € I, terdapat bilangan n yang bergantung pada z, sedemikian sehingga
f™(z) = 0 (Ali dkk., 2024).

Lebih lanjut, berikut ini diberikan contoh derivasi nil pada ideal [ di R.

Contoh 2.4.3 Diberikan ring polinomial Z[z| dan derivasi ¢ : Z[z] — Z[z]| dengan
d(p(x)) = p'(x), untuk setiap p(z) € Z[z]. Selanjutnya, diberikan ideal / = (2) =
{2 p(@)lp(x) € Zlz]}.

1. Misalkan p(x) = 5, berlaku 6(I) = 6(2-5) = §(10) = 0. Jadi, nil(d, 10) = 1.

2. Misalkan p(z) = x, berlaku:

Jadi, nil (9, 2z) = 2.

3. Misalkan p(z) = 22, berlaku:

§(I) = 6(2-2%) = 6(22°) = 4x,
§2(1) = 6*(4x) = 4,
§°(I) =6°(4) =0.

Jadi, nil(§, 22?) = 3.

Secara umum, derivasi ¢ dikatakan nil pada ideal / = (2) pada iterasi ke-k + 1
dengan k merupakan derajat tertinggi dari polinomial p(x), sehingga ¢ merupakan
derivasi nil pada ideal I = (2) di Z[z].

Setelah membahas derivasi nil, kini saatnya memperjelas perbedaan antara derivasi
nil dan derivasi nilpotent. Berikut ini adalah definisi derivasi nilpotent, yang

merupakan bentuk lain dari derivasi.

Definisi 2.4.4 Pemetaan f : R — R dikatakan nilpotent jika ada suatu bilangan bulat
positif n yang sama untuk semua = € R, sehingga f™(z) = 0 untuk setiap = € R.
Bilangan terkecil n dimana kondisi f"(z) = 0 berlaku untuk setiap = € R disebut

indeks nilpotensi dari f dan dilambangkan dengan n = nil(f) (Chung, |1985).
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Adapun perbedaan antara derivasi nil dan derivasi nilpotent yaitu yang pertama
dari segi universalitas n. Dalam kasus nilpotent, ada satu nilai n yang berlaku
untuk semua elemen = di R sedangkan dalam kasus nil, nilai n bisa berbeda-beda
tergantung pada elemen x. Yang kedua dari segi ruang lingkup, nilpotent
adalah konsep yang lebih ketat karena mensyaratkan bahwa iterasi n-kali dari f
menghasilkan nol untuk setiap elemen di R dengan n yang sama. Sedangkan, dalam

konsep nil, n dapat bervariasi untuk setiap elemen.

Berikut merupakan contoh derivasi nilpotent.

Contoh 2.4.5 Diberikan ring R = M5(Z) yaitu ring yang terdiri atas semua matriks
berukuran 2 x 2 dengan entri-entri bilangan bulat. Pemetaan d : Ms(Z) — My(Z)
didefinisikan sebagai:

d(A) = [B,A] = BA — AB,

dengan B =

1
O] € Mg(Z), dan A € MQ(Z)

Diberikan sebarang A =

b
d] € M(Z). Berlaku:

Ol A | R A
_:c : 0 a

o __Oc

:_0 —_c]

Selanjutnya, iterasi kedua dari derivasi d, yaitu d*(A) = d(d(A)), berlaku:

o =

Q O

d2(A) = Bd(A) — d(A)B

__ 1_cd—a__cd—a 01
N 0ol [0 —c 0 —c |00

0
0
_O—C__OC_
o 0 0 0
0
0
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Lebih lanjut, iterasi ketiga dari derivasi d, yaitu d®> = d(d*(A)), berlaku:

d*(A) = Bd*(A) — d*(A)B

Dengan demikian, derivasi d merupakan derivasi nilpotent dengan indeks nilpotensi

n=3.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung yang beralamatkan
di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng, Kecamatan Rajabasa,
Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur dan analisis teoritis, dengan
mengumpulkan referensi seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan sumber lainnya
yang terkait dengan penelitian ini. Secara umum langkah-langkah penelitian ini
sebagai berikut.

1. Mengkaji teori terkait grup, semigrup, ring, derivasi pada ring, ideal-9, dan

derivasi nil.

2. Mengkonstruksi derivasi nil dan menyelidiki indeks nilpotensi derivasi nil

pada ring polinomial.
3. Menyelidiki kaitan antara derivasi nil dan derivasi nilpotent.
4. Menyelidiki sifat-sifat derivasi nil.

5. Menyelidiki kaitan jenis derivasi dan bentuk ideal dari konsep ideal-6 dan

mengkonstruksi derivasi nil pada ring faktor R/1.
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Langkah-langkah penelitian dapat dilihat pada diagram berikut:

( A

Mengkaji teori aljabar abstrak yaitu grup (Fitriani
dan Faisol, |2022)), semigrup, ring, subring (Rasiman
dkk., |2018), dan ideal (Wahyun1 dkk., | 2021).
Memperlajari derivasi (Huang dkk., |[2023)), komposisi
derivasi, kombinasi linear derivasi, ideal-6 (Helmi dkk., |2013)).
Mempelajari derivasi nil pada ring (Chung, |[1985)), derivasi
nil pada ideal (Ali dkk., , 2024), derivasi nilpotent, kombinasi

linear derivasi nil, dan ideal-0 pada derivasi nil suatu ring.

|

Tahap 1 Mengkonstruksi derivasi nil pada ring polinomial

|

Tahap 2 Menyelidiki sifat indeks nilpotensi derivasi nil pada ring polinomial

|

Tahap 3 Menyelidiki perbedaan derivasi nil dan derivasi nilpotent

|

Tahap 4 Menyelidiki kaitan antara derivasi nil dan derivasi nilpotent

l

Tahap 5 Menyelidiki sifat-sifat derivasi nil

|

Tahap 6 Menyelidiki kaitan jenis derivasi dan bentuk ideal dari konsep ideal-9

|

Tahap 7 Mengkonstruksi derivasi nil pada ring faktor R/I

|

Tahap 8 Memberikan contoh ilustrasi dari sifat dan teorema yang diperoleh

Gambar 3.1 Langkah-langkah penelitian



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa derivasi nil, yaitu
untuk setiap elemen dalam ring, terdapat iterasi tertentu dari derivasi tersebut yang
menghasilkan nol, dapat diterapkan pada ring polinomial R[z] dan indeks nilpotensi
n = k + 1 dengan k derajat tertinggi dari polinomial p(z) € R[z]. Selain itu,
penelitian ini menunjukkan bahwa setiap derivasi nilpotent juga merupakan derivasi

nil, namun tidak berlaku sebaliknya.

Selanjutnya, penelitian ini juga menunjukkan bahwa derivasi nil dapat digunakan
untuk membentuk dan menganalisis kombinasi linear dari n derivasi nil yang juga
merupakan derivasi nil. Selain itu, penelitian ini menemukan bahwa kombinasi linear
dari derivasi yang bukan merupakan derivasi nil tidak selalu menghasilkan derivasi
nil, dan jika salah satu derivasi dalam kombinasi tersebut bukan merupakan derivasi
nil, maka hasilnya juga tidak selalu merupakan derivasi nil. Derivasi nil juga dapat
dikembangkan dalam konsep ideal-) pada ring polinomial. Ideal / akan menjadi
ideal-¢ jika derivasi dari setiap elemen pembentuk ideal tetap berada dalam ideal
tersebut. Selain itu, derivasi nil juga dapat diterapkan pada ring faktor R/I dari
konsep ideal-J.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil pada penelitian ini belum dapat diidentifikasi secara spesifik
struktur ideal yang selalu menjadi ideal-0 jika 0 merupakan derivasi nil. Oleh karena
itu, disarankan untuk dapat menyelidiki karakteristik atau kondisi tertentu pada
struktur ideal yang dapat memastikan bahwa ideal tersebut akan tetap stabil terhadap

operasi derivasi nil ) pada penelitian selanjutnya.
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