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ABSTRACT

JORDAN DERIVATION ON POLYNOMIAL RING R[x]
By

Desi Elena Sitompul

Given a ring R. An additive mapping d : R — R is called a Jordan derivation if
d satisfies the rule d(a?) = d(a)a + ad(a), for every a € R. In this study, Jordan
derivations are applied to the polynomial ring R[z] to investigate its properties.
The study begins by constructing a Jordan derivation on the polynomial ring R[z],
followed by an exploration of its specific properties within the algebraic structure,
as well as the relationship between Jordan derivations on R and those on R[z].
Additionally, illustrative examples are provided to support the theories and theorems
obtained. The concept of Jordan derivation broadens the understanding of algebraic
structures through its application to polynomial rings.

Keywords: Polynomial ring, derivation, Jordan derivation, linear composition, linear
combination.



ABSTRAK

DERIVASI JORDAN PADA RING POLINOMIAL RIx]

Oleh

Desi Elena Sitompul

Diberikan ring R. Suatu pemetaan aditif d : ® — R disebut derivasi Jordan jika
d memenuhi aturan d(a?) = d(a)a+ad(a), untuk setiap a € R. Dalam penelitian ini,
derivasi Jordan diterapkan pada ring polinomial R|[x] untuk menyelidiki sifat-sifatnya.
Penelitian ini dimulai dengan mengkonstruksi derivasi Jordan pada ring polinomial
R]x], diikuti dengan penyelidikan sifat-sifat khususnya dalam struktur aljabar serta
hubungan antara derivasi Jordan pada R dengan derivasi Jordan pada R|x]. Selain
itu, diberikan contoh ilustrasi yang mendukung teori dan teorema yang diperoleh.
Konsep derivasi Jordan memperluas pemahaman tentang struktur aljabar melalui
penerapannya pada ring polinomial.

Kata-kata kunci: Ring polinomial, derivasi, derivasi Jordan, komposisi linear,
kombinasi linear.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep derivasi dalam matematika pertama kali dikembangkan oleh [Newton| (1687)
pada abad ke-17, yang kemudian menjadi fundamental dalam analisis matematis.
Seiring berjalannya waktu, konsep derivasi ini diperluas ke dalam struktur aljabar
yang lebih abstrak melalui derivasi pada ring dan aljabar. Derivasi pada ring pertama
kali diperkenalkan untuk menggambarkan operasi diferensial dalam konteks aljabar.
Dalam hal ini, derivasi didefinisikan sebagai operator linear d pada suatu ring
yang memenuhi dua sifat utama, yaitu linearitas dan aturan hasil kali Leibniz,
yang mencerminkan konsep dasar derivasi dalam kalkulus (Lang, 2002)). Pada
ring polinomial R[z], derivasi ini diterapkan untuk menggambarkan bagaimana

elemen-elemen dalam ring saling berinteraksi melalui operasi diferensial.

Perkembangan dari teori derivasi mengarah pada pengenalan derivasi Jordan, yang
pertama kali diperkenalkan oleh Pascual Jordan pada tahun 1934 dalam konteks
aljabar non-asosiatif (Jordan, 1934). Derivasi Jordan merupakan generalisasi dari
turunan biasa, dengan aturan yang lebih kompleks, termasuk aturan elemen kuadrat:
d(a?) = d(a)a + ad(a). Pada tahun 1949, Jacobson mengembangkan teori derivasi
dalam konteks ring dan aljabar Lie, serta menggali penerapan derivasi Jordan
dalam struktur non-komutatif (Jacobson, 1949). Lebih lanjut, pada tahun 1957,
Herstein mengkayji sifat-sifat derivasi Jordan dalam konteks ring matriks. Herstein
menunjukkan bahwa derivasi Jordan pada ring matriks tertentu dapat dikarakterisasi
melalui komutator dan anti-komutator, memberikan wawasan penting tentang
struktur derivasi dalam aljabar matriks (Herstein, [1957). Penerapan derivasi Jordan
pada ring polinomial R[z] memberikan peluang untuk memahami struktur aljabar
melalui operator yang lebih kuat dan fleksibel, yang dapat menggambarkan interaksi

lebih kompleks antara elemen-elemen dalam ring tersebut.



Studi tentang derivasi Jordan berkembang lebih luas, terutama dalam teori ring
dan aljabar. Khosravi dan Ahmed pada tahun 2014 mengkaji mengenai sifat-sifat
derivasi Jordan dan aplikasinya dalam ring komutatif, serta hubungan antara derivasi
Jordan dan ideal (Khosravi dan Ahmed, 2014). Cakmak pada tahun 2015 melakukan
penelitian mengenai karakterisasi derivasi Jordan pada ring non-komutatif dan
mengidentifikasi kondisi-kondisi tertentu yang mempengaruhi struktur ring (Cakmak,
2015). Pada tahun 2017, Liu dan Chen membahas mengenai struktur derivasi Jordan
dalam konteks aljabar Lie, dengan aplikasi yang relevan dalam teori representasi
(Liu dan Chen, [2017). Bouaziz pada tahun 2019 mengembangkan teori derivasi
Jordan dalam ring non-komutatif dan menganalisis interaksi antara derivasi Jordan

dan elemen pusat (Bouaziz, 2019).

Pada tahun 2020, Al-Khalidi dan Al-Sharif melakukan penelitian terkait hubungan
antara derivasi Jordan dan ideal maksimal dalam ring komutatif dan dampaknya
terhadap struktur ring (Al-Khalidi dan Al-Sharif, 2020). Wu dan Zhang menyelidiki
pengaruh derivasi Jordan pada ring prima dan eksplorasi tentang ideal-ideal yang
dihasilkan (Wu dan Zhang, [2021)), sedangkan Azad dan Rahimi membahas aplikasi
derivasi Jordan dalam ring semi sederhana, serta implikasinya terhadap teori bilangan
(Azad dan Rahimi, 2022). Selain itu, Madan membahas mengenai pola interaksi
antara derivasi Jordan dan elemen-elemen dalam ring prima, serta kondisi khusus
yang memunculkan sifat-sifat baru (Madan, [2023). Penelitian dilanjutkan oleh
Kumar dan Singh membahas dampak derivasi Jordan dalam struktur aljabar yang
lebih luas, termasuk aplikasinya dalam teori representasi dan model matematis
(Kumar dan Singh) 2023]).

Berdasarkan pengembangan penelitian yang telah dilakukan sebelumnya, belum ada
peneliti yang membahas tentang derivasi Jordan pada ring polinomial R[z]. Oleh
karena itu, penelitian ini akan membahas mengenai hubungan antara derivasi Jordan
pada ring dan derivasi Jordan pada ring polinomial R|x]. Selain itu, dalam penelitian
ini juga akan di selidiki sifat-sifat derivasi Jordan, baik pada ring secara umum

maupun pada ring polinomial R[z].



1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. menyelidiki sifat-sifat derivasi Jordan pada ring polinomial R[z];
2. mengkonstruksi contoh-contoh derivasi Jordan pada ring polinomial R[x];

3. menyelidiki hubungan antara derivasi Jordan pada ring R dengan derivasi Jordan
pada ring polinomial R[z].

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. mengetahui sifat-sifat derivasi Jordan pada ring polinomial R[z];

2. mengetahui hubungan antara derivasi Jordan pada ring /2 dengan derivasi Jordan

pada ring polinomial R[z];

3. menambah referensi penelitian selanjutnya mengenai derivasi Jordan pada ring

polinomial R|x].



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dibahas mengenai definisi-definisi dasar yang berperan sebagai teori

pendukung dalam penyelesaian penelitian ini.

2.1 Grup

Grup adalah struktur aljabar yang terdiri dari himpunan tak kosong bersama dengan
suatu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Sebelum membahas
grup, akan diuraikan terlebih dahulu mengenai operasi biner. Berikut definisi operasi

biner.

Definisi 2.1.1 Diberikan himpunan tak kosong G. Operasi biner * pada himpunan
G didefinisikan sebagai fungsi dari % : G x G ke G dengan *(a, b) = a * b, untuk
setiap (a,b) € G x G (Ayres dan Jaisingh, 2004).

Berikut diberikan contoh operasi biner.

Contoh 2.1.1 Diberikan himpunan

AL

Akan ditunjukkan operasi perkalian matriks merupakan operasi biner pada G.
e f
g

a,b,c,dER}.

b
Diberikan sebarang dua matriks ¢ d] , € G, sehingga diperoleh:
c

IR

Jadi, operasi perkalian matriks merupakan operasi biner pada G.

ae +bg af + bh
ce+dg cf +dh




Setelah memahami definisi dan contoh dari operasi biner, berikut diberikan definisi

dari grup.
Definisi 2.1.2 Suatu himpunan tak kosong G dikatakan grup terhadap operasi biner

* , jika operasi tersebut memenuhi aksioma-aksioma berikut:

i) himpunan G tertutup terhadap operasi biner *, yaitu untuk setiap a,b € G,
berlaku a x b € G;

ii) operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a,b,c € G, berlaku

(axb)xc=ax(bxc);

iii) terdapat elemen identitas e di G yang memenuhi a * e = e x a = a, untuk
setiap a € G;
iv) untuk setiap a € G, terdapat ' € G sehingga berlakua*xa™! = a '*xa = e,

dengan a~! disebut invers dari a,
(Dummit dan Foote, [2004)).

Berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan Z% = Z- \ {0} dan operasi -7 merupakan operasi
biner pada Z%. Akan dibuktikan bahwa (Z*) merupakan suatu grup.

dengan menggunakan tabel Cayley sebagai berikut.

Tabel 2.1 Tabel Cayley perkalian modulo 7 pada himpunan Z7

7 |1]12]3|4]5|6
1/1(2(3|4]5|6
21214|6|1|3|5
313/6(2|5|1|4
414/1|5/2]6|3
5531|642
61654321




Dari Tabel 2.1 diperoleh:

1) Z% tertutup terhadap operasi -7,
i) -7 bersifat asosiatif di Zz,

iii) terdapat 1 € Zz2, sehingga @ -7 1 = @ = 1 7 G, untuk setiap a € Zz. Jadi, 1
merupakan elemen identitas terhadap operasi -7,

iv) karena (1) =T, (2) 7' =4(3) 7 =5 (4) 7 =257 =3;(6)"' =6,

untuk setiap a@ € Z%, terdapat (a)~! € Z%, sehinggaa-;(a) ™' =1 = (a)~' ;a,

Berdasarkan 1), ii), iii), dan iv), terbukti (Z%, -;) merupakan grup.

2.1.1 Grup Komutatif

Berdasarkan sifat komutatif dari operasi biner dalam suatu grup, dapat dinyatakan
bahwa jika grup tersebut komutatif, hasil operasi antara dua elemen akan tetap sama

meskipun urutan elemen dibalik. Berikut diberikan definisi dari grup komutatif.

Definisi 2.1.3 Grup (G, *) disebut grup Abel atau grup komutatif jika pada operasi
biner * berlaku:

axb=>bxa,

untuk setiap a, b € G (Fitriani dan Faisol, 2022).

Berikut diberikan contoh grup komutatif.

Contoh 2.1.3 Himpunan Zg merupakan grup Abel atau grup komutatif terhadap
operasi penjumlahan modulo 6, karena a+¢b = b+¢a mod 6, untuk setiap a, b € Zg.

2.1.2 Subgrup

Subgrup adalah salah satu konsep dasar dalam teori grup yang memiliki peran
penting dalam memahami struktur dan sifat-sifat grup secara lebih mendalam. Secara
umum, subgrup adalah himpunan bagian dari suatu grup yang juga memenuhi
aksioma-aksioma grup terhadap operasi yang sama. Berikut diberikan definisi dari
subgrup.



Definisi 2.1.4 Diberikan himpunan bagian H dari grup G yang tertutup terhadap
operasi biner pada GG. Himpunan H dikatakan subgrup G jika terhadap operasi
biner yang sama pada (G, H merupakan grup. Selanjutnya H subgrup G dinotasikan
dengan H < (G atau H < G yang berarti H subgrup G, tetapi H # G (Fitriani dan
Faisol, [2022)).

Berikut diberikan contoh subgrup dari suatu grup.

Contoh 2.1.4 Himpunan (Z, +) merupakan subgrup (Q, +), karena memenuhi
semua syarat subgrup.

2.2 Ring

Setelah memahami konsep operasi biner dan grup Abel yang menjadi dasar

terbentuknya suatu ring. Selanjutnya, diberikan definisi ring.

Definisi 2.2.1 Diberikan suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan dua
operasi yang dinotasikan dengan + dan - , yang disebut operasi penjumlahan dan
perkalian. Himpunan R disebut ring terhadap operasi + dan - jika memenubhi sifat:

i) (R,+) adalah grup komutatif, artinya:

(1) untuk setiap a,b,c € R berlaku, (a +b0) +c=a+ (b+ ¢),

(2) terdapat 0 € R, sedemikian sehingga a + 0 = 0 4+ a = a, untuk setiap
a € R, 0 adalah elemen identitas di R,

(3) untuk setiap a € R, terdapat elemen invers yaitu —a € R, sehingga
a+(—a)=(—a)+a=0,
(4) untuk setiap a,b € R, berlakua + b =0+ a.

ii) untuk setiap a,b € R, berlaku a - b € R (berlaku sifat tertutup di R),

iii) untuk setiap a, b, c € R, berlaku (a - b) - ¢ = a - (b - ¢) (berlaku sifat asosiatif di
R),

iv) sifat distributif berlaku untuk perkalian dan penjumlahan, artinya:

(1) a-(b+c¢) = (a-b)+ (a-c), untuk setiap a, b, ¢ € R (hukum distributif
kiri),



(2) (a+b)-c=(a-c)+ (b-c), untuk setiap a,b, ¢ € R (hukum distributif
kanan)

(Chaudhuri, 2017).

Ring dinotasikan dengan (R, +, -), dengan R merupakan himpunan tak kosong, +

dan - merupakan dua operasi biner pada R.

Berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.1 Diberikan A yang merupakan himpunan semua fungsi f : R — R.
Untuk setiap f, g € A dan x € R, didefinisikan:

(f +9)(x) = f(z) + g(z)

dan
(f9)(z) = f(z)g(x).
Akan ditunjukkan (A, +, -) merupakan ring.
i) (A, +) merupakan grup Abel.

ii) Untuk setiap f,g € A dan z € R, berlaku:

(f9)(z) = f(z)g(x) € R.
Jadi, operasi - bersifat tertutup di A.
iii) Untuk setiap f, g, h € A dan z € R, berlaku:
((fg)h)(x) = (fg)(x)h(z)
(x)g(x)h(x)
(x)(gh)

z)(gh)(x)
= (f(gh))(z).

- f
f

Jadi, ((fg)h)(z) = (f(gh))(z) artinya operasi - bersifat asosiatif.



iv) Untuk f,g,h € A dan x € R berlaku:

dan

Jadi berlaku hukum distributif kiri dan kanan pada A.

Berdasarkan pernyataan 1), ii), iii), dan iv), terbukti bahwa (A, +, -) merupakan ring.

Berikut diberikan definisi dari operasi n - a di ring.

Definisi 2.2.2 Dalam suatu ring R, operasi n - a berarti elemen a dari ring tersebut
dijumlahkan dengan dirinya sendiri sebanyak n kali. Secara formal, definisi operasi
ini dapat dijelaskan sebagai berikut.

1) Jika n > 0, maka n.a didefinisikan:

na=a+at+a+---+a

n kali

yang menunjukkan bahwa elemen a dioperasikan dengan dirinya sendiri

sebanyak n kali.

i1) Jika n = 0, maka n.a didefinisikan:
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ii1) Jika n < 0, maka n.a didefinisikan:

n kali

yang menunjukkan bahwa elemen —a yaitu invers aditif dari a dijumlahkan
sebanyak n kali.

(Wahyuni, dkk., 2021).

Berikut diberikan contoh dari operasi n - a di suatu ring R.

Contoh 2.2.2 Dalam ring matriks M5(RR), yaitu himpunan matriks berukuran 2 x 2

dengan entri berupa bilangan real. Diberikan sebarang matriks A di M,(R) sebagai

berikut:
A= [1 2] )
3 4

Jika n = 3, maka operasi n.a didefinisikan sebagai penjumlahan matriks A sebanyak

tiga kali, yang dapat dituliskan secara matematis sebagai:

Vbbb

Jadi operasi n.a dalam ring matriks merepresentasikan penjumlahan a dengan dirinya

JA=A+A+A=

sendiri sebanyak n kali.

Berikut akan dibahas tentang karakteristik ring.

Definisi 2.2.3 Karakteristik ring R yang dinotasikan dengan char(R) adalah
bilangan bulat positif terkecil n yang memenuhi n - 1 = 0, dengan 1 adalah
elemen identitas perkalian di R dan n - 1 adalah penjumlahan 15 sebanyak 7 kali.
Jika tidak ada bilangan bulat positif n yang memenuhi kondisi tersebut, maka
karakteristik ring I didefinisikan sebagai 0 (Rasiman, dkk., 2018).

Berikut diberikan contoh karakteristik ring.

Contoh 2.2.3 Ring modulo n (Z/nZ) merupakan ring dengan karakteristik n karena

TL].R:O
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Berikut akan dibahas definisi tentang ring komutatif.

Definisi 2.2.4 Suatu ring (R, +,-) dikatakan ring komutatif jika R komutatif
terhadap perkalian yaitu berlaku a - b = b - a untuk setiap a,b € R (Wahyuni,
dkk., 2021).

Berikut diberikan contoh pada ring komutatif.

Contoh 2.2.4 Ring (Z,+,-), (Q,+,-), dan (R, +,-), masing-masing merupakan

ring komutatif dengan elemen satuan.

2.2.1 Ring Polinomial R|x]

Ring polinomial adalah salah satu struktur aljabar yang terdiri dari semua fungsi
f(z), dengan f(z) disebut polinomial jika dapat dituliskan sebagai f(z) =
ap + a1 + asx? + - + a,x™, dengan n merupakan bilangan bulat positif dan
agp, ai, as, . . ., a, merupakan koefisien fungsi f(z), yaitu elemen-elemen dari suatu

ring R, dan variabel x. Berikut diberikan definisi ring polinomial.

Definisi 2.2.5 Diberikan ring R. Himpunan R]z|, dinotasikan sebagai semua
himpunan barisan tak hingga (ag,a,as,...), dengan a; € R, untuk setiap
i = 1,2,3,... dan terdapat n € Z%, sehingga untuk k& > n berlaku a; = 0.

Elemen-elemen R[z] disebut polinomial atas ring.

Operasi penjumlahan dan perkalian pada R|x] didefinisikan sebagai berikut:

+ : R[z] x R[z] — R[z]
(&0,&1,@27 ) + (bo,bl, bg, ) = (CLO + bo,a1 + bl, )

-1 Rlz] X R[z] — R|x]

(CLQ, ay, az, )(b(), bl, bg, ) = (Co, C1, Co, ),

dengan ¢; = ZLO abj_;untuk j =0,1,2, ...

Dengan dua operasi tersebut, R[z| merupakan ring yang disebut ring polinomial
(Dummit dan Foote, [2004)).

Jika R adalah ring komutatif, maka R[z| juga komutatif. Hal ini disebabkan oleh
operasi perkalian dalam R|x] didasarkan pada komutativitas dari koefisien-koefisien

dalam R. Jika R memiliki elemen identitas 1z, maka R[x] juga memiliki elemen
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identitas, yang merupakan polinomial dengan koefisien konstanta 1z dan suku-suku
lainnya bernilai nol, karena elemen tersebut memenubhi sifat identitas dalam operasi
perkalian di R[z].

Contoh 2.2.5 Diberikan ring polinomial R|[x], yang merupakan himpunan semua

polinomial dengan koefisien dari bilangan real dan variabel z.
Akan ditunjukkan R[x] adalah ring polinomial.

Diberikan sebarang dua polinomial:
p(z) = apx™ + ap_ 12"+ -+ ayx + ag,

q(z) = bpa™ 4+ by_12" 7+ -+ by + by,

Penjumlahan keduanya adalah:

p(z) +q(z) = (@, 2" + ap_12" "+ -+ +ap)
+ (bmxm + bm_l.flﬁm_l 4+ -4 bO)

Hasil dari penjumlahan ini tetap merupakan polinomial dengan koefisien bilangan
real, sehingga R|[z] tertutup terhadap penjumlahan.

Diberikan sebarang polinomial p(z), ¢(x) € R|x], maka perkaliannya adalah:

p(z) - q(x) = (aa" + R L R ag)
(b ™ A by 2™ - Bg)

n+m+"‘+02.§62+01$+00.

= Cn+mT
Hasilnya juga merupakan polinomial dengan koefisien bilangan real, sehingga R[z]
tertutup terhadap perkalian.

Diberikan sebarang dua polinomial p(z) dan ¢(x), penjumlahan harus bersifat

komutatif:
p(z) +q(x) = q(z) + p(2).

Karena penjumlahan koefisien bilangan real bersifat komutatif, maka penjumlahan

polinomial di R[z] juga bersifat komutatif.
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Polinomial nol, #(x) = 0, adalah elemen identitas aditif dalam R|[x]. Untuk setiap

polinomial p(z), berlaku:
p(x) +0(z) = p(z).

Dengan demikian, #(z) merupakan elemen identitas di R[z| terhadap operasi +.

Setiap polinomial p(x) = a,z" + -+ + a1 + ap memiliki invers aditif, yaitu

—p(x) = —a,a" — - -+ — a1x — ay, sehingga:
p(z) + (=p(z)) = 0 = O(x).

Invers aditif ini juga diperoleh dari sifat invers aditif di ring R.

Perkalian dalam R[z] harus bersifat asosiatif. Diberikan sebarang tiga polinomial
p(z), q(x),r(x) € R[z], berlaku:

Perkalian polinomial harus bersifat distributif terhadap penjumlahan, yaitu:
p(z) - (q(z) +r(z)) = p(z) - ¢(z) + p(z) - 7(2)

Karena R[z] memenuhi semua aksioma yang membentuk suatu ring seperti pada
Definisi [2.2.1, maka R[z] adalah ring polinomial.

2.2.2 Ideal

Dalam teori aljabar, ideal dari suatu ring R adalah himpunan bagian / dari R yang
memenuhi dua aksioma. Ideal ring dibedakan menjadi dua yaitu ideal kiri dan ideal

kanan. Berikut akan diberikan definisi dari ideal.

Definisi 2.2.6 Diberikan ring R dan himpunan tak kosong / yang merupakan
himpunan bagian dari 2. Himpunan / disebut ideal kiri dari R jika:

i) untuk setiap a,b € I, berlakua —b € I,
il) untuk setiap a € I,r € R, berlaku ra € 1.

Definisi 2.2.7 Diberikan ring R dan himpunan tak kosong [ yang merupakan

himpunan bagian dari R. Himpunan I disebut ideal kanan dari R jika:
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i) untuk setiap a,b € I, berlakua — b € I,
ii) untuk setiap a € I,r € R, berlaku ar € [.

Jika himpunan bagian [ dari R merupakan ideal kiri sekaligus ideal kanan maka [
disebut ideal atau ideal dua sisi dari ring R (Dummit dan Foote, [2004).

Berikut diberikan contoh ideal.

Contoh 2.2.6 Diberikan ring bilangan bulat Z dan himpunan bagian tak kosong 37

yang merupakan himpunan semua bilangan bulat kelipatan dari 3, yaitu:
32 ={3k | ke Z}.
Akan dibuktikan bahwa 37 adalah ideal dalam Z.
1) Diberikan sebarang a = 3k dan b = 3m dengan k, m € Z, berlaku:
a—b=3k—3m=3k—m)€Z
karena k£ — m juga merupakan bilangan bulat.
ii) Diberikan sebarang x € Z dan a = 3k € 3Z, berlaku:
r-a=x-3k=3(x-k)
a-r=3k-z=3k- x)

karena x - k dan k - x adalah bilangan bulat sehingga x - a dan a - x € 37Z.

Berdasarkan 1) dan ii), terbukti bahwa 37 adalah ideal dalam Z.

2.2.3 Kombinasi Linear pada Ring

Dalam teori aljabar, khususnya dalam konteks ring, kombinasi linear adalah konsep
yang melibatkan elemen-elemen dari ring dan koefisien dari sebuah ring yang sama.

Berikut adalah definisi mengenai kombinasi linear pada ring.

Definisi 2.2.8 Diberikan ring R. Jika rq, 79, ..., r, adalah elemen-elemen dari ring

R dan a4, as, ..., a, adalah koefisien dalam ring R, maka kombinasi linear dari
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elemen-elemen r{, 15, ..., 7, dengan koefisien elemen dari R yang didefinisikan
sebagai berikut.

a1ry + agrg + - -+ apry

(Artin, 2011).

Berikut diberikan contoh kombinasi linear pada ring.

Contoh 2.2.7 Diberikan ring 7Z/127. Elemen-elemen dalam ring ini adalah
{0,1,2,...,11}, dan operasi yang dilakukan yaitu perkalian modulo 12.

Pilih r; = 5 dan r, = 7 dalam Z/12Z. Pilih koefisien a; = 3 dan ay = 4 dalam
7127

Kombinasi linear dari r; dan r5 dengan koefisien a; dan a, adalah:

air; +asrs =3-54+4-7
=15+28
=43 mod 12
=7

Dengan demikian, kombinasi linear 3 - 5 + 4 - 7 dalam Z /127 adalah 7.

2.3 Derivasi

Derivasi pada ring merupakan generalisasi dari konsep turunan dalam kalkulus ke
dalam konteks aljabar abstrak. Dalam teori ring, derivasi adalah suatu pemetaan yang
menggambarkan perubahan elemen-elemen dalam ring, yang mengikuti sifat-sifat
tertentu seperti linearitas dan aturan Leibniz. Berikut diberikan definisi dari derivasi.

Definisi 2.3.1 Diberikan ring R. Pemetaan d : R — R disebut derivasi jika

memenubhi sifat berikut:
i) d(z +y) =d(z) + d(y), untuk setiap =,y € R;
i) d(zy) = d(x)y + zd(y), untuk setiap =,y € R;

(Al1, 2012).
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Berikut diberikan contoh derivasi pada suatu ring.

Contoh 2.3.1 Diberikan ring M5(7Z). Akan ditunjukkan fungsi d yang didefinisikan

sebagai:
; [a o) _ [o —b]
c d c 0
merupakan derivasi.
o a b e f
Diberikan sebarang A = , B = € My (Z)
c d g h
Berlaku
-
QA+ By —al|®Te ]
c+g d+h
o —e+p]
c+yg 0
0 -] [o -
c 0] g 0]
=d(A) +d(B).

Jadi, d(A + B) = d(A) + d(B), untuk setiap A, B € Ms(Z).

d(AB) = d (

ae + bg af+bh-
ce+dg cf +dh

0 —(af—l—bh)_
ce + dg 0




Di lain pihak,

d(A)B + Ad(B)

0

Cc

—b
0

I

(&

9

ce

0

[ bg —bh]

cf

ce + dg

0

ce +dg

f
h

||

|

bg
dg

_af]

—cf

—(bh + af)

0

—(af + bh)

0

Jadi, d(AB) = d(A)B + Ad(B), untuk setiap A, B € M(7Z).

Dengan demikian, terbukti bahwa d derivasi di ring M5 (Z).

2.4 Derivasi Jordan

0
g

—f
0

|
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Derivasi Jordan adalah konsep dalam aljabar abstrak yang memperluas ide derivasi

biasa dengan menggunakan struktur komutatif di antara elemen-elemen suatu ring,

dengan derivasi diterapkan menggunakan aturan Jordan. Berikut diberikan definisi

dari derivasi Jordan.

Definisi 2.4.1 Diberikan ring R. Pemetaan aditif d : R — R disebut derivasi Jordan

Jika memenuhi:

(Herstein|, [1957)).

Selanjutnya, akan diberikan contoh derivasi Jordan.

Contoh 2.4.1 Diberikan ring R = Z. Didefinisikan fungsi d : Z — 7Z sebagai

berikut:

d(a) = 0, untuk setiap a € Z.

d(a*) = d(a)a + ad(a), untuk setiap a € R

2.4.1)
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Akan diselidiki apakah d merupakan derivasi Jordan.

Diberikan sebarang a € Z, berlaku:
d(a*) = 0,karena a* € Z, untuk setiap a € Z.
Di sisi lain,

d(a)a+ad(a)=0-a+a-0
=0+0
= 0.

Karena d(a?) = 0dan d(a)a + ad(a) = 0, fungsi d yang didefinisikan sebagai
d(a) = 0, untuk setiap a € Z merupakan derivasi Jordan.

Contoh 2.4.2 Diberikan ring M>(Z,) dengan karakteristik 2. Didefinisikan fungsi

b
d : My(Zy) — Ms(Z5) pada setiap matriks A = “ J sebagai berikut:
c

0 b
c 0]

Akan diselidiki apakah d merupakan derivasi Jordan.

d(A) =

b
Diberikan sebarang A = d] € My(Zs).
c

b b 240 b+ bd

Diperoleh A% = ¢ ¢ _ | e ab .
c d| e d ac+cd be+ d?
d(A?) = d a?>+bc ab+bd _ 0 ab + bd .
ac+cd be+ d? ac+ cd 0
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Di sisi lain,

wm+mw=23”Zﬂ+kﬂE8]

e bd| , [be ab
~ lac be cd be

_bc+bc ab + bd
ac+cd be+be

karena elemen Z, dan karakteristik 2 maka bc 4 bc = 0, sehingga

0 ab + bd
ac + cd 0
Jadi, d(A?%) = d(A)A + Ad(A).

d(A)A + Ad(A) =

Terbukti fungsi d merupakan derivasi Jordan pada ring Ms(Zs).
Berikut diberikan contoh fungsi yang bukan merupakan derivasi Jordan.

Contoh 2.4.3 Diberikan ring R. Didefinisikan fungsi d : R — R sebagai berikut:
d(a) = —a, untuk setiap a € R.

Akan diselidiki apakah d merupakan derivasi Jordan.

Diberikan sebarang a € R,

Di sisi lain,

Karena —a? # —2a%, untuk setiap a € R (kecuali untuk a = 0) sehingga fungsi

d yang didefinisikan sebagai d(a) = —a, untuk setiap a € R bukan merupakan
derivasi Jordan.
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Contoh 2.4.4 Diberikan ring R = M;(R), yaitu ring matriks yang berukuran 2 x 2

dengan entri bilangan real. Didefinisikan suatu fungsi d : M>(R) — M(R) dengan:

d(A) = AT untuk setiap A € M;(R).

Akan ditunjukkan apakah d merupakan derivasi Jordan.

Pilih A =

1 2
5 4] € My(R).

Di sisi lain,

d(A)A + Ad(A) = | 3”

10 14
14 20

25 45

7 15| [15 25
Karena d(4%) = [10 22] 7 [24 45] B

AT bukan merupakan derivasi Jordan.

15 25

d(A)A + Ad(A), maka fungsi d(A) =
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2.4.1 Ideal Jordan

Ideal Jordan adalah konsep dalam aljabar abstrak yang menggeneralisasi sifat ideal
dalam ring. Konsep ini mengatur himpunan yang, selain menjadi subgrup aditif, juga
memenuhi syarat bahwa kombinasi tertentu dari elemen-elemen dalam ideal dan
elemen-elemen ring tetap berada di dalam ideal tersebut. Berikut diberikan definisi

dari ideal Jordan.

Definisi 2.4.2 Himpunan J C R disebut ideal Jordan dari ring R jika memenuhi:

1) J adalah subgrup aditif dari R,

ii) untuk setiap z,y € J dan ry, 7, € R, berlaku xry + roy € J,
(Agarwal dan Chaudhary, 2010).

Berikut diberikan contoh ideal Jordan.

Contoh 2.4.5 Diberikan ring R = R[z], yaitu ring polinomial dengan koefisien

bilangan real. Didefinisikan himpunan .J sebagai berikut.

J = {f(x) € R[z] | f(0) =0},

yaitu himpunan semua polinomial dalam R[z] yang memiliki suku konstanta nol.

Akan dibuktikan bahwa J merupakan ideal Jordan pada ring R = R]z].

i) J merupakan subgrup aditif dari R|x].
Diberikan sebarang f(z), g(z) € J, maka f(0) = 0 dan ¢g(0) = 0.

(f(z) +9(2))(0) = f(0) +g(0) =040 =0.

Karena f(x) + g(z) € J, untuk setiap f(z),g(z) € J sehingga J tertutup
terhadap penjumlahan.

Diberikan sebarang f(z) € J, berlaku f(z)+0(z) = f(x) dan 0(z) + f(z) =

f(x), yang menunjukkan O(x) adalah elemen identitas terhadap penjumlahan.

Diberikan sebarang f(z) € J, sehingga — f(z) juga memenuhi (—f)(0) =
—(0) = 0.

Oleh karena itu, J merupakan subgrup aditif dari R[z].
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ii) Diberikan sebarang f(z), g(z) € J dan p(z), ¢(x) € R|x].
Akan ditunjukkan bahwa f(z)p(x) 4+ ¢(x)g(x) € J.

(f(@)p(x) + ¢(2)g(x))(0) = £(0)p(0) + ¢(0)g(0)
=0-p(0) +4¢(0)-0
=0.

Hal tersebut menunjukkan bahwa f(z)p(z) + ¢(z)g(x) memiliki suku
konstanta nol, sehingga f(x)p(z) + q(z)g(x) € J.

Berdasarkan i) dan ii), terbukti bahwa himpunan J ideal Jordan di R|x].

2.4.2 Ideal Derivasi Jordan

Dalam ideal derivasi Jordan, apabila suatu elemen termasuk dalam ideal derivasi
Jordan, maka hasil penerapan derivasi Jordan pada kuadrat elemen tersebut tetap

berada di dalam ideal tersebut. Berikut diberikan definisi dari ideal derivasi Jordan.

Definisi 2.4.3 Diberikan R adalah suatu ring. Suatu himpunan J C R disebut ideal

derivasi Jordan jika memenuhi:
1) J adalah subgrup aditif dari R
ii) untuk setiap = € J, berlaku d(z?) € J

iii) untuk setiap x € J danr € R, berlaku xr 4+ rz € J

(Herstein,, {1957)).

Berikut diberikan contoh ideal derivasi Jordan.

Contoh 2.4.6 Diberikan sebarang R = R x R, yaitu himpunan pasangan bilangan

real dengan operasi penjumlahan dan perkalian yang didefinisikan sebagai berikut:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) dan (a,b)- (c,d) = (ac,bd).

Selanjutnya, didefinisikan J = {(0,b) | b € R}, yaitu himpunan semua pasangan
yang elemen pertamanya adalah nol. Akan dibuktikan bahwa .J merupakan ideal
derivasi Jordan padaring R = R x R.
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J adalah subgrup aditif dari R.
Diberikan sebarang (0, b,), (0, b2) € J, berlaku:

(0,b1) + (0,b2) = (0,by + bo).

Karena b; + by € R, diperoleh (0,b; + by) € J.
Diberikan sebarang (0, b) € J, berlaku:

(0,b) + (0,0) = (0,b+0) = (0,b).

Dengan demikian, (0,0) € J adalah elemen identitas terhadap penjumlahan.

Diberikan sebarang (0, b) € J, maka invers aditifnya adalah:
_(07 b) = <07 _b>

Karena —b € R, maka (0, —b) € J. Dengan demikian, .J adalah subgrup aditif
dari R.

Diberikan d adalah derivasi Jordan pada R. Akan ditunjukkan bahwa
d((0,b)?) € J, untuk setiap (0,b) € J.

(0,b)> = (0,b) - (0,b) = (0-0,b-b) = (0,b%)
d((0,0)*) = (0,0)d((0,0)) + d((0,0))(0,b)
d((0,b)%) = (0, ¢), untuk setiap ¢ € R

sehingga d((0,0)?) € J.
Diberikan sebarang (0,b) € J dan (a, c) € R. Akan ditunjukkan (0, b)(a, c) +
(a,c)(0,0) € J.
(0,0) - (a,c¢) = (0-a,b-c)=(0,bc)
,b) =(a-0,c-b) = (0,cb)
(0,0) - (a,c) + (a,c) - (0,b) = (0,bc) + (0, cb) = (0, bc + cb).

Karena hasil tersebut pasangan dengan elemen pertama 0, maka (0, bc + ¢b) €
J.

Berdasarkan 1), ii), dan iii), terbukti bahwa himpunan .J ideal derivasi Jordan di
R x R.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamat di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,

Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan penulis adalah studi literatur, yang diperoleh
dari mengumpulkan dan mengolah bahan penelitian berdasarkan referensi terkait
seperti jurnal, buku, dan artikel yang berkaitan dengan penelitian ini serta mengkaji
definisi dan teorema yang berhubungan dengan permasalahan penelitian ini. Adapun
langkah-langkah penelitian ini dapat dilihat pada Gambar 3.1.
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Mempelajari teori grup, ring, ring polinomial, derivasi, derivasi
Jordan, kombinasi linear derivasi Jordan pada ring polinomial
R|x], komposisi derivasi Jordan pada ring polinomial R|x].

Tahap 1
Mengkonstruksi derivasi Jordan pada ring polinomial R[z]

Tahap 2
Menyelidiki sifat-sifat derivasi Jordan pada ring

polinomial R|x]

Tahap 3
Menyelidiki keterkaitan antara derivasi Jordan pada ring
R dengan derivasi Jordan pada ring polinomial R[z]

Tahap 4
Mengkonstruksi contoh-contoh derivasi
Jordan pada ring polinomial R|x]

Gambar 3.1 Diagram tahapan penelitian.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan dalam Bab IV, dapat disimpulkan bahwa kombinasi
linear dari derivasi Jordan pada suatu ring merupakan derivasi Jordan. Selanjutnya,
jika terdapat derivasi Jordan pada ring R, maka pemetaan tersebut dapat diperluas
menjadi derivasi Jordan pada R[z]. Selain itu, kombinasi linear dari derivasi Jordan

juga merupakan derivasi Jordan pada R[z].

Secara khusus, komposisi dua derivasi Jordan tidak selalu menghasilkan derivasi
Jordan. Selain itu, setiap derivasi pada ring selalu merupakan derivasi Jordan,
tetapi tidak semua derivasi Jordan merupakan derivasi. Contoh konkret dalam ring
matriks M,(Z,) dengan fungsi d(A) = AT — A menunjukkan bahwa pemetaan
ini memenubhi sifat derivasi Jordan, tetapi tidak selalu memenuhi aturan Leibniz,

sehingga merupakan derivasi Jordan yang bukan merupakan derivasi.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian ini, disarankan Penelitian lebih lanjut dapat dilakukan
untuk menyelidiki penerapan derivasi Jordan pada ring polinomial dengan koefisien
dari ring non-komutatif, guna memperoleh pemahaman yang lebih mendalam
mengenai hubungan yang lebih kompleks. Pengembangan teori derivasi Jordan pada
ring polinomial dengan lebih dari satu variabel (R[x1, 3, . . ., x,,]) dapat memberikan

pandangan baru tentang sifat aljabar dan hubungan antarvariabel.
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