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ABSTRACT

THE CONSTRUCTION OF ROUGH SEMIMODULE OVER ROUGH
SEMIRING

By

EVI TRISNAWATI

Let (U, R) be an approximation space, where Ua non-empty set and R an equiva-
lence relation on U. If X is a subsets of U, then the union of equivalence classes
contained in X is called the lower approximation. The union of equivalence classes
that intersect with the set X is called the upper approximation. The subset X is a
rough set if Apr(X) # Apr(X). If some binary operations are defined, X form
a rough semimodule ove@gh semiring if it sarisfy certain conditions. Inthis re-
search, we investigate some characteristics and we construct examples of the rough
semimodule over rough semiring. Next use, program Phyton determation of the
rough semimodule over rough semiring.

Keywords: approximation space, rough set, rough semimodule, rough semiring.



ABSTRAK

KONSTRUKSI SEMIMODUL ROUGH ATAS SEMIRING ROUGH

Oleh

EVI TRISNAWATI

Diberikan ruang aproksimasi (U, §) dengan himpunan tak kosong U dan relasi eku-
ivalensi # pada U. Relasi bersifat refleksif, simetris dan transitif disebut relasi eku-
ivalensi. Relasi ekuivalensi membentuk partisi-partisi yang saling lepas yang dise-
but kelas ekuivalensi. Jika X merupakan himpunan bagian dari U, maka gabungan
kelas-kelas ekuivalensi yang termuat dalam X disebut aproksimasi bawah, dino-
tasikan dengan Apr(X). Gabungan kelas-kelas ekuivalensi yang beririsan dengan
himpunan X dan bukan merupakan himpunan kosong disebut aproksimasi atas, di-
notasikan dengan Apr(X) . Suatu himpunan bagian X merupakan himpunan rough
jika Apr(X) — Apr(X) # @ . Jika didefinisikan operasi biner X, X akan memben-
tuk semimodul rough atas semiring rough apabila memenuhi syarat-syarat tertentu.
Pada penelitian ini, dibahas beberapa sifat serta diberikan contoh konstruksi semi-
modul rough atas semiring rough. Selanjutnya, menggunakan pemograman python
untuk penentuan semimodul rough atas semiring rough.

Kata-kata kunci: Ruang aproksimasi, himpunan rough, semimodul rough, semi-
ring rough.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori himpunan Rough pertama kali diperkenalkan oleh Zdzislaw Pawlak, seorang
ilmuwan asal Polandia pada tahun 1982. Konsep teori himpunan rough meliputi
aproksimasi atas (upper approximation) dan aproksimasi bawah (lower approxi-

mation) dari suatu himpunan rough.

Suatu aproksimasi dibentuk berdasarkan relasi ekuivalen yang merupakan suatu
relasi yang memiliki sifat refleksi, sifat simetris, dan sifat transitif. Pasangan ber-
urut himpunan semesta U dan relasi ekuivalen R yang dinyatakan dengan notasi
(U, R) disebut sebagai ruang aproksimasi. Jika terdapat himpunan X C U, aprok-
simasi atas dari X pada suatu ruang aproksimasi (U, R) dinyatakan dengan notasi
Apr(X), dan aproksimasi bawah dari X pada suatu ruang aproksimasi (U, A) di-
notasikan dengan Apr(.X). Selanjutnya, himpunan pasangan berurut aproksimasi
atas dan aproksimasi bawah yang dinotasikan dengan Apr(X ) merupakan himpun-

an rough jika Apr(X) — Apr(X) # @.

Berbagai penelitian telah banyak dilakukan terkait himpunan rough. Biswas dan
Nanda pada tahun 1994 melakukan penelitian mengenai grup rough dan subgrup
rough (Biswas dan Nanda, 1994). Selanjutnya, De-song pada tahun 2004 menge-
mukakan gagasan mengenai penerapan dua teori dari himpunan rough pada grup
dan ring (De-song, 2004), pada tahun yang sama Davvas mempelajari rough pa-
da ring (Davvas, 2004). Kemudian pada tahun 2006, Davvas dan Mahdavipour
mempelajari rough pada modul (Davvas dan Mahdavipour, 2006). Pada tahun yang
sama, Qung-feng mempelajari rough pada modul dan sifat-sifatnya (Qung-feng,

2006). Pada tahun 2005, Miao dkk mempelajari group rough, subgroup rough dan



sifat-sifatnya (Miao dkk., 2005). Pada tahun 2014, Sinha dan Prakash mempelaja-
ri modul proyektif pada himpunan rough (Sinha dan Prakash, 2014). Selanjutnya,
penelitian terbaru oleh Nugraha pada tahun 2022 membahas mengenai penerapan
konsep himpunan kesat (rough set) pada stuktur grup (Nugraha dkk., 2022), Ha-
fifullah pada tahun 2022 membahas mengenai sifat-sifat barisan V-Coexect rough
dalam grup rough (Hafifullah dkk., 2022), dan pada tahun 2023 Dwiyanti mem-
bahas mengenai penerapan konsep himpunan rough pada struktur modul proyektif

(Yanti dkk., 2023).

Berdasarkan perkembangan penelitian yang telah diuraikan sebelumnya, pada pe-
nelitian ini akan dibahas mengenai penerapan himpunan rough pada semimodul
rough atas semiring rough, serta menyelidiki sifat-sifatnya dan membuat program

Python untuk menentukan suatu himpunan rough pada struktur aljabar.

1.2 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian ini adalah:
1. mengkontruksi semimodul rough atas semiring rough;
2. menyelidiki sifat-sifat semimodul rough atas semiring rough;
3. membuat program untuk menentukan semimodul rough atas semiring rough

menggunakan Python .

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:

1. menambah pengetahuan yang berkaitan dengan struktur aljabar terutama pa-

da himpunan rough.

2. mengembangkan pengetahuan tentang penerapan himpunan rough dalam se-

mimodul rough atas semiring rough.
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TINJAUAN PUSTAKA

Teori himpunan Rough pertama kali diperkenalkan oleh Zdzislaw Pawlak ilmuwan
asal Polandia pada tahun 1982. Konsep teori himpunan rough mencakup dua ba-
gian yaitu aproksimasi atas (upper approximation) dan aproksimasi bawah (lower

approximation).

2.1 Himpunan Rough

Sebelum membahas mengenai himpunan rough, terlebih dahulu diberikan definisi

dari relasi.

Definisi 2.1.1 Relasi R dari himpunan A ke himpunan B adalah himpunan bagian
dari A x B.

Untuk memahami Definisi 2.1.1, berikut diberikan contoh dari relasi.

Contoh 2.1.2 Misalkan A = {1,2,3} dan B = {a,b, c}. Jika didefinisikan R =
{(2,a), (2,b),(3,a)} € A x B, maka R adalah relasi dari himpunan A ke B.
Karena (2, a) € R, dapat dikatakan bahwa 2 berelasi dengan a dan ditulis 2 Ra.

Setelah memahami definisi dari relasi, berikut diberikan definisi dari relasi ekuiva-

lensi.

Definisi 2.1.3 Diberikan definisi relasi ekuivalensi, relasi R pada himpunan A di-

katakan ekuivalensi jika:

1. Relasi R bersifat refleksif, yaitu a Ra untuk setiap a € A;

2. Relasi R bersifat simetris, yaitu a b berakibat bRa untuk setiap a,b € A



3. Relasi R bersifat transitif, yaitu aRb dan bRc berakibat aRc untuk setiap
a,b,c € A (Barnier dan Feldman,1990).

Untuk memahami Definisi 2.1.3 berikut diberikan contoh.

Contoh 2.1.4 Didefinisikan relasi R pada himpunan ZxZ sebagai berikut: (a, b), (¢, d) €

ZxZ. Akan ditentukan apakah relasi R merupakan relasi ekuivalensi.

1. Diberikan sebarang (a,b) € ZzZ. Karena ab = ab, diperoleh (a,b)R(a,b).

Oleh karena itu, relasi R bersifat refleksif.

2. Diberikan sebarang (a,b), (¢, d)ZxZ, dengan (a,b)R(c, d). Oleh karena itu,
ab = cd yang berakibat cd = ab, sehingga diperoleh (¢, d)R(a, b). Jadi, relasi

R bersifat simetris.

3. Diberikan sebarang (a,b), (c,d), (e, f) € ZxZ dengan (a,b)R(c,d). Oleh
karena itu, ab = cd yang berakibat cd = ef. Akibatnya, ab = ef atau
(a,b)R(e, f). Akibatnya, relasi R bersifat transitif.

Jadi, relasi R bersifat refleksif, simetris dan transitif, sehingga I merupakan relasi

ekuivalensi.

Setelah memahami definisi dari relasi ekuivalensi, akan diberikan definisi kelas-

kelas ekuivalensi.

Definisi 2.1.5 Diberikan relasi ekuivalensi R pada himpunan A. Kelas ekuivalensi

dari A pada R adalah [a|g = {z : * € A dan aRxz} (Barnier dan Feldman, 1990).

Berikut akan diberikan contoh, untuk memahami definisi kelas-kelas ekuivalens.

sikan relasi 2 pada himpunan U untuk setiap a,b € U, dengan a — b = 3z untuk

k € Z. Diperoleh kelas-kelas ekuivalensi sebagai berikut:

9%;

§I
I
k=l
wl
@I

{0,
{1,

El
I

I
b
~J
—



Fy =[2] ={2,5,8}.
Kelas-kelas ekuivalensi yang diperoleh yaitu Fy, Es, Fs.

Selanjutnya akan diberikan definisi mengenai ruang aproksimasi yang merupakan

syarat penting untuk pembentukan himpunan rough.

Definisi 2.1.7 Diberikan ruang aproksimasi K = (U, R), dan X merupakan him-
punan bagian dari tak kosong U. Aproksimasi atas dan aproksimasi bawah dari X

dapat didefinisikan sebagai berikut:

Aproksimasi atas Apr(X) adalah gabungan seluruh kelas ekuivalensi yang irisan-

nya dengan X tidak kosong, atau dapat dinyatakan Apr(X) = {z|[z] N X # 0}.

Aproksimasi bawah Apr(X) adalah gabungan seluruh kelas ekuivalensi yang ter-

muat di X, atau dinyatakan Apr(X) = {z[[z] € X}.

Apr(X) disebut aproksimasi atas dari X dan Apr(X) disebut aproksimasi bawah
dari X (Davvaz dkk., 2021).

Berikut diberikan proposisi mengenai himpunan rough.

Proposisi 2.1.8 Diberikan himpunan X, Y C U berlaku sifat-sifat berikut:

[
N

XCX,

[\°]
=
I
=l
I
By
1=
I
<l
I
=

3.XNY =XnY,
4. XNYcCcXxXny,
5. XUY C XUY,
6. XUY =XUY,

7. X C Y jika dan hanya jika X C Y dan X C Y (Miao dkk., 2005).



Untuk memahami himpunan rough, berikut akan diberikan contoh dari himpunan

rough.

sikan relasi R pada himpunan U untuk setiap a,b € U, dengan a — b = 3z untuk

keZ.

1. Diberikan sebarang @ € U, karenaa —a = 0 = 3z dan 0 € Z, diperoleh

aRa. Dengan demikian relasi R bersifat refleksif.

2. Diberikan sebarang a,b € U dengan aRb artinya a — b = 3z untuk suatu
z € Z. Oleh karena itu, b — a = —(3z) dengan —z € Z. Dengan demikian,

bRa sehingga relasi R bersifat simetris.

3. Diberikan sebarang a, b, ¢ € U dengan aRb dan bRc. Diperoleh a — b = 32’
dan b — ¢ = 32" dengan a, b € Z. Hal ini berakibat

a—c=(a—b)+(b—c)=3243"=3(2+27"),
dengan (2’ + 2”) € Z. Dengan demikian a Rc sehingga relasi R bersifat tran-

sitif.

Sehingga relasi bersifat refleksif, simetris dan transitif. Selanjutnya diperoleh kelas-

kelas ekuivalensi sebagai berikut:

Apr(A) — Apr(A) # 0, sehingga A merupakan himpunan rough.



2.2 Monoid Rough

Setelah memahami konsep dari himpunan rough, akan diberikan definisi mengenai
monoid rough. Monoid rough adalah bentuk sederhana dari grup rough. Berikut

diberikan definisi dari monoid rough.

Definisi 2.2.1 Suatu himpunan tak kosong GG dengan operasi biner * disebut monoid

rough jika memenuhi aksioma berikut:

1. operasi * bersifat tertutup di Apr(G);
2. operasi * bersifat asosiatif ;

3. terdapat elemen e di Apr(G) yang dinamakan elemen identitas di G' (Bagir-

maz dan ozcan, 2015).

Untuk memahami monoid rough, berikut akan diberikan contoh dari monoid rough

menggunakan Contoh 2.1.4.

sikan relasi R pada himpunan U untuk setiap a,b € U, dengan a — b = 3z untuk

keZ.

1. Diberikan sebarang a € U, karena a —a = 0 = 3z dan 0 € Z, diperoleh

aRa. Dengan demikian relasi R bersifat refleksif.

2. Diberikan sebarang a,b € U dengan aRb artinya a — b = 3z untuk suatu
z € Z. Oleh karena itu, b — a = —(3z) dengan —z € Z. Dengan demikian,

bRa sehingga relasi R bersifat simetris.



3. Diberikan sebarang a, b, ¢ € U dengan aRb dan bRc. Diperoleh a — b = 32/
dan b — ¢ = 32" dengan a, b € Z. Hal ini berakibat

a—c=(a—0b)+(b—c)=32"+32"=3(2'+2"),

dengan z'+2" € 7. Dengan demikian a Rc sehingga relasi R bersifat transitif.

Oleh karena itu, R relasi bersifat refleksif, simetris dan transitif. Selanjutnya dipe-

roleh kelas-kelas ekuivalensi sebagai berikut:
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Apr(A) — Apr(A) # 0.

Berikut diberikan Tabel Cayley dari Z;, yang digunakan untuk menunjukkan him-
punan tersebut memenuhi aksioma-aksioma yang merupakan monoid rough. Tabel
Cayley digunakan untuk melihat himpunan yang digunakan termuat pada ruang ap-

roksimasi atas di U . Berikut disajikan Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Z,,.

Tabel 2.2.1 Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Y

410 |0 1][4][6]7]8
0 |0|1[4]6]7]|8
1 [1]2][5][7][8]9
4 [4]5(8]0]1]2
6 |6|7[0]2]3]4
7T |7|8[1]3]4]5
8 |8]9(2]4]5]6




1. Untuk setiap z,y € U, berlaku z +19 y € Apr(A);

2. Untuk setiap z,y,z € U, (z +10Y) +10 2 = @ +10 (¥ +10 2) terpenuhi di
Apr(A) (berlaku sifat asosiatif di Apr(A));

3. Terdapat e € Apr(A yaitu 0 € Apr(A) sehingga untuk setiap € U, berlaku

x 410 € = e +19 * = x (e disebut elemen identitas rough dari U);

4. Untuk setiap z,y € X berlaku x +19y = y +10 = sehingga X dengan operasi

+10 bersifat komutatif.

Dari 1-4 terbukti bahwa (X, +19) merupakan monoid rough.

2.3 Grup

Setelah mengetahui monoid rough dengan aksioma-aksiomanya, selanjutnya dalam
struktur aljabar akan diberikan definisi mengenai grup. Suatu struktur aljabar yang
terdiri atas satu himpunan dan satu operasi biner yang memenuhi aksioma tertentu

dinamakan grup.

Definisi 2.3.1 Grup (G, ) adalah himpunan tak kosong GG dengan operasi biner *

dan memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. operasi biner * bersifat asosiatif;

2. terdapat elemen identitas e untuk operasi biner *;

3. untuk setiap elemen x € G, terdapat 77 'G sehinggaz xz~ ! =z lxz =¢

(Fitriani dan Faisol, 2022).

Untuk memahami definisi dari grup tersebut, berikut diberikan contoh grup.
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Contoh 2.3.2 Diberikan himpunan Zs\ {0} dan operasi -5 merupakan operasi biner

pada Zs\{0}. Akan dibuktikan bahwa (Z5\{0}) merupakan suatu grup.

Tabel 2.3.2 Tabel Cayley perkalian modulo 5 pada himpunan Zs\ {0}

=l ol DOl = en

= ol DOl =
Ol = i Dol DO
DOf W= = Lol ol
e IS SN N N

1. Dari Tabel 2.3.2 terlihat bahwa Z5\{0} tertutup terhadap operasi -5.

2. Dari Tabel 2.3.2 terlihat bahwa operasi -5 bersifat asosiatif di Zs\{0}.

3. Terdapat e = 1 € Zs5\{0}, sehingga a 5 ¢ = a = ¢ -5 a, untuk setiap a €
Z5\{0}.

4. Dari Tabel 2.3.2 diperoleh:
MH'=1
27 =3
(3)7
D~ =
Jadi, untuk setiap a € Zs\{0}, terdapat a=* € Zs\{0}, sehingga a -5 a~! =

2,
4.
al-a=1.

Berdasarkan hal tersebut, terbukti bahwa (Zs\ {0}, -5) merupakan grup.

Selanjutnya suatu himpunan bagian dari himpunan yang merupakan grup dapat

membentuk subgrup, berikut definisi mengenai subgrup.

Proposisi 2.3.3 Himpunan /' merupakan himpunan bagian dari grup G, dikatakan

subgrup jika memenuhi:

1. himpunan H # (), dan

2. untuk setiap =,y € H,xy~! € H (Fitriani dan Faisol, 2022).
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Bukti.

Asumsikan H merupakan subgrup G. Akan ditunjukkan sifat (1) dan (2) terpenu-
hi. Karena H merupakan subgrup G, elemen identitas e termuat di /. Akibatnya
H +# (), sehingga sifat (1) terpenuhi. Selanjutnya, diberikan sebarang x,y € H.
Karena H merupakan subgrup G,y ! € H. |

Untuk memahami definisi subgrup, berikut diberikan contoh subgrup.

Contoh 2.3.4 Diberikan grup Z,» = {0, 1,2, ..., 11} terhadap operasi biner penjum-
lahan modulu 12 dan H = {0, 3,6,9}. Akan ditunjukkan H merupakan subgrup
dari Zlg.

1. himpunan H # (), dan

2. untuk setiap a,b € H berlakua —12 b € H.

Oleh karena itu, terbukti / merupakan subgrup.
2.4 Grup Rough

Setelah memahami definisi dan contoh dari himpunan rough yang merupakan da-
sar dari penelitian ini. Selanjunya akan dipelajari mengenai grup rough. Berikut

diberikan definisi dari grup rough.

Definisi 2.4.1 Diberikan ruang aproksimasi k = (U, R) dengan operasi biner * pada

U. Himpunan G C U disebut grup rough jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. untuk setiap z,y € G, berlaku z x y € Apr(G);
2. untuk setiap z,y, z € G, berlaku (z*y)* 2z = x* (y* 2) terpenuhi di Apr(G);

3. terdapat e € Apr(G) sehingga untuk setiap x € G, x xe = e *x = z, elemen

e disebut elemen identitas rough di G;
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4. untuk setiap x € G, terdapat y € G sehingga x * y = yr = e. Elemen y
disebut elemen invers rough dari x di G (Miao dkk., 2005).

Selanjutnya akan diberikan contoh dari grup rough.

sikan relasi ® pada himpunan U untuk setiap a,b € U, dengan a — b = 3z untuk

keZ.

1. Diberikan sebarang a € U, karena a —a = 0 = 3z dan 0 € Z, diperoleh

aRa. Dengan demikian relasi R bersifat refleksif.

2. Diberikan sebarang a,b € U dengan aRb artinya a — b = 3z untuk suatu
z € Z. Oleh karena itu, b — a = —(3z) dengan —z € Z. Dengan demikian,

bRa sehingga relasi R bersifat simetris.

3. Diberikan sebarang a, b, ¢ € U dengan aRb dan bRc. Diperoleh a — b = 32/
dan b — ¢ = 32" dengan a, b € Z. Hal ini berakibat

a—c=(a—0)+(b—c)=32+32"=3(2'+2"),

dengan '+ 2" € 7. Dengan demikian a Rc sehingga relasi R bersifat transitif.

Oleh karena itu, R relasi bersifat refleksif, simetris dan transitif. Selanjutnya, dipe-

roleh kelas-kelas ekuivalensi sebagai berikut:

&
—

Il
~
k=l

wl
=]

;9%
%
1.

Y

&
Il
—
]
~J|

&=
|

o
ool

{

3

Y

Apr(A) 0.
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Berikut diberikan Tabel Cayley dari Z;, yang digunakan untuk menunjukkan him-
punan tersebut memenuhi aksioma-aksioma yang merupakan grup rough. Tabel
Cayley digunakan untuk melihat himpunan yang digunakan termuat pada ruang ap-

roksimasi atas di U . Berikut disajikan Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Zj.

Tabel 2.4.3 Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Y

ool | o o == Olj_
S

| co| || || O |
Wl N =] Sl o T o
[ ol pof I 3| o] o
O ] ol pof ool =3 =3
O o] x| Wl ol ool oo

ool | o oY || O ©

1. Untuk setiap a,b € U, berlaku a +19 b € Apr(A);

2. Untuk setiap a, b, c € U, (a+10b) +10¢ = a+1o (b+10c¢) terpenuhi di Apr(A)
(berlaku sifat asosiatif di Apr(A));

3. Terdapat e € Apr(A) yaitu 0 € Apr(A) sehingga untuk setiap x € U,

berlaku x +1¢ € = e +19 * = x (e disebut elemen identitas rough dari U);

4. Untuk setiap x € A terdapat —x € A sehingga z +19 (—2) = (—z) +1pz =¢
(—x disebut elemen invers rough dari = di A). Berdasarkan Tabel 2.4.5 dapat

dilihat bahwa setiap elemen x dihimpunan A memiliki invers —z dihimpunan

A.
Tabel 2.4.4 Tabel invers dari anggota himpunan A
z |0[1][5[6]7]8
—x|0]9|5[4|3]2

5. Untuk setiap a,b € A berlaku a +19 b = b +1¢ a sehingga A dengan operasi

+10 bersifat komutatif.

Dari 1-5 terbukti bahwa (A, +10) merupakan grup rough.
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Selanjutnya, akan diberikan definisi subgrup rough sebagai berikut.

Definisi 2.4.3 Diberikan grup rough G dengan operasi biner * dan himpunan tak
kosong H, dengan H C G. H disebut subgrup rough dari G jika H juga merupakan
grup rough terhadap operasi biner * yang sama dengan GG (Kumar dkk., 2020).

Kemudian subgrup rough juga dapat didefiniskan jika memenuhi dua aksioma. Ber-

ikut ini diberikan definisi lain dari subgrup rough.

Definisi 2.4.4 Diberikan grup rough G dan H C (. Himpunan A merupakan -

subgrup rough dari GG jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

i) untuk setiap a,b € H,a b € Apr(H);
ii) untuk setiap a € H,a™! € H (Kumar dkk., 2020).

Bukti.

Diketahui A adalah subgrup dari GG. Hal ini berakibat untuk setiap a,b € S maka
a—b e S. Apabila H adalah subgrup dari G maka operasi pergandaan skalar pada
R juga berlaku di /7. Akibatnya, untuk setiap » € R dana € H berlakuroa € H.
Dengan demikian, A merupakan subgrup di R. |

Berikut diberikan contoh untuk memahami Definisi 2.4.4.

Contoh 2.4.5 Diberikan himpunan bagian S C A dengan = {0,5}. Diperoleh

0.

Berikut diberikan Tabel Cayley dari Z;, yang digunakan untuk menunjukkan him-
punan tersebut memenuhi aksioma-aksioma yang merupakan subgrup rough. Tabel
Cayley digunakan untuk melihat himpunan yang digunakan termuat pada ruang ap-

roksimasi atas. Berikut disajikan Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Z.
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Tabel 2.4.5 Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Y

+10101]5
0 [0]5
5 [5]0

1. Untuk setiap a,b € U, berlaku a +19 b € Apr(S);

2. Untuk setiap a,b, ¢ € U, (a+10b) +10¢ = a+19 (b+10¢) terpenuhi di Apr(9)
(berlaku sifat asosiatif di Apr(S));

3. Terdapat e € Apr(S) yaitu0 € Apr(S) sehingga untuk setiap = € U, berlaku

x 410 € = e +19 * = x (e disebut elemen identitas rough dari U);

4. Untuk setiap « € S terdapat —x € S sehingga « +19 (—z) = (—z) +10z =€
(—x disebut elemen invers rough dari = di S). Berdasarkan Tabel 2.4.5 dapat

dilihat bahwa setiap elemen = dihimpunan S memiliki invers —z dihimpunan
S.

Tabel 2.4.6 Tabel invers dari anggota himpunan A

T
—X

S|
oy O

5. Untuk setiap a,b € S berlaku a +19 b = b 410 a sehingga S dengan operasi

+10 bersifat komutatif.

Dari 1-5 terbukti bahwa (.S, +1) merupakan subgrup rough.

2.5 Ring

Setelah memahami konsep dari grup yang memiliki satu operasi biner. selanjut-
nya akan dipelajari struktur aljabar yang memiliki dua operasi biner yang dikenal

dengan ring.
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Definisi 2.5.1 Ring R adalah himpunan dengan dua operasi biner, penjumlahan (di-
lambangkan dengan a + ) dan perkalian (dilambangkan dengan ab), yang meme-

nuhi aksioma-aksioma berikut.
1. (R, +) merupakan grup komutatif;
2. operasi bersifat asosiatif, (ab)c = a(bc) untuk setiap a, b, ¢ € R;
3. berlaku hukum distributif kiri dan hukum distributif kanan, untuk setiap a, b, ¢ €

R, yaitu:a(b+c) = (ab) + (ac) dan (a+b)c = (ac) + (bc) (Dummit & Foote,
2004).

Ring dinotasikan dengan (R, +, -), dengan R merupakan himpunan tak kosong, +
dan - merupakan dua operasi biner pada 1. Selanjutnya ini akan diberikan contoh

ring.

Contoh 2.5.2 Diberikan A himpunan semua fungsi a : R — R. Untuk setiap a,b €
Adan z € R, didefinisikan dengan:

(a+b)(z) = a(x) + b(x)
dan

(ab)(x) = a(x)b(x).

i) (A,+) merupakan grup abel.
ii) Untuk setiap a,b € A dan x € R, berlaku:

(ab)(x) = a(x)b(z) € R
Jadi, operasi - bersifat tertutup.

iii) Untuk setiap a, b, c € A dan x € R, berlaku:

((ab)e)(x) = (ab)(x)e(x)
= a(x)b(z)c(x)
= a(x)(be)(x)
= (a(be))(x).

Jadi, ((ab)c)(z) = (a(bc))(x) artinya operasi - bersifat asosiatif.
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iv) Untuk a, b, c € A dan x € R, berlaku:
(a(b+c))(z) = a(z)(b+ c)(x)
= a(z)(b(z) + c(x))
= a(x)b(x) + c(z)h(x)

= (ab)(z) + (ac)(x)
= (ab+ ac)(x)

dan

((@+b)c)(x) = (a +b)(x)c(x)

Jadi, berlaku hukum distributif kiri dan kanan pada A. Berdasarkan pernyataan i),

ii), iii), dan iv) terbukti bahwa (A, +, -) merupakan ring.

Setelah membahas mengenai definisi ring, sama halnya seperti dalam grup terdapat
subgrup begitu juga pada ring terdapat subring. Berikut diberikan definisi subring

beserta contohnya.

Teorema 2.5.3 Diberikan himpunan bagian tak kosong S di dalam ring (R, +, -).

Himpunan S disebut subring dari R untuk setiap si, sy € S jika memenuhi:

1. 51 —8,€ 5,

2. 5189 € 5, untuk setiap s1, s € S (Wahyuni dkk., 2016).
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Bukti.

Diketahui S adalah subring dari R. Hal ini berakibat untuk setiap s1, so € S maka
51— s9 € S. Apabila S adalah subring dari i maka operasi pergandaan skalar pada
R juga berlaku di S. Akibatnya, untuk setiap » € R dan s € S berlakuros € S.

Dengan demikian, S merupakan subring di R. |

Berikut diberikan contoh subring untuk memahami Teorema 2.5.2.

Contoh 2.5.4 Diberikan himpunan kZ = {kz|z € Z. Akan ditunjukkan kZ me-
rupakan subring Z. Diberikan sebarang a,b € kZ terdapat z; - zo € Z sehingga

a=kz dan b = kzs.

. a—b=kz — kzy = k(21 — z3) € kZ,

2. a-b=kz -kzy = k(kz129) € kZ.

Jadi terbukti £Z merupakan subring Z.

2.6 Ring Rough

Setelah memahami definisi grup rough berikut akan diberikan himpunan rough de-

ngan dua operasi biner yang membentuk ring rough. Berikut definisi ring rough.

Definisi 2.6.1 Sistem aljabar yang memiliki dua operasi biner (Apr(R), +, *) dise-

but ring rough jika memenuhi aksioma berikut:

1. (Apr(R),+) merupakan grup komutatif rough terhadap operasi +;

2. (Apr(R), *) merupakan semigrup rough terhadap operasi * atau R bersifat

asosiatif;

3. untuk setiap x,y,z € R, berlaku hukum distributif kanan (x + y) * z =
(x % z) + (y * z) dan hukum distributif kiri x * (y + 2) = (x xy) + (v * 2) di
Apr(R) (De-song, 2004).
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Untuk memahami Definisi 2.6.1 berikut diberikan contohnya.

Contoh 2.6.2 Diberikan U = Zo dengan U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Didefini-
sikan relasi R pada himpunan U untuk setiap a,b € U, dengan a — b = 3z untuk

ke Z.

1. Diberikan sebarang a € U, karenaa —a = 0 = 3z dan 0 € Z, diperoleh

aRa. Dengan demikian relasi R bersifat refleksif.

2. Diberikan sebarang a,b € U dengan aRb artinya a — b = 3z untuk suatu
z € Z. Oleh karena itu, b — a = —(3z) dengan —z € Z. Dengan demikian,

bRa sehingga relasi R bersifat simetris.

3. Diberikan sebarang a, b, ¢ € U dengan aRb dan bRc. Diperoleh a — b = 32’
dan b — ¢ = 32" dengan a, b € Z. Hal ini berakibat

a—c=(a—0)+(b—c)=32+32"=3(+2"),

dengan (2’ + 2”) € Z. Dengan demikian a Rc sehingga relasi R bersifat tran-

sitif.

Sehingga relasi bersifat refleksif, simetris dan transitif. Selanjutnya diperoleh kelas-

kelas ekuivalensi sebagai berikut:

&
_

Il
~
<l

wl

=2

;9%
IS
{ }

Diberikan himpunan bagian R C U dengan R = {0, 1,6, 8}. Diperoleh Apr(R) =
T

Y
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Ey\UFE,UFE; = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = U dan Apr(R) = (). Jadi Apr(R) —

Apr(R) #0.
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Berikut diberikan Tabel Cayley dari Z;, yang digunakan untuk menunjukkan him-
punan tersebut memenuhi aksioma-aksioma yang merupakan ring rough. Tabel Ca-
yley digunakan untuk melihat himpunan yang digunakan termuat pada ruang aprok-

simasi atas di U . Berikut disajikan Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Z.

Tabel 2.6.7 Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Y

0| o = Olg_
ool o —| S| 2
Ol 3 pof = =
| 2o || o) o
| | o oof ool

1. Untuk setiap a,b € U, berlaku a +19 b € Apr(R);

2. Untuk setiap a,b, ¢ € U, (a+10b) +10¢ = a+19 (b+10¢) terpenuhi di Apr(R)
(berlaku sifat asosiatif di Apr(R));

3. Terdapat e € Apr(R) yaitu 0 € Apr(R) sehingga untuk setiap € U,

berlaku x 419 e = e 419 © = x (e disebut elemen identitas rough dari U);

4. Untuk setiap x € R terdapat —z € R sehingga x +19(—2) = (—z) +10z =€
(—x disebut elemen invers rough dari = di ). Berdasarkan Tabel 2.4.5 dapat

dilihat bahwa setiap elemen x dihimpunan A memiliki invers —x dihimpunan
A.

Tabel 2.6.8 Tabel invers dari anggota himpunan R

T
—T

DO oo

| |

Nel i

ol

5. Untuk setiap a,b € R berlaku a 419 b = b +1¢ a sehingga R dengan operasi
+10 bersifat komutatif.
6. Untuk setiap a,b € R berlaku a-19b € Apr(R) dapat dilihat pada Tabel 2.6.8

berikut ini.

7. Untuk setiap a,b,c¢ € R berlaku (a 19 b) <19 ¢ = a -39 (b -19 ¢) terpenuhi di
Apr(R) (operasi perkalian modulo 10 bersifat asosiatif di Apr(R)).



21

Tabel 2.6.9 Tabel Cayley perkalian modulo 10 pada himpunan R

oo & = Sl=

(o] Nen] Nen] Nen] Han]
ool o = D =
ool o o | ol
W= ool ool | oo

8. Untuk setiap a, b, ¢ € R berlaku hukum distributif di Apr(R), yaitu:
a. a1 (b+10¢) = (a-10b) +10 (a 10 ¢) (hukum distributif kiri);

b. (a+10b) ‘10 ¢ = (@10 ¢) +10 (b 10 ¢) (hukum distributif kanan).

Oleh karena itu, berdasarkan 1 - 8 dapat disimpulkan (R, 41, -10) merupakan ring

rough dari ruang aproksimasi (U, 6).

Selanjutnya, akan dibahas mengenai subring rough, berikut definisinya.

Definisi 2.6.3 Diberikan ring rough R dengan operasi + dan * serta himpunan tak
kosong 7" dengan 7' C R. Himpunan 7' disebut subring rough dari R jika 7' juga

merupakan ring rough terhadap operasi yang sama dengan R (De-song, 2004).

Berikut merupakan syarat cukup dan perlu untuk membuktikan himpunan bagian

dalam ring rough merupakan subring rough.

Proposisi 2.6.4 Diberikan ring rough (R, +, %) dan himpunan tak kosong 7" dengan
T C R. Himpunan 7' disebut subring rough R untuk setiap ¢1,t, € 7' berlaku:

1.ty —ty € Apr(T);

2. ty oty € Apr(T) (De-song, 2004).

Bukti.

Diketahui 7" adalah subring dari /2. Hal ini berakibat untuk setiap ¢1,f, € 1" maka
t, —ty € Apr(T). Apabila T adalah subring dari R maka operasi pergandaan
skalar pada R juga berlaku di 7'. Akibatnya, untuk setiap » € R dan ¢ € T berlaku
rot € Apr(T). Dengan demikian, T merupakan subring di R. [
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Contoh 2.6.5 Diberikan himpunan bagian S C A dengan = {0,5}. Diperoleh

0.

Berikut diberikan Tabel Cayley dari Z;, yang digunakan untuk menunjukkan him-
punan tersebut memenuhi aksioma-aksioma yang merupakan subgrup rough. Tabel
Cayley digunakan untuk melihat himpunan yang digunakan termuat pada ruang ap-

roksimasi atas. Berikut disajikan Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Z.

Tabel 2.6.10 Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 di Y

10015
0 |0]5
5 510

1. Untuk setiap a,b € U, berlaku a +19 b € Apr(S);

2. Untuk setiap a,b, c € U, (a+19b) +19c = a-+10 (b+10c) terpenuhi di Apr(S)
(berlaku sifat asosiatif di Apr(S));

3. Terdapat e € Apr(S) yaitu0 € Apr(S) sehingga untuk setiap x € U, berlaku

r 410 € = e +10 * = x (e disebut elemen identitas rough dari U);

4. Untuk setiap 2 € S terdapat —z € S sehingga x +19 (—x) = (—z) +10z =€
(—x disebut elemen invers rough dari x di S). Berdasarkan Tabel 2.4.5 dapat
dilihat bahwa setiap elemen = dihimpunan S memiliki invers —z dihimpunan

S.
Tabel 2.6.11 Tabel invers dari anggota himpunan A

T

jen] [en]
oY O

—Z

5. Untuk setiap a,b € S berlaku a +19 b = b +1¢ @ sehingga S dengan operasi

+10 bersifat komutatif.

Dari 1-5 terbukti bahwa (S, +19) merupakan subring rough.
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2.7 Modul atas Ring

Setelah memahami definisi grup dan ring yang merupakan hal-hal yang diperlukan
dalam pembentuk modul atas ring. Berikut diberikan definisi dari modul beserta

aksioma-aksiomanya.

Definisi 2.7.1 Diberikan grup komutatif (M, +) dan ring R dengan elemen 1, serta
operasi skalar o : R x M — M. Grup M disebut modul kiri atas ring terhadap

operasi o dengan memenuhi aksioma-aksioma berikut.

1. 710 (my 4+ mgy) =ry 0my + 11 0 mo;
2. (ry+ry)omy =711 0my + 1y 0my;
3. (ri-rg)omy =ryo(ryomy);

4. lRom1 = m,

untuk setiap r1, 7 € R dan my, my € M (Adkins & Weintraub, 1992).

Definisi 2.7.2 Diberikan grup komutatif (M, +) dan ring R dengan elemen 1, serta
operasi skalar o : M x R — M. Grup M disebut modul kiri atas ring terhadap

operasi o dengan memenuhi aksioma-aksioma berikut.
l. (my +mg)ory =myor; +myor;
2. myo(ry+ry) =mygory +myory;
3. mlo(rl '7“2) :rlo(mlorl)org;
4. my O ]-R = m,

untuk setiap r1, 7o € R dan my;, my € M (Adkins & Weintraub, 1992).
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Berikut merupakan contoh modul kanan atas ring.
Contoh 2.7.3 Diberikan sebarang ring R dan grup komutatif R" terhadap operasi
pergandaan skalar:

(ri,re, ... o)t = (rit,rat, ... myt),

untuk setiap t € R dan (r1,79,...,7r,) € R". Akan ditunjukkan bahwa grup Abel

R"™ merupakan modul kanan atas R.

Untuk setiap t,u € R dan (r1,72,...,7,), (81, S2, ..., Sp) € R™, berlaku:

((ri, 7oy ymn) + (81,82, ooy Sp))t = (r1 + 81,79 + So, ..., 7y + Sp)t

= (rit + s1t,rot + Sot, ..., Tt + Sut)

= (rit,rat, ..., mpt) + (s1t, Sot, ..., Sut)
(

= (r1,79, ., o)t + (81,82, ..., Sn)t;

ri(tu), ro(tu), ..., ry(tu))
(rit)u, (rot)u, . .., (rot)u)

rit,rot, .. rat)u

(P72 o) (1) = (
= (
= (
= ((r1,7a, -y o))

(ri,re, ... o)t +u) = (ri(t +u), ro(t + ), ..., rp(t + u))

rit + ryu, rot 4+ rou, ... Tt + rHu)

rit,rot, .. rat) + (riu, rou, ... )

(r
= (
= (
= (r1,ro, ..., o)t + (11,72, o, 1)U

(r1,79, .. oyrn)l = (m1,rel, ..oy l) = (11,79, o T0).

Oleh karena itu, terbukti bahwa grup R™ merupakan modul kanan atas R.
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Berikut diberikan contoh modul kiri atas ring.

Contoh 2.7.4 Diberikan himpunan M(Z) adalah himpunan matriks orde dua -
dengan entri bilangan bulat Z. Selidiki apakah M(Z) merupakan modul kiri atas
ring Z.

1) Akan ditunjukkan (Ms(Z), +) merupakan grup komutatif.
i) Diberikan sebarang A, B, C elemen di M5(Z). Misalkan

a, a by b ¢ C
A 1 QG2 B- 1 b = 1 C2
as ay by by C3 C4
a; a by b a;+b; as+b
A+ B— 1 G2 N 1 02 & 1 G2 2 € My(2Z)
as aq b3 b4 as + b3 ay + b4

Oleh karena itu, operasi + bersifat tertutup di M(Z).

ii) Diberikan sebarang A, B,C' € M,(Z). Telah diketahui bahwa operasi

penjumlahan pada matriks bersifat asosiatif, yaitu
(A+B)+C=A+ (B+C).
Oleh karena itu, operasi + bersifat asosiatif di M(Z).

a1 Qg

iii) Diberikan sebarang € My(Z).
as Qaq
a1 Qa9 00 00 ap das a1 Q9
Karena + = 4+ — ’
as Qg 0 0 0 0 as Qg as Qa
o : 0
elemen identitas di M,(Z) terhadap operasi + adalah .
00
. N ay a2
iv) Diberikan sebarang € My(Z).
a3 a4
a1 Qa9 —Qa1 —ag —Qa1 —ag ap as 00
Karena = + =
as a4l |—as —ay —as —ay as ay 00
. . |81 Q2 . . —ap —a2
invers dari terhadap operasi + di M, (Z) adalah .
as Gy —a3 —a4



v) Diberikan sebarang A, B € Ms(Z).

Telah diketahui bahwa operasi penjumlahan pada matriks bersifat ko-

mutatif, yaitu

by
bs

aiy as

A+B=

a3z Q4

b1+CL1 b2—i—a2
b3+a3 b4+a4

by
by

b
bs

a; + by

by
bs

as + bo
a3+b3 a4—|—b4

a

a3

a2

Qg

=B+ A

Oleh karena itu, operasi + bersifat komutatif di M(Z).
Dari 1), ii), iii), iv), dan v), diperoleh bahwa (Ms(Z), + merupakan grup ko-

mutatif.

2) Diberikan sebarang ring Z dan grup komutatif M,(Z) terhadap operasi per-

gandaan skalar:

ay as ra; Trag
T = ,
as Qaq ras Traq
. a2 co
untuk setiap 7 € Z dan € My(Z). Akan ditunjukkan bahwa grup
as Qaq

komutatif M (Z) merupakan modul kiri atas ring Z.
b
bs

. ) a; Qo b
Untuk setiap yang memenuhi r, s € Z dan A = ,

a3 ay
M (Z), berlaku:



)

r(A+ B)

a; Qg b1 bg
r +
as ag bg b4
a; + bl as + b2
as + b3 aq + b4

7’(11-}-()1 TCLQ‘i‘bg)

(
T(ag + bg) 7”((14 + b4)
ray; +rb; ras+ rby

ras + rbs ras + rby

ra; Tas rby  rby
ras ray rbs rby
ayp a2 by by
T +r
a3 ag bg b4
=rA+rB.
ap Qs
(r+s)
as day
(r+s)a; (r+s)as
(r+s)as (r+s)ay

27
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1ii) a; Qg
as G4

(rs)a; (rs)as

)
(rs)as (rs)ay

r(sai) 7r(saz)

r(saz) 7r(say)

=r(sA).
Y a; a a; a
) 1. A=1. | & ™2 2 |™ ™2
az Qa4 az a4

Dari i) — iv) disimpulkan bahwa M,(Z) merupakan modul kiri atas ring Z.

Selanjutnya akan dibahas mengenai himpunan bagian atau subset dari suatu modul
yang juga membentuk modul terhadap operasi pergandaan skalar yang sama dengan
operasi pergandaan skalar di modulnya, yang disebut dengan submodul. Berikut

diberikan definisinya.

Definisi 2.7.5 Diberikan R-modul M. Suatu himpunan tak kosong N C M dikata-
kan submodul dari M jika N merupakan subgrup dari M terhadap operasi penjum-
lahan, serta N juga merupakan modul atas R terhadap operasi pergandaan skalar

yang sama dengan operasi pergandaan pada R-modul M (Wahyuni dkk., 2016).

Untuk mengetahui suatu himpunan bagian dari modul merupakan submodul dapat

ditunjukkan dengan aksioma-aksioma.
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Proposisi 2.7.6 Diberikan modul M atas ring R dan N merupakan himpunan ba-
gian tak kosong dari M. Himpunan N merupakan submodul di M jika memenuhi

aksioma:

1. s1 — s9 € N, untuk setiap sy, S € N;

2. r-s € N, untuk setiap r € R dan s € N (Wahyuni dkk., 2016).

Bukti.

Diketahui N adalah submodul dari M. Hal ini berakibat untuk setiap s1, 50 € N
maka s; — s; € V. Apabila N adalah submodul dari M maka operasi pergandaan
skalar pada M juga berlaku di N. Akibatnya, untuk setiap r € R dan s € N berlaku
r - s € N.Dengan demikian, N merupakan submodul di M. [

Setelah membahas definisi submodul, berikut merupakan contoh submodul.

Contoh 2.7.7 Diberikan Z-modul Z dan himpunan tak kosong 7Z C Z. Akan

ditunjukkan bahwa himpunan 77Z merupakan submodul dari Z.

1. Diambil sebarang 7k, Tke € 77 dengan ky, ks € Z, diperoleh

7/{71 - 7]{?2 = 7(/{?1 - ]{Zg) € 7Z

2. Diambil sebarang 7k, € 7Z dengan k; € Z dan r € Z, diperoleh

7‘7]{‘1 = 7(T/€1) € 7.

Berdasarkan 1 dan 2, terbukti bahwa himpunan 7Z merupakan submodul dari Z.
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Berikut akan kembali diberikan contoh submodul lainya.

Contoh 2.7.8 Diberikan himpunan R? atas ring R. Himpunan tak kosong N C R3,
dengan
u
N=< |v||u,veRy,
0

Akan dibuktikan L merupakan submodul di R3.
u| |z

Diberikan sebarang |v |, [y | € N danr € R, sehingga

0 0

U T U—T

vl- |yl = |lv—y| €N

0 0 0

dan
U T
riv| = |rv| €N

0 0

Oleh karena itu, terbukti bahwa N merupakan submodul pada modul R? atas ring

R.

Selanjutnya akan diberikan sifat dari submodul.

Lemma 2.7.9 Diberikan R— modul M. Jika S; dan S; merupakan submodul di M

maka:

1. S; N S5 merupakan submodul di M.

2. S1 + S5 merupakan submodul di M.
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Bukti.

1. Jelas bahwa S7 N Sy bukan merupakan himpunan kosong karena S; dan Sy
masing-masing termuat 0,,. Diambil sebarang » € R dan a,b € S; N S;. Hal
tersebut mempunyai arti bahwa a,b € S; dan a,b € S5. Karena S; dan S
merupakan submodul di M, berlaku a — b € S} dan a — b € S,. Akibatnya
diperoleh a — b € S; N S,. Karena S; dan S, merupakan submodul di M,
berlaku ra € Sy dan ra € S,. Disini berakibat ra € S; N Ss. Jadi terbukti
bahwa S; N Sy merupakan submodul di M.

2. Jelas bahwa S} + S5 bukan merupakan himpunan kosong karena 0,;, € S; +
S,. Diambil sebarang » € R dan a + b,z +y € S; + S;. Karena S dan
S, merupakan submodul di M, berlaku a — x € S; dan b — yS5. Akibatnya
diperoleh (a +b) — (x + y) = (a — z) + (b — y) € S1 + Sa. Selanjutnya,
karena S; dan S5 merupakan submodul di M, berlaku ra € Sy dan rb € S,.
Akibatnya, diperoleh r(a + b) = ra + rb € S; + Ss. Jadi, terbukti bahwa
S1 + S5 merupakan submodul di M (Wahyuni dkk., 2016).

2.8 Modul Rough atas Ring Rough

Setelah memahami definisi serta contoh dari modul atas ring, selanjutnya akan di-

berikan definisi dari modul rough atas ring rough.

Definisi 2.8.1 Diberikan ring rough (R, +, *) dengan elemen satuan dan grup rough-
komutatif (M, +). Himpunan M disebut modul rough Kiri atas ring rough R jika
terdapat pemetaan - : Apr(R) x Apr(M) — Apr(M), (a,x) + ax, sehingga untuk
setiap a,b € R, x,y € M berlaku:

1. a(z +'y) = ax + ay;

2. (a+b)x = azx + bx;
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3. (axb)x = a(bx);

4. 1z = z, dengan 1 adalah elemen satuan dari 12 (Zhang dkk., 2006).

Definisi 2.8.2 Diberikan ring rough (R, +, *) dengan elemen satuan dan grup rough-
komutatif (M, +). Himpunan M disebut modul rough kanan atas ring rough R jika
terdapat pemetaan - : Apr(M) x Apr(R) — Apr(M), (x,a) + xa, sehingga untuk
setiap a,b € R, z,y € M berlaku:

1. (x4 y)a = za+ ya;
2. 2(a +b) = xa + zb;
3. z(a*b) = (xza)b;

4. 21 = x, dengan 1 adalah elemen satuan dari 12 (Zhang dkk., 2006).

Untuk memahami Definisi 2.8.1, berikut diberikan contoh modul rough atas ring

gh komutatif dan pada Contoh 2.6.2 bahwa R = {0, 1, 6, 8} merupakan ring rough.

Contoh 2.8.3 Diberikan pembuktian bahwa A merupakan modul rough atas ring
rough R. Berikut ini tabel Cayley perkalian skalar modul rough A terhadap ring
rough R.

Tabel 2.8.12 Tabel Cayley perkalian skalar modul rough A terhadap ring rough R

ool o —l Dl

ol ol o o <
ool o = DI =
ol ol oY off o
ool o o o o
o pof =3 S I
| ool ool O ool

Berdasarkan Tabel 2.8.12 terbukti bahwa:

1. Diberikan sebarang a € R dan z,y € A, berlaku
a-10 (7 +10y) = (a-107) +10 (a-10Y).
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2. Diberikan sebarang a,b € R dan x € A, berlaku
(a+10b) ‘107 = (a-102) +10 (b 10 7).

3. Diberikan sebarang a,b € R dan x € A, berlaku
(a-10 b) 10T = (CL "10 I) "10 (b "10 95)

4. Terdapat T € Apr(R) sehingga untuk setiap x € A, berlaku 1 - x = .

Oleh karena itu, berdasarkan 1-4 dapat disimpulkan A merupakan modul rough atas

ring rough R.

Setelah memahami definisi dari modul rough, berikut merupakan definisi submodul

rough.

Teorema 2.8.4 Diberikan modul rough M dan himpunan tak kosong N, dengan
N C M. Himpunan N disebut submodul rough dari M jika N memenuhi aksioma

berikut.

1. sy — s9 € Apr(N), untuk setiap sy, s2 € N;

2. r-s € Apr(N), untuk setiap r € R, s € N (Zhang dkk., 2006).

Diketahui bahwa syarat menjadi submodul rough adalah suatu himpunan rough me-

rupakan subgrup rough dari suatu grup komutatif rough.

Bukti.

Diberikan sebarang s;,s, € N. Akan ditunjukkan s; — sy, € Apr(N), karena
s1 — 89 € U diperoleh s; — s, € Apr(N) untuk setiap s; — s, € N. Apabila N
adalah subsemimodul dari M/ maka operasi pergandaan skalar pada M juga berlaku
di N. Akibatnya, untuk setiap r € X dan s € N berlaku rs € Apr(N) karena
r - s € N.Dengan demikian, /N merupakan submodul di M. |
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Berikut akan diberikan contoh dari submodul rough menggunakan Contoh 2.8.3.

Contoh 2.8.5 Diberikan modul rough atas ring rough yang sudah dijelaskan pada
Contoh 2.8.3 dan himpunan tak kosong S C A, dengan S = {0, 5}.

diperoleh:

Akan ditunjukkan bahwa S merupakan submodul rough dari A atas ring rough R.
Diberikan pembuktian bahwa S merupakan submodul rough dari A atas ring rough
R. Disajikan Tabel 2.8.12 Cayley penjumlahan modulo 10 dari .S dan Tabel 2.8.13
Cayley perkalian skalar submodul rough S terhadap ring rough R.

Tabel 2.8.13 Tabel Cayley penjumlahan modulo 10 pada himpunan S

o ol j_
(e

ol O O

ol e o

Tabel 2.8.14 Tabel Cayley perkalian skalar submodul rough S terhadap ring rough R

ool o =l Sl
(@] Ren] Nen] Nen] Neas]
o ol o o o

Tabel 2.8.15 Tabel invers dari anggota himpunan S

8
jen] [en]
oy o
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Berdasarkan Tabel 2.8.12 dan Tabel 2.8.13 , diperoleh sebagai berikut.

1. Untuk setiap z,y € S, z +10y € Apr(S).
2. Untuk setiapz € S,z ' € S.
Berdasarkan Tabel 2.8.16 dapat dilihat bahwa setiap elemen x dihimpunan S

memiliki invers x~! dihimpunan S.

Jadi, berdasarkan 1, 2, dan 3 terbukti bahwa himpunan S merupakan submodul

rough dari A atas ring rough R.

2.9 Semimodul atas Semiring

Seperti halnya modul atas ring, pada semimodul atas semiring terdapat beberapa
pengertian seperti semimodul kiri dan semimodul kanan. Perbedaan modul dan se-
mimodul terletak pada syarat pertama yaitu pada (M, +). Jika pada modul meru-
pakan grup komutatif, maka pada semimodul merupakan monoid komutatif. Oleh
karena itu, perbedaan utama antara modul dan semimodul adalah jika pada modul
disyaratkan setiap elemen mempunyai invers, maka pada semimodul tidak ada sya-

rat invers tersebut.

Definisi 2.9.1 Diberikan monoid komutatif (M, +) dan semiring R, serta operasi
o: Rx M — M. Monoid M disebut semimodul kiri atas semiring terhadap

operasi o dengan memenuhi aksioma-aksioma berikut:

f—

. r1o(myg+mg) =r;0omy + 11 0my;

2. (ry+my)omy =ryomy +1ry0my;

3. (ry-re)omy =110 (ry0my);

4. 1z o my = my, untuk setiap r1,7, € R dan my, my € M (Chaudhari, dkk.,
2013).
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Berikut diberikan contoh semimodul atas semiring.

Contoh 2.9.2 Diberikan himpunan R merupakan semiring atas operasi penjumlah-
an dan perkalian, maka Mat, (R) merupakan semiring. Himpunan Mat,(R) me-
rupakan semiring maka dapat dipandang M at,,(R) merupakan monoid komutatif
terhadap operasi penjumlahan. Akan ditunjukan Mat,, (R) : R—semimodul. Diam-

bil sebarang 71,72 € R dan (a;;)nxn, (bij)nxn € Mat,(R) untuk suatu a;;, b;; € R.

1. Akan dibuktikan (r; + 72) 0 (@ij)nxn = 71 0 (@ij)nxn + 72 0 (@ij)nxn

(11 +72) © (@ij)nxn = (11 + 72)Qij )nxn
= ((riaij) + (r2aij))nxn
= (11aij)nxn + (r20ij)nxn

=710 (Qij)nxn + 72) © (Qij)nxn-

2. Akan dibuktikan 71 o ((ai;)nxn + (0ij)nxn) = 71 © (@ij)nxn + 71 0 (bij)nxn

r o ((aij)nxn + (sz)nxn) =70 (a'ij + bij)nxn
= (Tl(aij + bij))an
= (7135 )nxn + (110ij ) nxn

=710 (Aij)nxn + 710 (bij)nxn-

3. Akan dibuktikan (r173) © (@jj)nxn = 710 (72 0 (@i )nxn)

(r172) 0 (@ij)nxn = ((r172)@ij ) nxn
= (r1(r2aij) ) nxn
=To (r2aij)n><n

=710 (7‘2 @) (a”)nxn)
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4. Akan dibuktikan O € R. Akan dibuktikan Oz o (a;;)nxn = Onr-

OR o (aij)nxn - (ORaij)an
- (OR)an

= Op.

Setelah memahami definisi dari semimodul, berikut merupakan definisi subsemi-

modul.

Proposisi 2.9.3 Diberikan semimodul Y atas semiring X dan .S merupakan him-
punan bagian tak kosong dari Y. Himpunan S merupakan subsemimodul di Y,

berlaku aksioma sebagai berikut:

1. s1 — s9 € S, untuk setiap s1, 59 € 5

2. r-s € S,untuk setiapr € X, s € S.

Bukti.

Diberikan sebarang sq, sy € S. Akan ditunjukkan s; — s, € S, karena s; — so € U
diperoleh s; — s, € S untuk setiap s; — so € S. Apabila S adalah subsemimodul
dari Y maka operasi pergandaan skalar pada Y juga berlaku di S. Akibatnya, untuk
setiap 7 € X dan s € S berlaku rs € S karena r - s € S. Dengan demikian, S

merupakan subsemimodul di Y. [

Berikut diberikan contoh subsemimodul untuk memahami Proposisi 2.9.3

Contoh 2.9.4 S = Z; adalah himpunan bilangan cacah. S = Z; adalah semimo-
dul atas semiring S atau S : S— semimodul. Subsemimodul tak sejati dari .S adalah
S itu sendiri dan £ = 0, sedangkan subsemimodul sejati dari S adalah n.S dengan

n=2234,..



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2023/2024 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lam-
pung yang beralamatkan di Jalan Prof.Dr.Ir.Soemantri Brojonegoro, Gedong Me-

neng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan adalah studi literatur, dengan mengumpulkan dan
mengolah bahan penelitian berdasarkan referensi seperti jurnal dan buku. Dengan

langkah-langkah penelitian sebagai berikut:

1. mempelajari himpunan rough dan semimodul rough atas semiring rough;
2. mengkonstruksi semimodul rough atas semiring rough;
3. menyelidiki sifat-sifat semimodul rough atas semiring rough;

4. membuat program penentuan semimodul rough atas semiring rough meng-

gunakan program Phyton.

Secara umum langkah-langkah penelitian ini disajikan dalam diagram penelitian

pada Gambar 3.2.1.
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Mempelajari teori himpunan, grup, ring, himpunan rough, grup rough, ring rough dan
semimodul atas semiring

Membuat program penentuan suatu himpunan merupakan semimodul rough atas semiring rough

Gambar 3.2.1 Langkah-langkah Penelitian



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan konstruksi semimodul rough atas semiring rough pada bab sebelum-
nya diketahui bahwa semimodul rough atas semiring rough dapat dikonstruksi meng-
gunakan ruang aproksimasi (U, R) dengan U adalah himpunan universal dan R
adalah relasi ekuivalensi. Dimana himpunan yang digunakan pada semimodul ro-
ugh berada pada Apr(Y) = U. Hal yang sama juga berlaku untuk subsemimodul
rough dari semimodul rough akan tertutup jika Apr(S) = U.

Diberikan ruang aproksimasi (U, R) dan Y semimodul rough atas semiring rough
X di U. Jika S C Y dengan Apr(S) = U, maka S merupakan subsemimodul
Y. Jika S’ dan S” adalah subsemimodul rough dari semimodul rough Y atas suatu

semiring X, maka S’ N S” juga merupakan subsemimodul rough dari semimodul

rough'Y jika Apr(S) N Apr(S") = Apr(S’ N S”). Selanjutnya penggunaan pro-
gram Python dalam mengkrontruksi semimodul rough atas semiring rough dapat

membantu dan mengefisiensikan waktu pengerjaan.
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil dan pembahasan, terdapat saran untuk penelitian selanjutnya.
Dalam penelitian ini masih sedikit untuk menemukan sifat-sifat dari semimodul
rough atas semiring rough sehingga masih terdapat kemungkinan untuk menguji

sifat semimodul rough atas semiring rough selain yang ada dalam penelitian ini.
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