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ABSTRACT 

 

 

PROPERTIES OF HANKEL TRANSFORM 

 

 

 

By 

 

 

Tiara Nur Salsabilla 

 

 

 

 

A sequence is a function with a domain consisting of natural numbers, and it can be 

transformed into a matrix provided it has a first term valued at one. Where a matrix is 

a collection of real or complex numbers arranged by rows (𝑚) and columns (𝑛), 

where 𝑚 and 𝑛 are positive integers. The matrix of such a sequence is called a Hankel 

matrix. A Hankel matrix is formed from a sequence in such a way that it will always 

have a determinant of 0 (𝑑𝑒𝑡 = 0), therefore, a transformation is performed on this 

matrix, known as the Hankel transformation. Like other transformation, the Hankel 

transformation has several properties, such as similarity based on its Invers 

transformation and properties related to the main super diagonal of a matrix. 
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ABSTRAK 

 

 

SIFAT-SIFAT TRANSFORMASI HANKEL 

 

 

 

Oleh 

 

 

Tiara Nur Salsabilla 

 

 

 

 

Barisan adalah suatu fungsi dengan domain berupa himpunan bilangan asli, dan dapat 

diubah menjadi matriks dengan syarat memiliki suku awal yang bernilai satu. Dimana 

matriks adalah kumpulan bilangan-bilangan real atau kompleks yang disusun 

berdasarkan baris (𝑚) dan kolom (𝑛), 𝑚 dan 𝑛 adalah bilangan bulat positif. Matriks 

dari barisan tersebut dinamakan matriks Hankel. Matriks Hankel terbentuk dari suatu 

barisan sehingga akan selalu mempunyai determinan 0 (𝑑𝑒𝑡 = 0), oleh karena itu, 

pada matriks ini akan dilakukan transformasi atau disebut dengan transformasi 

Hankel. Seperti halnya dengan transformasi lainnya, transformasi Hankel memiliki 

beberapa sifat yaitu kesamaan transformasi Hankel berdasarkan transformasi 

Inversnya dan sifat yang berhubungan dengan super diagonal utama dari suatu 

matriks. 

 

 

Kata kunci : barisan, matriks Hankel, transformasi Hankel, transformasi Invers. 
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 𝑨   : Matriks 𝑨 

 𝑨−𝟏   : Invers Matriks 𝑨 

 𝑯𝑛   : Matriks Hankel Orde 𝑛 

 𝑯∗   : Matriks dari Transformasi Invers 

 ℎ𝑛   : Nilai Determinan Hankel Orde 𝑛 

 ℎ𝑛
∗    : Nilai Detrminan Hankel Orde 𝑛 

 𝑳   : Matriks Segitiga Bawah 

 𝑳∗   : Matriks Segitiga Bawah dari Transformasi Invers 

 𝑼   : Matriks Segitiga Atas 

 𝑼∗   : Matriks Segitiga Atas dari Transformasi Invers 

 𝑚   : Baris Matriks Sebanyak 𝑚 

 𝑛   : Kolom Matriks Sebanyak 𝑛 

 𝑰𝑛   : Matriks Identitas Orde 𝑛 

 𝑬   : Matriks Elementer 

 𝑬−𝟏   : Invers Matriks Elementer 

 𝑑𝑒𝑡(𝑨)  : Determinan Matriks 𝑨 

 =   : Sama Dengan 

 ≠   : Tidak Sama Dengan 

 ∑   : Sigma 

 ∎  : Terbukti 
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1.Latar Belakang  

 

 

 

Matriks merupakan salah satu cabang dari ilmu aljabar linear yang memiliki peran 

sangat penting dalam matematika. Pentingnya peranan matriks ini dapat dilihat dari 

begitu banyaknya penggunaan matriks dalam berbagai bidang antara lain : aljabar, 

statistika, metode numerik, persamaan diferensial dan lain-lain (Abdurrois, 2018). 

 

Transformasi adalah konsep yang merujuk pada perubahan atau perpindahan yang 

terjadi dalam suatu sistem atau objek. Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan 

Yeni Tahun 2008, mengenai pembuktikan 2 sifat dari 4 sifat transformasi Hankel. 

Saya tertarik ingin membuktikan 2 sifat yang belum dibuktikan yaitu : sifat ketiga 

mengenai kesamaan transformasi Hankel berdasarkan transformasi Invers dan sifat 

keempat mengenai super diagonal utama. 

 

Barisan adalah suatu fungsi dengan domain berupa himpunan bilangan asli, dan dapat 

diubah menjadi matriks dengan syarat memiliki suku awal yang bernilai satu. Matriks 

yang terbentuk dari barisan bilangan bulat adalah sebagai berikut : 

𝑯𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2

𝑎2 𝑎3
𝑎3

𝑎4

⋮

𝑎4

𝑎5

⋮

   

𝑎3 𝑎4

𝑎4 𝑎5
𝑎5

𝑎6

⋮

𝑎6

𝑎7

⋮

  

⋯
⋯
⋯
⋯
⋱]

 
 
 
 

 dimana 𝑎1 = 1 dan ℎ𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖+𝑗−1 

(Layman, 2001). 
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Matriks 𝑯𝑛 adalah matriks Hankel berorde 𝑛 yang dapat mengalami transformasi 

karena terbentuk dari suatu barisan dengan suku awal bernilai 1. Tidak semua matriks 

dapat dilakukan transformasi. Matriks Hankel terbentuk dari suatu barisan sehingga 

determinannya selalu 0 (𝑑𝑒𝑡 =  0) (Layman, 2001). Oleh karena itu, dilakukan 

transformasi pada matriks tersebut, yang dikenal sebagai transformasi Hankel. 

Dengan demikian, determinan Hankel dari matriks 𝑯 tersebut adalah transformasi 

Hankel. Seperti halnya dengan transformasi lainnya, transformasi Hankel memiliki 4 

sifat. Dalam penelitian ini akan dibahas sifat-sifat dari transformasi Hankel tersebut.  

 

 

 

1.2.Tujuan Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui dan membuktikan 2 sifat transformasi 

Hankel yaitu : 

1. Sifat 3 : Kesamaan transformasi Hankel berdasarkan transformasi Invers. 

2. Sifat 4 : Elemen-elemen super diagonal utama dari 𝑼 dan 𝑼∗ memiliki hubungan : 

𝒖𝒊,𝒊+𝟏
∗ = 𝒖𝒊,𝒊+𝟏 + 𝒃𝟏𝒖𝒊,𝒊. 

 

 

 

1.3.Manfaat Penelitian 

 

 

 

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Untuk menambah pengetahuan tentang transformasi Hankel khususnya sifat-sifat 

dari transformasi Hankel. 

2. Memberikan sumbangan pemikiran dalam rangka memperluas dan memperdalam 

ilmu matematika khususnya tentang transformasi Hankel. 
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II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1.Barisan  

 

 

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan asli. Misal 

terdapat bilangan asli 1, 2, 3,⋯ , 𝑛 yang bersesuaian dengan bilangan real 𝑥𝑛 tertentu, 

maka 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 dikatakan barisan (Mizrahi dan Sulivan, 1982). 

 

 

 

2.2.Matriks  

 

 

Definisi 2.2.1. Matriks 

 

 

Matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-

bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks. Matriks yang 

mempunyai 𝑚 baris dan 𝑛 kolom (berukuran 𝑚 × 𝑛) dinyatakan dengan : 

𝑨𝑚×𝑛 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯
⋮

𝑎𝑚1

⋮
𝑎𝑚2

⋱
⋯

  

𝑎1𝑛

𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑚𝑛

] 

Bilangan-bilangan 𝑎11, 𝑎12, 𝑎13, ⋯ , 𝑎𝑚𝑛 yang menyusun rangkaian tersebut disebut 

elemen atau unsur dari matriks tersebut. Indeks pertama dari elemen menunjukan 

baris (garis horizontal) dan indeks kedua elemen menunjukan kolom (garis vertikal) 

dimana elemen itu berada. Suatu matriks yang terdiri atas satu baris saja disebut 

vektor baris, bila terdiri atas satu kolom saja disebut vektor kolom (Gere dan Weaver, 

1987). 
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Definisi 2.2.2. Matriks Bujur Sangkar 

 

 

Matriks bujur sangkar atau matriks persegi adalah suatu matriks yang banyaknya 

baris sama dengan banyaknya kolom, yang dinyatakan dengan 𝑨𝑚×𝑛, dimana 𝑚 = 𝑛, 

dapat ditulis dengan 𝑨𝑛×𝑛 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛
. Matriks berordo 𝑛 × 𝑛 disebut juga matriks 

bujur sangkar ordo 𝑛. Dalam matriks bujur sangkar, unsur-unsur 𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, ⋯ , 𝑎𝑛𝑛 

disebut diagonal utama matriks dari 𝑨 (Anton dan Rorres, 2004).  

𝑨𝑛×𝑛 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯
⋮

𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
⋯

  

𝑎1𝑛

𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛𝑛

] 

 

 

Definisi 2.2.3. Matriks Segitiga Atas 

 

 

Sebuah matriks bujur sangkar yang semua elemen-elemen di bawah diagonal utama 

matriks tersebut bernilai nol disebut matriks segitiga atas (Anton dan Rorres, 2013). 

𝑨 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯
0 𝑎22 ⋯
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

  

𝑎1𝑛

𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑛𝑛

] 

 

 

Definisi 2.2.4. Matriks Segitiga Bawah 

 

 

Sebuah matriks bujur sangkar yang semua elemen-elemen di atas diagonal utama 

matriks tersebut bernilai nol disebut matriks segitiga bawah (Anton dan Rorres, 

2013). 

𝑨 = [

𝑎11 0 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯
⋮

𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

⋱
⋯

  

0
0
⋮

𝑎𝑛𝑛

] 
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Definisi 2.2.5. Matriks Identitas 

 

 

Sebuah matriks bujur sangkar dengan elemen-elemen pada diagonal utama bernilai 

satu dan elemen-elemen di luar diagonal utama bernilai nol. Matriks identitas 

umumnya dilambangkan dengan huruf 𝑰 (Anton dan Rorres, 2013). 

𝑰𝑛 = [

1 0 ⋯
0 1 ⋯
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

  

0
0
⋮
1

] 

 

 

Definisi 2.2.6. Matriks Singular 

 

 

Sebuah matriks bujur sangkar 𝑨 dikatakan singular jika 𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 0, sedangkan tidak 

singular jika 𝑑𝑒𝑡(𝑨) ≠ 0 (Anton dan Rorres, 2013). 

 

 

Definisi 2.2.7. Matriks Elementer 

 

 

Sebuah matriks bujur sangkar orde 𝑛 dinamakan matriks elementer jika matriks 

tersebut dapat diperoleh dari matriks identitas 𝑛 × 𝑛 yakni 𝑰𝑛 dengan melakukan 

sebuah operasi baris elementer tunggal (Anton dan Rorres, 2013). Di bawah ini 

didaftarkan tiga matriks elemeter dan operasi-operasi yang menghasilkannya. 

(i). [
1 0
0 −3

]   (ii). [
1 0 3
0 1 0
0 0 1

]  (iii). [

1 0 0
0 0 0
0
0

0
1

1
0

    

0
1
0
0

] 

 

 

 

 

 

Teorema 2.1  

 

Setiap matriks elementer dapat dibalik, dan inversnya adalah juga matriks elementer. 

Kalikan baris kedua 𝐼2 

dengan -3 

Tambahkan tiga kali 

baris ketiga dari 𝐼3 

pada baris pertama 

Pertukarkan baaris 

kedua dan baris 

keempat dari 𝐼4 
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Bukti : 

 

Jika 𝑬 adalah matriks elementer, maka 𝑬 dihasilkan dari operasi baris 

pada 𝑰. Misalkan 𝑬−𝟏 adalah matriks yang dihasilkan jika invers operasi ini 

ditetapkan pada 𝑰. Dengan menggunakan kenyataan bahwa operasi baris invers akan 

saling meniadakan efek satu sama lain, maka diperoleh bahwa 

𝑬−𝟏𝑬 = 𝑰    𝑬𝑬−𝟏 = 𝑰 

Jadi, matriks elementer 𝑬−𝟏 adalah invers dari 𝑬.     ∎ 

 

 

Definisi 2.2.8 Perkalian Matriks 

 

 

Jika 𝑨 adalah matriks 𝑚 × 𝑛 dan 𝑩 adalah matriks 𝑛 × 𝑠, maka hasil kali 𝑨𝑩 adalah 

matriks 𝑚 × 𝑠 yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri 

dalam baris 𝑖 dan kolom 𝑗 dari 𝑨𝑩, pisahkanlah baris 𝑖 dari matriks 𝑨 dan kolom 𝑗 

dari matriks 𝑩. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan 

kemudian jumlahkanlah dari hasil yang diperoleh. Dalam notasi matriks, jika 𝑨 =

[𝑎𝑖𝑗] adalah matriks 𝑚 × 𝑛, dan 𝑩 = [𝑏𝑖𝑗] adalah matriks 𝑛 × 𝑠, maka  

𝑨𝑩 =

[
 
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯
⋮

𝑎𝑖1

⋮
𝑎𝑚1

⋮
𝑎𝑖2

⋮
𝑎𝑚2

⋯

⋯

  

𝑎1𝑛

𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑖𝑛

⋮
𝑎𝑚𝑟]

 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
𝑏11 𝑏12 ⋯
𝑏21 𝑏22 ⋯
⋮

𝑏𝑛1

⋮
𝑏𝑛2 ⋯

  

𝑏1𝑗 ⋯ 𝑏1𝑠

𝑏2𝑗 ⋯ 𝑏2𝑠

⋮
𝑏𝑛𝑗 ⋯

⋮
𝑏𝑛𝑠]

 
 
 

  

entri (𝑨𝑩)𝑖𝑗 pada baris 𝑖 dan kolom 𝑗 dari 𝑨𝑩 diperoleh melalui 

(𝑨𝑩)𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + 𝑎𝑖3𝑏3𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑗   (2.1) 

 

Jika 𝑨 suatu matriks dan 𝑐 adalah suatu skalar, maka hasil kali 𝑐𝑨 adalah matriks 

yang diperoleh dengan mengalikan setiap anggota dengan 𝑐. Dalam notasi matriks, 

jika 𝑨 = [𝑎𝑖𝑗], maka 

(𝑐𝑨)𝑖𝑗 = 𝑐(𝑨)𝑖𝑗 = 𝑐𝑎𝑖𝑗       (2.2) 

(Anton dan Rorres, 2013). 
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Contoh : 

 

Matriks  

𝑨 = [
1 2 3
4 5 6
7 8 9

]   𝑩 = [
9 8 7
6 5 4
3 2 1

] 

Tentukan 𝑨𝑩 

 

Penyelesaian : 

𝑨𝑩 = [
1 2 3
4 5 6
7 8 9

] [
9 8 7
6 5 4
3 2 1

] 

= [

(1)(9) + (2)(6) + (3)(3) (1)(8) + (2)(5) + (3)(2) (1)(7) + (2)(4) + (3)(1)
(4)(9) + (5)(6) + (6)(3) (4)(8) + (5)(5) + (6)(2) (4)(7) + (5)(4) + (6)(1)
(7)(9) + (8)(6) + (9)(3) (7)(8) + (8)(5) + (9)(2) (7)(7) + (8)(4) + (9)(1)

] 

= [
30 24 18
84 69 54
138 114 90

]  

 

 

Definisi 2.2.9 Invers Matriks 

 

 

Jika 𝑨 adalah matriks bujur sangkar, dan jika terdapat matriks 𝑩 yang ukurannya 

sama sedemikian rupa sehingga 𝑨 𝑩 = 𝑩 𝑨 = 𝑰, maka 𝑨 disebut dapat dibalik  

(inversible) dan 𝑩 disebut sebagai invers (inverse) dari 𝑨. Jika matriks 𝑩 tidak dapat 

didefinisikan, maka 𝑨 dinyatakan sebagai matriks singular.  

Matriks 𝑨 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] dapat diinverskan apabila 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0. 

Dengan Rumus : 𝑨−𝟏 =
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] = [

𝑑

𝑎𝑑−𝑏𝑐
−

𝑏

𝑎𝑑−𝑏𝑐

−
𝑐

𝑎𝑑−𝑏𝑐

𝑎

𝑎𝑑−𝑏𝑐

] 

Apabila 𝑨 dan 𝑩 adalah matriks seorde dan memiliki balikan maka 𝑨𝑩 dapat 

diinverskan dan (𝑨𝑩)−𝟏 = 𝑩−𝟏𝑨−𝟏 (Anton dan Rorres, 2013). 
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Contoh 1 : 

 

Matriks  

𝑨 = [
3 1
5 2

] 

Tentukan nilai dari 𝑨−𝟏 

 

Penyelesaian : 

 

𝑨−𝟏 =
1

(3)(2) − (5)(1)
[

2 −1
−5 3

] =
1

6 − 5
[

2 −1
−5 3

] = [
2 −1

−5 3
] 

 

Contoh 2 : 

 

Matriks 

𝑨 = [
1 2
1 3

] , 𝑩 = [
3 2
2 2

] , 𝑨𝑩 = [
7 6
9 8

] 

Penyelesaian : 

 

Dengan menggunakan rumus, maka didapatkan 

𝑨−𝟏 = [
3 −2

−1 1
] , 𝑩−𝟏 = [

1 −1

−1
3

2

] , (𝑨𝑩)−𝟏 = [
4 −3

−
9

2
8

] 

Maka  

𝑩−𝟏𝑨−𝟏 = [
1 −1

−1
3

2

] [
3 −2

−1 1
] = [

4 −3

−
9

2
8

] 

Ini menunjukkan bahwa (𝑨𝑩)−𝟏 = 𝑩−𝟏𝑨−𝟏. 

 

Contoh 3 : 

 

Carilah invers dari  
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𝑨 = [
1 2 3
2 5 3
1 0 8

] 

Penyelesaian : 

Untuk mereduksi 𝑨 pada matriks identitas dengan menggunakan operasi-operasi baris 

dan menerapkan operasi-operasi ini secara bersamaan pada 𝑰 untuk menghasilkan 

𝑨−𝟏. Hal ini dapat diselesaikan dengan menggandengkan matriks identitas tersebut ke 

kanan 𝑨 dan dengan menerapkan operasi-operasi baris pada kedua ruas kiri tereduksi 

pada 𝑰. Maka matriks akhir akan mempunyai bentuk : 

[𝑰 | 𝑨−𝟏]         (2.3) 

Perhitungan dapat dilakukan sebagai berikut : 

    [
1 2 3
2 5 3
1 0 8

  |   
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

    [
1 2 3
0 1 −3
1 0 8

  |  
1 0 0

−2 1 0
0 0 1

] 𝐵2 − 2𝐵1 

    [
1 2 3
0 1 −3
0 −2 5

  |   
1 0 0

−2 1 0
−1 0 1

] 𝐵3 − 𝐵1 

    [
1 2 3
0 1 −3
0 0 −1

  |  
1 0 0

−2 1 0
5 −2 −1

]𝐵3 + 2𝐵2 

    [
1 2 3
0 1 −3
0 0 1

  |  
1 0 0

−2 1 0
5 −2 −1

] (−1)𝐵3 

    [
1 2 3
0 1 0
0 0 1

  |   
1 0 0
13 −5 −3
5 −2 −1

]𝐵2 + 3𝐵3 

    [
1 2 0
0 1 0
0 0 1

  |   
−14 6 3
13 −5 −3
5 −2 −1

]𝐵1 − 3𝐵3 

    [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  |   
−40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1

]𝐵1 − 2𝐵2 

Jadi 𝑨−𝟏 = [
−40 16 9
13 −5 −3
5 −2 −1

] 
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2.3.Matriks Hankel  

 

 

 

Matriks Hankel adalah matriks yang semua elemen di sepanjang diagonal utamanya 

konstan, artinya setiap kemiringan diagonal dari kanan ke kiri adalah konstan. 

𝑯𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2

𝑎2 𝑎3
𝑎3

𝑎4

⋮

𝑎4

𝑎5

⋮

   

𝑎3 𝑎4

𝑎4 𝑎5
𝑎5

𝑎6

⋮

𝑎6

𝑎7

⋮

  

⋯
⋯
⋯
⋯
⋱]

 
 
 
 

 dimana 𝑎1 = 1 dan ℎ𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖+𝑗−1 

(Layman, 2001). 

 

 

 

2.4.Determinan  

 

 

 

Misalkan 𝑨 adalah suatu matriks bujur sangkar. Fungsi determinan dinotasikan 

dengan 𝑑𝑒𝑡 dan didefinisikan 𝑑𝑒𝑡(𝑨) sebagai jumlah dari semua hasil kali elementer 

bertanda dari 𝑨. Angka 𝑑𝑒𝑡(𝑨) disebut determinan dari 𝑨 (Anton dan Rorres, 2013). 

 

Ada beberapa metode untuk menentukan determinan dari matriks bujur sangkar, 

antara lain : metode sarrus, metode reduksi baris, dan metode ekspansi kofaktor. 

 

Definisi 2.4.1Metode Sarrus 

 

Metode sarrus ini hanya dapat digunakan untuk menghitung determinan matriks yang 

berukuran 3 × 3. Misalkan : 

𝑨 = [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

] 

Determinan matriks 𝑨 adalah 

|𝑨| = |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

|
𝑎 𝑏
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ
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         = 𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑ℎ − (𝑐𝑒𝑔 + 𝑎𝑓ℎ + 𝑏𝑑𝑖) 

Contoh : 

Diketahui matriks 𝑩 = [
−2 3 2
−1 0 5
5 −1 3

]. Tentukan determinan dari matriks 𝑩. 

Penyelesaian : 

 |𝑩| = |
−2 3 2
−1 0 5
5 −1 3

|
−2 3
−1 0
5 −1

 

    = [(−2)(0)(3) + (3)(5)(5) + (2)(−1)(−1)] − [(2)(0)(5) + (−2)(5)(−1) +

(3)(−1)(3)] 

    = [0 + 75 + 2] − [0 + 10 − 9] = 77 − 1 = 76 

 

Definisi 2.4.2 Metode Reduksi Baris 

 

Teorema 2.2  

 

Jika 𝑨 adalah sebarang matriks bujur sangkar yang mengandung satu baris atau satu 

kolom bilangan nol maka 𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 0. 

|
𝑎 𝑏 𝑐
0 0 0
𝑔 ℎ 𝑖

| = 0   |
𝑎 0 𝑐
𝑑 0 𝑓
𝑔 0 𝑖

| = 0 

 

Teorema 2.3  

 

Jika 𝑨 adalah matriks yang berbentuk segitiga atas, segitiga bawah, maka 𝑑𝑒𝑡(𝑨) 

adalah hasil kali dari elemen-elemen pada diagonal utama yaitu 𝑑𝑒𝑡(𝑨) =

𝑎11𝑎22 ⋯𝑎𝑛𝑛.  

   |
𝑎 𝑏 𝑐
0 𝑒 𝑓
0 0 𝑖

| = 𝑎𝑒𝑖  |
𝑎 0 0
𝑑 𝑒 0
𝑔 ℎ 𝑖

| = 𝑎𝑒𝑖 
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Teorema 2.4 

 

1. Jika 𝑩 adalah matriks yang dihasilkan ketika satu baris atau satu kolom dari 𝑨 

dikalikan dengan suatu skalar 𝑘, maka 𝑑𝑒𝑡(𝑩) = 𝑘𝑑𝑒𝑡(𝑨). 

|
𝑎 𝑘𝑏 𝑐
𝑑 𝑘𝑒 𝑓
𝑔 𝑘ℎ 𝑖

| = 𝑘 |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

| 

2. Jika 𝑩 adalah matriks yang dihasilkan ketika dua baris atau dua kolom dari 

𝑨 ditukarkan, maka 𝑑𝑒𝑡(𝑩) = −𝑑𝑒𝑡(𝑨). 

|
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

| = − |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑔 ℎ 𝑖
𝑑 𝑒 𝑓

| 

3. Jika 𝑩 adalah matriks yang dihasilkan ketika kelipatan dari satu baris 

𝑨 ditambahkan ke baris lainnya, atau ketika kelipatan dari satu kolom 

ditambahkan ke kolom lainnya, maka 𝑑𝑒𝑡(𝑩) = 𝑑𝑒𝑡(𝑨). 

|
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

| = |
𝑎 𝑏 𝑐

𝑘𝑎 + 𝑑 𝑘𝑏 + 𝑒 𝑘𝑐 + 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

| 

Contoh : 

 

Diketahui matriks bujur sangkar dengan ukuran 3 × 3 sebagai berikut : 

𝑨 = [
3 6 −9
0 0 −2

−2 1 5
] 

Tentukan 𝑑𝑒𝑡 (𝑨) 

 

Penyelesaian : 

 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = |
3 6 −9
0 0 −2

−2 1 5
| 

  = 3 |
1 2 −3
0 0 −2

−2 1 5
| 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑏𝑒𝑟𝑠𝑎𝑚𝑎 𝑦𝑎𝑖𝑡𝑢 3 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝐵1 𝑑𝑖𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟𝑘𝑎𝑛 
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  = −3 |
1 2 −3

−2 1 5
0 0 −2

|𝐵2 𝑑𝑎𝑛 𝐵3 𝑑𝑖𝑝𝑒𝑟𝑡𝑢𝑘𝑎𝑟𝑘𝑎𝑛 

  = −3 |
1 2 −3
0 5 −1
0 0 −2

| 2 𝑘𝑎𝑙𝑖 𝐵1 𝑑𝑖𝑡𝑎𝑚𝑏𝑎ℎ𝑘𝑎𝑛 𝑘𝑒 𝐵2 

  = −(3)(5) |
1 2 −3
0 1 −1/5
0 0 −2

| 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟𝑏𝑒𝑟𝑠𝑎𝑚𝑎 𝑦𝑎𝑖𝑡𝑢 5 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝐵2 𝑑𝑖𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟𝑘𝑎𝑛 

  = −(3)(5)(−2) |
1 2 −3
0 1 −1/5
0 0 1

| 𝑓𝑎𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑏𝑒𝑟𝑠𝑎𝑚𝑎 𝑦𝑎𝑖𝑡𝑢 − 2 𝑑𝑎𝑟𝑖 𝐵3 

  = −((3)(5)(−2)) = 30 

Jadi, 𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 30. 

 

Definisi 2.4.3 Metode Ekspansi Kofaktor 

 

Minor  

 

Jika 𝑨 adalah suatu matriks bujur sangkar, maka minor dari elemen 𝑎𝑖𝑗 dinyatakan 

sebagai 𝑀𝑖𝑗 dan didefinisikan sebagai determinan dari submatriks yang tersisa setelah 

baris ke−𝑖 dan kolom ke−𝑗 dihilangkan dari 𝑨. 

 

Misalkan matriks 𝑨 adalah matriks yang berukuran 3 × 3, yaitu 

𝑨 = [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

] 

Minor dari elemen matriks 𝑨 adalah sebagai berikut : 

 𝑀11 = |
𝑒 𝑓
ℎ 𝑖

|   𝑀12 = |
𝑑 𝑓
𝑔 𝑖

|   𝑀13 = |
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

| 

 𝑀21 = |
𝑏 𝑐
ℎ 𝑖

|   𝑀22 = |
𝑎 𝑐
𝑔 𝑖|   𝑀23 = |

𝑎 𝑏
𝑔 ℎ

| 

 𝑀31 = |
𝑏 𝑐
𝑒 𝑓

|   𝑀32 = |
𝑎 𝑐
𝑑 𝑓|   𝑀33 = |

𝑎 𝑏
𝑑 𝑒

| 
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Kofaktor  

 

Jika 𝑨 adalah suatu matriks bujur sangkar, maka kofaktor dari elemen 𝑎𝑖𝑗 dinyatakan 

sebagai 𝐶𝑖𝑗 dan didefinisikan dengan (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗  dengan 𝑀𝑖𝑗 adalah minor dari 

elemen 𝑎𝑖𝑗. 

 

Misalkan matriks 𝑨 berukuran 3 × 3, yaitu : 

𝑨 = [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

] 

Kofaktor dari elemen matriks 𝑨 adalah sebagai berikut : 

 𝐶11 = (−1)1+1𝑀11 = |
𝑒 𝑓
ℎ 𝑖

| 

 𝐶12 = (−1)1+2𝑀12 = − |
𝑑 𝑓
𝑔 𝑖

| 

 𝐶13 = (−1)1+3𝑀13 = |
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

| 

 𝐶21 = (−1)2+1𝑀21 = − |
𝑏 𝑐
ℎ 𝑖

| 

 𝐶22 = (−1)2+2𝑀22 = |
𝑎 𝑐
𝑔 𝑖| 

 𝐶23 = (−1)2+3𝑀23 = − |
𝑎 𝑏
𝑔 ℎ

| 

 𝐶31 = (−1)3+1𝑀31 = |
𝑏 𝑐
𝑒 𝑓

| 

 𝐶32 = (−1)3+2𝑀32 = − |
𝑎 𝑐
𝑑 𝑓| 

 𝐶33 = (−1)3+3𝑀33 = |
𝑎 𝑏
𝑑 𝑒

| 

 

Contoh : 

 

Hitunglah determinan dari : 

𝑨 = [
3 1 −4
2 5 6
1 4 8

] 
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Penyelesaian : 

 

Minor     Kofaktor 

 𝑀11 = |
5 6
4 8

|   𝐶11 = (−1)1+1𝑀11 = |
5 6
4 8

| = 16 

 𝑀12 = |
2 6
1 8

|   𝐶12 = (−1)1+2𝑀12 = − |
2 6
1 8

| = −10 

 𝑀13 = |
2 5
1 4

|   𝐶13 = (−1)1+3𝑀13 = |
2 5
1 4

| = 3 

 𝑑𝑒𝑡(𝑨) = 𝑎11𝐶11 + 𝑎12𝐶12 + 𝑎13𝐶13 = (3)(16) + (1)(−10) + (−4)(3) = 26 

 

 

 

2.5.Dekomposisi – 𝑳𝑼 

 

 

 

Sebuah faktorisasi matriks bujur sangkar 𝑨 menjadi 𝑨 = 𝑳𝑼, dimana 𝑳 adalah 

segitiga bawah dan 𝑼 adalah segitiga atas dikatakan sebuah dekomposisi−𝐿𝑈 atau 

dekomposisi segitiga 𝑨. 

𝑬𝒌, ⋯𝑬𝟐𝑬𝟏𝑨 = 𝑼        (2.4) 

Dengan Teorema 2.1, 𝑬𝟏, 𝑬𝟐, ⋯ , 𝑬𝑲 yang dapat dibalik, maka dapat mengalikan 

kedua ruas dari persamaan (2.4) secara berurutan dengan  

𝑬𝒌
−1 ⋯𝑬𝟐

−1𝑬𝟏
−1        (2.5) 

Sehingga diperoleh 

𝑨 = 𝑬𝟏
−𝟏𝑬𝟐

−𝟏 ⋯ 𝑬𝒌
−𝟏𝑼       (2.6) 

𝑳 = 𝑬𝟏
−𝟏𝑬𝟐

−𝟏 ⋯𝑬𝒌
−𝟏

       (2.7) 

yang merupakan segitiga bawah yang juga menetapkan bahwa tidak ada pertukaran 

baris yang digunakan dalam mereduksi 𝑨 ke 𝑼. Jika matriks bujur sangkar 𝑨 dapat 

direduksi terhadap bentuk eselon baris tanpa mempertukarkan baris-barisnya, maka 𝑨 

mempunyai dekomposisi−𝐿𝑈. Pada umumnya, jika pertukaran baris diperlukan untuk 

mereduksi 𝑨 terhadap bentuk eselon baris, maka tidak ada dekomposisi−𝐿𝑈 (Anton, 

1987). 
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Contoh : 

 

Carilah dekomposisi−𝐿𝑈 dari 

𝑨 = [
2 6 2

−3 −8 0
4 9 2

] 

Penyelesaian : 

 

Untuk memperoleh dekomposisi−𝐿𝑈 dimana 𝑨 = 𝑳𝑼, akan mereduksi 𝑨 kebentuk 

eselon baris 𝑼, selanjutnya dihitung 𝑳. langkah-langkah tersebut sebagai berikut : 

 

Reduksi menjadi bentuk 

eselon baris 

 

 

Matriks elementer yang 

bersesuaian dengan 

operasi baris 

Invers matriks 

elementer 

[
2 6 2

−3 −8 0
4 9 2

] 

 

  

 1/2𝐵1 [
1 3 1

−3 −8 0
4 9 2

] 

 

𝐸1 = [

1

2
0 0

0 1 0
0 0 1

] 

 

𝐸1
−1 = [

2 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 𝐵2 + 3𝐵1 [
1 3 1
0 1 3
4 9 2

] 

 

𝐸2 = [
1 0 0
3 1 0
0 0 1

] 𝐸2
−1 = [

1 0 0
−3 1 0
0 0 1

] 

 𝐵3 − 4𝐵1 [
1 3 1
0 1 3
0 −3 −2

] 

 

𝐸3 = [
1 0 0
0 1 0

−4 0 1
] 𝐸3

−1 = [
1 0 0
0 1 0
4 0 1

] 

 𝐵3 + 3𝐵1 [
1 3 1
0 1 3
0 0 7

] 

 

𝐸4 = [
1 0 0
0 1 0
0 3 1

] 𝐸4
−1 = [

1 0 0
0 1 0
0 −3 1

] 

 𝐵3 − 2𝐵2 [
1 3 1
0 1 3
0 0 1

] 

 

𝐸5 = [

1 0 0
0 1 0

0 0
1

7

] 
𝐸5

−1 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 7

] 
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Jadi,  

𝑼 = [
1 3 1
0 1 3
0 0 1

] 

dan dari persamaan (2.7). 

𝑳 = [
2 0 0
0 1 0
0 0 1

] [
1 0 0

−3 1 0
0 0 1

] [
1 0 0
0 1 0
4 0 1

] [
1 0 0
0 1 0
0 −3 1

] [
1 0 0
0 1 0
0 0 7

] 

       = [
2 0 0

−3 1 0
4 −3 7

] 

sehingga     [
2 6 2

−3 −8 0
4 9 2

] = [
2 0 0

−3 1 0
4 −3 7

] [
1 3 1
0 1 3
0 0 1

] 

 

 

 

2.6.Transformasi  

 

 

 

Transformasi adalah perubahan posisi atau bentuk suatu objek ke objek lain. Ada 

empat macam transformasi dasar dalam matematika, yaitu translasi (pergeseran), 

rotasi (perputaran), refleksi (pencerminan), dan dilatasi (perbesaran). 

A. Translasi (Pergeseran) 

Translasi merupakan suatu perubahan posisi yang diperoleh dengan cara 

menggeser. 

B. Rotasi (Perputaran) 

Perubahan posisi dalam rotasi diperoleh dengan cara memutar objek dengan 

mengacu pada pusat perputaran tertentu. Rotasi berbeda dengan translasi karena 

perubahan posisi pada translasi tidak mengacu pada suatu titik tertentu. 

Keistimewaan dari rotasi adalah jarak antara titik pusat dengan masing-masing 

bagian objek yang diputar akan selalu tetap, seberapa jauh pun objek itu diputar. 

C. Refleksi (Pencerminan) 

Refleksi merupakan perubahan yang dilakukan dengan mencerminkan suatu 

objek terhadap suatu garis (untuk dua dimensi) atau bidang (untuk tiga dimensi).  
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D. Dilatasi (Perbesaran) 

Seperti halnya refleksi yang tidak hanya terpaku pada perubahan posisi, dilatasi 

menghasilkan suatu perubahan ukuran selain perubahan posisi. Dilatasi diperoleh 

dengan mengalikan suatu objek dengan faktor pengali tertentu (memperbesar ataupun 

memperkecil) (Transformasi- Wikipedia Bahasa Indonesia, Ensiklopedia Bebas, 

2024). 

 

 

 

2.7.Transformasi Hankel  

 

 

 

Suatu matriks dapat dibentuk dari suatu barisan bilangan bulat 𝑨, matriks tersebut 

merupakan matriks Hankel. Matriks yang terbentuk dari barisan bilangan bulat 

𝑨 tersebut adalah sebagai berikut : 

𝑯𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2

𝑎2 𝑎3
𝑎3

𝑎4

⋮

𝑎4

𝑎5

⋮

   

𝑎3 𝑎4

𝑎4 𝑎5
𝑎5

𝑎6

⋮

𝑎6

𝑎7

⋮

  

⋯
⋯
⋯
⋯
⋱]

 
 
 
 

 dimana 𝑎1 = 1 dan ℎ𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖+𝑗−1 

𝑨 merupakan matriks Hankel 𝑯 orde 𝑛 dan ℎ𝑛 adalah determinan Hankel orde 𝑛 dari 

𝑨, atau dinotasikan dengan ℎ𝑛 = 𝑑𝑒𝑡(𝑯𝑛). Determinan Hankel dari 𝑨 tersebut adalah 

transformasi Hankel (Layman, 2001).  

 

 

 

2.8.Diagonal  

 

 

 

Diagonal adalah garis lurus yang menghubungkan dua ujung yang berlawanan dari 

suatu bentuk, atau struktur lainnya. Dalam konteks matriks, diagonal matriks adalah 

sekumpulan elemen yang diperluas dari ujung matriks ke ujung yang paling terjauh. 
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Definisi 2.8.1 Diagonal Utama 

 

Diagonal utama adalah kumpulan elemen yang terletak dari sudut kiri atas ke sudut 

kanan bawah matriks. Dalam matriks persegi, elemen-elemen diagonal utama 

biasanya memiliki indeks yang sama, yaitu 𝑎11, 𝑎22, 𝑎33, ⋯. Elemen-elemen ini 

merupakan titik-titik di mana baris dan kolom matriks bertemu secara vertikal dalam 

matriks.  

 

Definisi 2.8.2 Super Diagonal Utama 

 

Super diagonal utama adalah baris di atas diagonal utama dalam matriks persegi. 

Dalam matriks 𝐴, elemen-elemen super diagonal utama adalah 𝑎𝑖𝑗 di mana 𝑖 < 𝑗. 

Elemen-elemen ini terletak di atas diagonal utama yang berjalan dari sudut kiri atas 

ke sudut kanan bawah matriks. 

 

Definisi 2.8.3 Anti Diagonal 

 

Anti diagonal adalah garis yang berjalan dari sudut kanan atas ke sudut kiri bawah 

dalam matriks persegi. Elemen-elemen ini terletak pada posisi yang berlawanan 

dengan diagonal utama (Diagonal - Wikipedia Bahasa Indonesia, Ensiklopedia 

Bebas, 2024). 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1.Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2023/2024 di Jurusan 

Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung. 

 

 

 

3.2.Metode Penelitian 

 

 

 

Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini sebagai berikut : 

1. Mempelajari literatur-literatur tentang transformasi Hankel dan literatur yang 

berhubungan dengan transformasi Hankel. 

2. Merubah suatu barisan bilangan bulat ke dalam matriks Hankel, yaitu : 

𝑯𝑛 =

[
 
 
 
 
𝑎1 𝑎2

𝑎2 𝑎3
𝑎3

𝑎4

⋮

𝑎4

𝑎5

⋮

   

𝑎3 𝑎4

𝑎4 𝑎5
𝑎5

𝑎6

⋮

𝑎6

𝑎7

⋮

  

⋯
⋯
⋯
⋯
⋱]

 
 
 
 

 dimana 𝑎1 = 1 dan ℎ𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖+𝑗−1 

3. Menentukan transformasi Hankel dari langkah kedua, yaitu dimana determinan 

Hankel dari matriks tersebut merupakan transformasi Hankel, atau dinotasikan 

dengan ℎ𝑛 = 𝑑𝑒𝑡(𝑯𝑛). 

4. Membuktikan sifat-sifat yang berhubungan dengan transformasi Hankel. 

5. Menerapkan dalam soal dan menyelesaikannya. 
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V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

Dari hasil dan pembahasan yang telah didapatkan maka dapat disimpulkan sebagai 

berikut: 

1. Jika 𝑨 merupakan barisan bilangan bulat dan 𝑩 merupakan transformasi 

Inversnya, maka 𝑨 dan 𝑩 merupakan transformasi Hankel yang sama.  

2. Jika 𝑯 dan 𝑯∗ berturut-turut merupakan matriks Hankel dari barisan bilangan 

bulat 𝑨 dan transformasi Inversnya 𝑨∗, dan misalnya 𝑯 = 𝑳𝑼 dan 𝑯∗ = 𝑳∗𝑼∗ 

merupakan dekomposisi−𝐿𝑈. Sehingga super diagonal utama 𝑼 dan 𝑼∗ 

mempunyai hubungan: 𝒖𝒊,𝒊+𝟏
∗ = 𝒖𝒊,𝒊+𝟏 + 𝒃𝟏𝒖𝒊,𝒊. 
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