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ABSTRAK

DIMENSI PARTISI GRAF LINTANG DAN BARBELNYA

Oleh

SALSABILA SHAFIRA FITRI

Graf lintang, L, untuk n > 3, n € N, merupakan graf yang terbentuk dari dua titik kutub
(uq, uy) dan n titik lintang (v;, i = 1,2, ..., n) dengan himpunan sisinya {u;v;} U {u,v;}. Graf
barbel lintang, B; dengan n = 3, n € N, adalah graf sederhana yang terbentuk dari dua graf

lintang yang dihubungkan oleh sebuah sisi. Dimensi partisi graf lintang adalah n untuk n > 3

dan n + 1 untuk barbelnya.

Kata kunci: graf lintang, graf barbel lintang, dimensi partisi graf.



ABSTRACT

PARTITION DIMENSION OF LATITUDE GRAPHS AND ITS BARBELL

By

SALSABILA SHAFIRA FITRI

The latitude graph, L,, withn > 3,n € N, is a graph formed by two polar vertices (14, u,) and
n latitude vertices (v;, i = 1,2, ...,n) with the set of edges {u;v;} U {u,v;}. The barbell graph
of latitude graph, B, with n = 3, n € N, is a simple graph constructed by two latitude graphs
connected by a bridge. The partition dimension of the latitude graphis n forn > 3 andn + 1

for its barbell.

Keywords: latitude graphs, barbell of latitude graphs, partition dimension of graph
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l. PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu pokok bahasan dalam Matematika Diskrit yang
telah lama dikenal dan memiliki sejumlah penerapan dalam berbagai persoalan di
kehidupan sehari-hari. Konsep-konsep dari teori graf dapat digunakan untuk
menganalisis dan merepresentasikan berbagai masalah kompleks menjadi
terstruktur dan mudah dipahami. Dengan memodelkan suatu masalah dalam bentuk
graf, yang terdiri dari kumpulan titik (vertex) yang dihubungkan oleh sisi (edge),
solusi optimal dari masalah tersebut dapat dicari menggunakan metode dalam teori
graf (Wilson, 2010).

Seiring dengan pekembangan zaman dan teknologi maka penelitian mengenai teori
graf juga berkembang. Topik yang umum dibahas dalam teori graf meliputi
pelabelan, pewarnaan, bilangan kromatik, dimensi metrik, dan dimensi partisi
(Khairiah dkk., 2020). Dimensi metrik, dimensi partisi dan bilangan kromatik
lokasi dari suatu graf merupakan tiga konsep dimensi dalam graf yang berkaitan
(Baskoro, 2023).

Konsep dimensi metrik pada graf pertama kali diperkenalkan oleh Slater
menyatakan bahwa himpunan lokasi pada W sebagai titik-titik di graf G sedemikian
hingga untuk setiap titik di G diperoleh jarak yang berbeda terhadap setiap titik di
W (Slater, 1975). Pada tahun berikutnya Harary dan Melter memakai istilah
himpunan pembeda untuk sesuatu yang sama (Harary & Melter, 1976). Untuk

memperoleh cara pandang baru terhadap permasalahan penentuan dimensi metrik



graf, Chartrand memperkenalkan suatu konsep baru yang selanjutnya dikenal
sebagai dimensi partisi graf yaitu nilai minimum k agar terdapat partisi pembeda
dari V(G) yang dinotasikan dengan pd (G) (Chartrand dkk., 1998).

Penelitian mengenai dimensi partisi graf telah banyak berkembang, beberapa
penelitian yang membahas dimensi partisi pada graf yaitu Asmiati telah
menemukan dimensi partisi pada graf Amalgamasi bintang. Graf Amalgamasi
bintang S ,,, adalah graf yang diperoleh dari m buah graf bintang K, ,,, dengan
menyatukan sebuah daun dari setiap graf bintang tersebut. Dimensi partisi
amalgamasi bintang yaitu pd(Sx,»,) =m—1 untuk 2 <k <m — 2 dan m > 4,
pd(Skm) =m+auntuk (m+a—1)?—-1<k<m?—1dana =1 (Asmiati,
2012). Ramdhani berhasil mendapatkan dimensi partisi graf lengkap yaitu
pd(K,) =n (Ramdhani, 2019) dan pada tahun yang sama Sanjaya dkk.,
mendapatkan dimensi partisi pada graf kubik yaitu pd(Cn,ZM) =4 untuk n > 3
(Sanjaya dkk., 2019). Pada tahun berikutnya, Daming dkk., (2020) berhasil
mendapatkan dimensi partisi graf Amalgamasi Siklus yaitu pd (Amal(C,),,) = 3
untuk n = 4 dan 2 < m < 3. Salah satu penelitian mengenai graf Lintang yaitu
bilangan b-kromatik pada graf Origami adalah 4 untuk n = 3 dan n = 4, 5 untuk
n =5, dan 6 untuk n > 6, graf Lintang adalah 2 untuk m > 2, dan graf Tadpole
adalah 3 untuk m > 2 dan n > 2 (Kornelia dkk., 2019).

Masalah penentuan mengenai dimensi partisi pada graf lintang masih terbuka untuk
dikaji karena sejauh penelusuran literatur pada penelitian belum ada teorema yang
digunakan untuk menentukan dimensi partisi pada graf lintang. Sehingga pada
penelitian ini penulis tertarik untuk membahas dimensi partisi pada graf lintang dan
graf barbel lintang.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan dimensi partisi dari graf lintang

pd(L,) dan dimensi partisi dari graf barbel lintang pd (B, ).



1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini yaitu:

1. memberikan pemahaman dan wawasan mengenai dimensi partisi dari graf
khususnya graf lintang dan graf barbel lintang.
2. sebagai referensi untuk penelitian lanjutan mengenai dimensi partisi dari suatu

graf.



Il.  TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Definisi dan Istilah-Istilah Graf

Konsep teori graf diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736, saat
menyelesaikan permasalahan jembatan Konisberg, Kliningrad, Rusia. Di kota
tersebut terdapat sungai Pregal yang membelah kota menjadi empat daratan terpisah
dan hanya dihubungkan dengan tujuh jembatan. Permasalahannya yaitu warga kota
tersebut ingin melewati jembatan tepat satu kali serta kembali lagi ke tempat awal.
Dalam membuktikan kemungkinan tersebut maka masalah ini disajikan dalam
bentuk gambar yang kemudian dikenal sebagai representasi graf, di mana titik
menyatakan suatu wilayah yang kemudian dikenal sebagai masalah jembatan
Konigsberg dan sisi menyatakan jembatan yang menghubungkan dua wilayah
dengan menggunakan representasi graf, Euler membuktikan tidak mungkin
melintasi setiap jembatan tepat satu kali dan kembali ke posisi semula (Suryadi,
1996).

Gambar 2.1. Representasi graf untuk masalah jembatan Konigsberg
(sumber: https://id.wikipedia.org/wiki/Berkas:Konigsberg_bridges.png)

Istilah-istilah dan definisi dasar teori graf yang digunakan pada penelitian ini
merujuk dari (Deo, 1989). Suatu Graf G didefinisikan sebagai himpunan terurut

(V(G), E(G)), dengan V(G) = {v4, vy, ..., vy} menyatakan himpunan titik dari G



dan V(G) himpunan tak kosong, serta E(G) ={ej, e, ...,e,} menyatakan
himpunan sisi yaitu pasangan tak terurut dari VV(G). Banyaknya himpunan titik
V(G) disebut orde dari graf G. Misalkan v,w € V(G) dengan sisi e = vw, maka v
dan w dikatakan bertetangga (adjacent), sedangkan titik v dan w dikatakan
menempel (incident) dengan sisi e, demikian juga sisi e dikatakan menempel
dengan titik v dan w. Himpunan tetangga (neigborhood) dari suatu titik v,

dinotasikan dengan N (v) adalah himpunan titik-titik yang bertetangga dengan v.

€g

e,

e s es

U3

e L
4 €4 Uy €s Vs

Gambar 2.2. Contoh graf dengan 5 titik dan 8 sisi

Pada Gambar 2.2 graf (V,E) dengan V(G) = {vy, vy, v3,v4,vs}, E(G) =
{e1, e, €3, €4, €5, €6, €7, eg}. Titik v, bertetangga dengan v,dan v,, sedangkan v,
dan v, menempel pada e5, sebaliknya sisi e; menempel pada v, dan v,. N(v,) =

{171, v4-}-

Derajat (degree) adalah banyaknya sisi yang menempel pada titik v, dinotasikan
dengan d(v). Daun (pendant vertex) adalah titik yang berderajat 1, sedangkan sisi
yang menempel dengan titik pendan disebut sisi pendan. Pada Gambar 2.2 d(vs) =
1, vs adalah daun karena berderajat satu, d(v;) =4, d(v,) = 3, d(v3) = 4,
d(v,) = 4.

Loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama. Sisi paralel
adalah dua sisi atau lebih yang memiliki dua titik ujung yang sama. Graf yang tidak
mempunyai sisi ganda dan atau loop disebut graf sederhana. Pada Gambar 2.2,

terdapat loop pada titik v yaitu e,. Sedangkan e,, dan e4 disebut sisi paralel.



Jarak di antara x dan y pada graf terhubung G adalah panjang lintasan terpendek di
antara kedua titik tersebut, dinotasikan dengan d(x,y). Istilah lain yang sering
muncul pada pembahasan graf adalah jalan (walk), lintasan (path), sirkuit (circuit).
Jalan (walk) adalah barisan berhingga dari titik dan sisi dimulai dan diakhiri dengan
titik sedemikian sehingga setiap sisi menempel dengan titik sebelum dan
sesudahnya. Contoh Jalan dari v ke v, berdasarkan Gambar 2.2 adalah vs — eg —

174—63—172—82—171—61—173—64—174.

Lintasan (path) adalah jalan yang melewati titik yang berbeda-beda pada suatu graf
di mana titik-titik yang dilewati tepat satu kali. Contoh lintasan berdasarkan

Gambar 2.2 darivs —e; —v; —e; — vV, —e3 — Uy — €5 — VUs.

Sirkuit (circuit) adalah lintasan tertutup, yaitu lintasan yang memiliki titik awal dan
titik akhir yang sama. Sirkuit dibedakan menjadi dua macam, yaitu sirkuit genap
dan sirkuit ganjil. Sirkuit genap adalah sirkuit dengan banyaknya titik genap, dan
sirkuit ganjil adalah sirkuit dengan banyaknya titik ganjil. Contoh sirkuit

berdasarkan Gambar 2.2 adalah v; —eg — v, — e, — V3 —e; — v;.

a. Graf Lengkap, Komplemen Graf, Operasi Penjumlahan Dua Graf dan

Graf Lintang

Suatu graf sederhana yang setiap titiknya bertetangga (adjacent) disebut graf
Lengkap. Graf Lengkap dengan ntitik dinotasikan dengan K, (Fletcher dkk.,
1991).

® *—0

K; K, K3
Gambar 2.3. Contoh graf lengkap

Komplemen graf sederhana G yang dinotasikan dengan G, adalah graf dengan

V(G) = V(G) dan uv merupakan sisi dari G jika dan hanya jika sisi tersebut bukan



sisi dari G (Chartrand and Oellermann, 1993). Operasi penjumlahan pada graf ¢ =
G, + G, menghasilkan graf G dengan V(G) =V(G;)UV(G,) dan E(G) =
E(G1) UE(G,) U {uv|u € V(G,),v € V(G3)} (Asmiati, 2023).

V1 (%) v, ® ® VU,
K, K,
Vy VU3 Vs @ ® Uj

Gambar 2.4. Contoh graf dan komplemennya

C3 P, C3+ P,

Gambar 2.5. Contoh operasi penjumlahan dua graf

Graf lintang terbentuk dari 2 titik kutub dan n titik lintang. Graf lintang dengan n
titik dinotasikan dengan L., didefinisikan sebagai L,, = K, + K,,, untuk n > 1.
Graf lintang memiliki himpunan titik V(L,) = {u, uy,vi;i =1,2,...,n},
sementara himpunan sisi E(L,) = {u,v;i =1,2,..,n} U {u,v;i =1,2,..,n}
(Kornelia dkk., 2019).

Gambar 2.6. Graf Ls



b. Graf Barbel Lintang

Graf barbel adalah graf sederhana yang dibentuk dengan menghubungkan dua graf
tiruan (identik) dengan sebuah sisi sebagai jembatan (Ihwan & Rahmawati, 2014).
Graf barbel lintang merupakan graf yang terbentuk dengan menghubungkan dua
graf lintang L,, oleh sebuah sisi u,,u; sebagai jembatan seperti contoh pada

Gambar 2.7. Graf barbel lintang dinotasikan dengan B, .

!
121 1z
!
V3 U3
ul O ! O I
Uy u , u
Vs 2 vl 1

Us
Gambar 2.7. Graf B

2.2 Dimensi Partisi Graf

Sebelum mendefinisikan apa itu dimensi partisi, terlebih dahulu akan diberikan
definisi dari dimensi dan partisi secara umum yaitu, dimensi didefinisikan sebagai
jumlah minimal koordinat yang dibutuhkan untuk menentukan titik-titik yang ada
dalam suatu ruang atau objek, sedangkan partisi didefinisikan sebagai
pengelompokkan anggota himpunan di mana setiap kelompok memiliki anggota
yang berbeda dan setiap anggota masuk dalam satu kelompok tertentu. Dimensi
Partisi yaitu minimum panjang lintasan terpendek antara titik pada suatu graf
terhadap k-partisi, adapun panjang lintasan yaitu banyaknya sisi yang dilewati

antara titik pada suatu graf terhadap k-partisi (Chartrand dkk., 2000), selanjutnya



diberikan definisi dimensi partisi pada suatu graf, teorema-teorema dan beberapa

contoh graf yang sudah diperoleh dimensi partisinya.

Misalkan G = (V, E) suatu graf, dengan v € V(G) dan S c V(G). Jarak dari titik v
ke himpunan S, dinotasikan dengan d(v,S) adalah min {d(v,x),x € S} dengan
d(v,x) adalah jarak dari titik v ke x. Misalkan terdapat sebuah graf terhubung G
dan k buah partisi IT = {S,, S5, S5, ..., S} adalah k-pasang terurut dari V(G) dengan
S1,S,, ..., Sy adalah partisi-partisi, representasi v terhadap II, dinotasikan sebagai
r(|l) = (d(v,5),d(®,S,), ..., d(v,S))). Partisi 11 dikatakan partisi pembeda
dari V(G) jika r(v|II) # r(u|ll) untuk setiap dua titik berbeda u,v € V(G).
Dimensi partisi dari G atau dapat dinotasikan dengan pd (G) adalah nilai minimum
k agar terdapat partisi pembeda dari V (G) (Chartrand dkk., 1998).

Lemma 2.4.1. (Asmiati, 2023) Diberikan graf terhubung G dengan partisi pembeda
[T dari V(G). Jika d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v}, maka u dan

v termasuk pada kelas-kelas yang berbeda dari I1.
Bukti:

Misalkan IT = {S;, S, ..., S} adalah himpunan terurut k-partisi dari V' (G) dengan
k adalah bilangan asli yang dibatasi oleh jumlah titik di G dan misalkan u, v adalah
elemen-elemen yang terdapat pada kelas I1 yang sama. Jika diketahui d(u,w) =
d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v}, maka akan ditunjukkan IT bukan suatu

partisi pembeda dari V(G).

Langkah pertama perhatikan bahwa IT = {S;, S,, ..., Sk} dengan u dan v termasuk
pada kelas IT yang sama, misalkan S;. Jadi, dapat diperoleh bahwa d(u,S;) =
d(v,S;) = 0 karena jarak dari suatu titik terhadap dirinya sendiri adalah nol. Telah
diketahui bahwa d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v}, hal ini
mengakibatkan d(w, S;) = d(v, S;) untuk setiap j dengan 1 < i # j < k. Dengan
demikian, diperoleh r(u|IT) = r(v|II) untuk setiap titik di G. Karena terdapat
representasi yang sama untuk setiap titik di G maka diperoleh bahwa IT bukan partisi
pembeda dari V(G). |
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Selanjutnya dibahas mengenai partisi pembeda pada graf lintang. Misalkan
sebarang graf lintang, L,, yang berorde n akan diperoleh beberapa bentuk partisi
pembeda. Sekarang perhatikan suatu graf lintang G = L,, dengan V; = {uy,u,}
merupakan titik kutub dan V, = {v,,v,,...,v,} merupakan titik lintang, dan
misalkan v;, v; € V(L,) sebarang. Karena titik lintang adalah titik yang lain kecuali
2 titik kutub, maka 2 titik kutub tersebut harus berada pada kelas partisi yang
berbeda dan titik pada graf lintang mempunyai jarak yang sama ke semua titik yang
lain, maka setiap titik lintang juga harus berada di kelas partisi yang berbeda
sehingga diperoleh bahwa d(v;, w) = d(v;, w) dengan i # j untuk setiap titik w €
V(Lp) — {v;, v}

Untuk membentuk partisi pembeda IT dari V(L,, ), setiap titik lintang harus berada
pada IT kelas partisi yang berbeda, dengan demikian V (L,, ) harus dipartisi sebanyak
n-partisi, yaitu I1 = {S;, S,, ..., S,}. Jadi, jika ada sebanyak n titik lintang maka

akan ada sebanyak n kelas partisi.

Contoh 2.1:

Berikut ini diberikan contoh graf lintang L dan akan ditentukkan dimensi partisi

dari graf tersebut.

Terlebih dahulu akan ditentukkan batas bawah dimensi partisi graf lintang L. Graf
lintang Ls mempunyai lima titik yang berjarak sama ke titik-titik yang lain, maka
berdasarkan Lemma 2.4.1, diperoleh pd(Ls ) = 5. Selanjutnya, pada Gambar 2.8

diberikan partisi pada setiap titik untuk mengetahui dimensi partisi graf Lintang Ls.

Gambar 2.8 Contoh partisi pembeda dari graf Ls
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Misalkan IT adalah partisi pembeda dengan menggunakan lima kelas partisi, IT =
{51,52,53, 54_, 55} dengan Sl = {ul, 171}, Sz = {uz,vz}, S3 == {v3}, 54_ = {174} dan
Ss = {vs}. Sehingga diperoleh representasi setiap titik pada graf Ls terhadap II

adalah sebagai berikut:

r(u, ) = (0,1,1,1,1) r(v.|I) = (0,1,2,2,2)
r(u,|I) = (1,0,1,1,1) r(v,|I) = (1,0,2,2,2)
r(vs|) = (1,1,0,2,2)
(v, = (1,1,2,0,2)
r(vs|D = (1,1,2,2,0)

Karena setiap titik pada graf Lg memiliki representasi yang berbeda terhadap II,
maka IT adalah partisi pembeda dari graf Ls dan diperoleh batas atas pd(Ls) < 5.
Akibatnya, pd(Ls) = 5.



I11. METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2023/2024 bertempat di

Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan IImu Pengetahuan Alam,

Universitas Lampung.

3.2 Langkah-Langkah Penelitian

Dalam penelitian ini, langkah-langkah yang digunakan untuk menentukan dimensi

partisi pada graf lintang dan barbelnya adalah sebagai berikut:

1. Menentukan dimensi partisi graf lintang L,,.

a.
b.

C.

Mengonstruksi graf lintang L,,.

Menentukan batas bawah dari dimensi partisi dari graf lintang pd (L,,).
Menentukan batas atas dari pd(L,). Batas atas dari pd(L,) diperoleh
dengan mengonstruksi graf lintang. Himpunan titik-titik pada graf lintang
dikelompokkan ke dalam kelas partisi pembeda. Minimum banyaknya
partisi pembeda itulah yang merupakan dimensi partisi dari graf lintang.
Jika batas bawah dimensi partisi graf lintang pd(L,,) = x dan batas atas
dimensi partisi graf lintang pd(L,,) < x, maka akan diperoleh dimensi
partisi graf lintang adalah pd(L,) = x.

Menyimpulkan hasil-hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan
matematika.

Membuktikan hasil yang diperoleh pada langkah e.
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Menentukan dimensi partisi graf barbel lintang

a.

b.

Mengonstruksi graf barbel lintang By .

Menentukan batas bawah dari pd(BLn). Karena graf B, memuat dua graf
lintang, maka pd(BLn) > pd(L,,). Akan tetapi, jika batas bawah ini belum
memenuhi syarat dimensi partisi, maka dilakukan penambahan kelas partisi
secara bertahap sedemikian sehingga syarat dimensi partisi terpenuhi.
Menentukan batas atas dari pd(B,, ). Batas atas dari pd(B,, ) diperoleh
dengan mengonstruksi graf barbel lintang. Himpunan titik-titik pada graf
lintang dikelompokkan ke dalam kelas partisi pembeda. Minimum
banyaknya partisi pembeda itulah yang merupakan dimensi partisi dari graf

barbel lintang.

. Jika batas bawah dimensi partisi graf barbel lintang pd(BLn) > x dan batas

atas dimensi partisi graf barbel lintang pd (B, ) < x, maka akan diperoleh
dimensi partisi graf barbel lintang adalah pd(BLn) = Xx.

Menyimpulkan hasil-hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan
matematika.

Membuktikan hasil yang diperoleh pada langkah e.



V. KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Pada penelitian ini diperoleh dimensi partisi graf lintang, pd(L,) adalah n untuk

n = 3. Dimensi partisi dari graf barbel lintang, pd(B,, ) adalahn + 1 untuk n > 3.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan menentukan dimensi partisi graf lintang

pada operasi graf lainnya.
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