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A system of nonlinear equations is a collection of nonlinear equations. Newton's 

method, Broyden's method, and Quadrature Gauss method are methods used to 

solve systems of nonlinear equations. These three methods are numerical methods 

used to estimate solutions to systems of equations when exact solutions cannot be 

found through algebra. This method is executed successively so that it approaches 

the exact solution of the system of equations. When compared using the four 

selected systems of equations, the Quadrature Gauss method has the highest level 

of accuracy and has the fewest number of iterations. Meanwhile, the Broyden 

method has the lowest completion time and the Newton method is at the second 

level in the three categories, namely accuracy level, number of iterations and 

running-time. 
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Sistem persamaan nonlinear adalah kumpulan dari persamaan-persamaan 

nonlinear. Metode Newton, metode Broyden, dan metode Quadrature Gauss adalah 

metode yang digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan nonlinear. Ketiga 

metode tersebut adalah metode numerik yang digunakan untuk memperkirakan 

solusi dari sistem persamaan ketika solusi eksak tidak dapaat ditemukan melewati 

aljabar. Metode ini dieksekusi berturut-turut sehingga mendekati solusi eksak dari 

sistem persamaan. Ketika dibandingkan dengan menggunakan empat sistem 

persamaan yang dipilih, metode Quadrature Gauss memiliki tingkat keakuratan 

yang paling tinggi dan memiliki jumlah iterasi yang paling sedikit. Sedangkan 

metode Broyden memiliki waktu penyelesaian yang paling sedikit dan metode 

Newton berada di tingkatan kedua terhadap ketiga kategori yaitu tingkat keakuratan, 

jumlah iterasi dan waktu penyelesaian. 
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I. PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang dan Masalah 

 

Terdapat banyak cara untuk menyelesaikan persamaan-persamaan dengan 

menggunakan berbagai macam metode aljabar. Metode subtitusi dan eliminasi 

merupakan dua metode aljabar yang sering digunakan. Metode aljabar lain yang 

dapat digunakan antara lain rumus kuadrat dan faktorisasi. Akan tetapi, ketika 

metode-metode tersebut tidak berhasil dieksekusi, dapat digunakan konsep metode 

numerik. 

Metode numerik merupakan teknik penyelesaian permasalahan yang 

diformulasikan secara matematis dengan menggunakan operasi hitungan 

(aritmatik) yaitu operasi tambah, kurang, kali, dan bagi. Metode numerik digunakan 

untuk memperkirakan solusi dari persamaan ketika solusi eksak tidak dapat 

ditemukan melewati metode aljabar. Metode ini dieksekusi berturut-turut sehingga 

mendekati solusi eksak dari suatu persamaan atau sistem persamaan (Rosidi, 2019).  

Sistem persamaan nonlinear merupakan kumpulan dari persamaan nonlinear 

dengan fungsi tujuannya saja atau bersama dengan fungsi kendala berbentuk 

nonlinear, yaitu pangkat dari variabelnya lebih dari satu. Ada beberapa fungsi 

tujuan dalam persamaan nonlinear yang tidak bisa diselesaikan dengan metode 

aljabar, tetapi dapat diselesaikan dengan metode-metode numerik. 

Dalam metode numerik, dipelajari bagaimana caranya dalam menyelesaikan 

persamaan nonlinear yang hanya melibatkan satu persamaan saja. Dalam 

permasalahan ini, dapat digunakan metode-metode seperti metode Newton, metode
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Secant, metode Biseksi dan lain-lain. Akan tetapi, metode-metode tersebut hanya 

fokus menyelesaikan persamaan nonlinear yang hanya melibatkan satu persamaan 

dan tidak bisa digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan nonlinear. 

Dalam penelitian ini, difokuskan dalam meneliti metode-metode numerik yang 

digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan nonlinear. Untuk masing-

masing metode yang diteliti, akan ada penjelasan dalam prosedur numerik. 

Kemudian akan dibandingkan di antara metode-metode tersebut dalam total 

running-time, jumlah iterasi dan tingkat keakuratan dengan bantuan program 

Mathematica. Metode-metode numerik yang akan diteliti adalah metode Newton, 

metode Broyden, dan metode Quadrature Gauss. 

Metode Newton adalah sebuah algoritma untuk mencari akar-akar dari fungsi yang 

dapat didiferensiasi, yang menggunakan linearisasi lokal berulang dari suatu fungsi 

untuk memperkirakan akar-akarnya (Courtney, 2013). 

Metode Broyden berasal dari metode Newton dalam mencari akar-akar. Metode 

Newton dalam menyelesaikan sistem persamaan nonlinear menggunakan matriks 

Jacobian dalam setiap pengulangan. Akan tetapi, dalam mengkomputasi matriks ini 

cukup sulit. Sehingga dalam metode Broyden, dikomputasi seluruh matriks tersebut 

dalam satu pengulangan dan dilakukan pembaruan dalam pengulangan yang lain 

(Courtney, 2013). 

Metode Quadrature Gauss adalah sebuah tiga langkah baru dari metode Newton 

yang berdasarkan syarat dari Quadrature Gauss yang memiliki enam orde 

konvergensi. Metode ini menyelesaikan sistem persamaan nonlinear dengan iterasi 

yang sedikit dan tingkat akurasi yang tinggi (Srivastava, dkk., 2021). 

 

1.2 Tujuan Penelitian 

 

Berdasarkan subbab latar belakang, penelitian ini bertujuan untuk mengetahui 

perbandingan antara metode Newton, metode Broyden dan metode Quadrature 
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Gauss dalam menyelesaikan sistem persamaan nonlinear dengan melihat jumlah 

iterasi dan tingkat akurasi dengan bantuan program Mathematica. 

 

1.3 Manfaat Penelitian 

 

1. Dapat memberikan sumbangan pemikiran untuk menyelesaikan sistem 

persamaan nonlinear dengan menggunakan metode-metode numerik. 

2. Meningkatkan kemampuan penggunaan konsep sistem persamaan nonlinear 

dengan metode-metode numerik dalam program Mathematica. 

3. Mengetahui jumlah iterasi dan tingkat ketepatan metode-metode numerik dalam 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinear. 

4. Mengetahui kelebihan dan kekurangan dari masing-masing metode numerik 

dalam menyelesaikan sistem persamaan nonlinear.



 
 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Persamaan 

 

Persamaan adalah suatu pernyataan matematika dalam bentuk simbol yang 

menyatakan bahwa dua hal adalah persis sama. Persamaan ditulis dengan tanda 

sama dengan (=). Persamaan dapat digunakan untuk menyatakan kesamaan dua 

ekspresi yang terdiri dari satu atau lebih peubah. Sebagai contoh, untuk x anggota 

bilangan nyata, persamaan berikut selalu benar: 

 𝑥(𝑥 − 1) = 𝑥2 − 𝑥 

 

(2.1) 

Persamaan (2.1) adalah contoh dari identitas: persamaan yang selalu benar, tak 

peduli berapapun nilai peubah yang ada di dalamnya. Persamaan berikut bukanlah 

suatu identitas: 

 𝑥2 − 𝑥 = 0 

 

(2.2) 

Persamaan (2.2) adalah salah untuk jumlah tak hingga x, dan hanya benar untuk 

satu nilai. Karenanya, jika suatu persamaan diketahui bernilai benar, persamaan 

tersebut membawa informasi mengenai nilai x. Secara umum, nilai peubah di mana 

suatu persamaan menjadi benar disebut dengan solusi atau penyelesaian. Banyak 

pengarang yang menggunakan istilah persamaan untuk kesamaan yang bukan 

identitas. Sebagai contoh, 

 (𝑥 + 1)2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 

 

(2.3) 
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adalah identitas, sedangkan 

 (𝑥 + 1)2 = 2𝑥2 + 𝑥 + 1 

 

(2.4) 

adalah persamaan yang memiliki akar x = 0 dan x = 1. Apakah suatu pernyataan 

dimaksudkan sebagai suatu identitas atau suatu persamaan, menentukan informasi 

mengenai peubahnya sering dapat ditentukan berdasarkan konteksnya. 

Huruf-huruf awal alfabet seperti a, b, c, … sering kali digunakan sebagai konstanta, 

dan huruf-huruf di akhir alfabet, seperti x, y, z, umumnya digunakan sebagai 

lambang peubah (Sinaga, 2013). 

 

2.2 Persamaan Linear 

 

Persamaan linear adalah suatu persamaan dimana variabel yang terlibat berderajat 

paling tinggi satu (Azizah dan Ariyanti, 2020). 

Suatu persamaan linear dalam n peubah adalah persamaan dengan bentuk 𝑎1𝑥1 +

𝑎2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏, dimana 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 dan 𝑏 adalah bilangan-bilangan real 

dan 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 adalah peubah (Leon, 2001). 

 

2.3 Persamaan Nonlinear 

 

Persamaan nonlinear dapat diartikan sebagai persamaan yang tidak mengandung 

syarat seperti persamaan linear, sehingga persamaan nonlinear dapat merupakan: 

a. Persamaan yang memiliki pangkat selain satu 

b. Persamaan yang mempunyai dua variabel 

Dalam penyelesaian persamaan nonlinear diperlukan akar-akar persamaan 

nonlinear, dimana akar sebuah persamaan nonlinear f(x) = 0 merupakan x yang 

menyebabkan nilai f(x) sama dengan nol. Hal ini dapat disimpulkan bahwa akar-
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akar penyelesaian persamaan nonlinear merupakan titik potong antara kurva f(x) 

dengan sumbu x (Rosidi, 2019). 

 

2.4 Sistem Persamaan Nonlinear 

 

Di kehidupan sehari-hari, umumnya model matematika muncul dalam bentuk 

sistem persamaan. Persamaan yang diselesaikan tidak hanya satu, tetapi dapat lebih 

dari satu, sehingga membentuk sebuah sistem yang disebut sistem persamaan non 

linear. Bentuk umum sistem persamaan non linear dapat ditulis sebagai berikut: 

 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 

… 

𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 

 

 

(2.5) 

Penyelesaian sistem ini adalah himpunan nilai x simultan, x1, x2, …, xn, yang 

memenuhi seluruh persamaan (Munir, 2015). 

 

2.5 Metode Penentuan Nilai Akar 

 

Dalam metode numerik, pencarian akar f(x) = 0 dilakukan secara iterative. Sampai 

saat ini sudah banyak ditemukan metode pencarian akar. Secara umum, semua 

metode pencarian akar tersebut dapat dikelompokkan menjadi dua golongan besar: 

 

2.5.1 Metode Tertutup 

 

Metode yang termasuk dalam golongan ini mencari akar di dalam selang [a, b]. 

selang [a, b] dipastikan berisi minimal satu buah akar, karena itu metode jenis ini 
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selalu berhasil menemukan akar. Dengan kata lain, iterasinya selalu konvergen ke 

akar, karena itu metode tertutup kadang-kadang dinamakan juga metode konvergen 

(Munir, 2015). 

 

2.5.2 Metode Terbuka 

 

Berbeda dengan metode tertutup, metode terbuka tidak membutuhkan selang [a, b] 

yang mengandung akar, tetapi yang diperlukan adalah tebakan awal akar. Lalu 

dengan prosedur iterasi, digunakan untuk menghitung hampiran akar yang baru. 

Pada setiap kali iterasi, hampiran akar yang lama dipakai untuk menghitung 

hampiran akar yang baru. Mungkin saja hampiran akar yang baru mendekati akar 

sejati, atau mungkin juga menjauhinya. Karena itu, metode terbuka tidak selalu 

berhasil menemukan akar, kadang-kadang konvergen, kadangkala ia divergen 

(Munir,2015). 

 

2.6 Matriks 

 

Matriks merupakan suatu jajaran bilangan  (angka) berbentuk segi empat yang 

diapit dengan tanda kurung 

 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 … 𝑎𝑚𝑛

] 

 

 

(2.6) 

Atau juga dapat ditulis :  

 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]   𝑖 = 1,2, … ,𝑚;   𝑗 = 1, 2, 3, … , 𝑛 

 

(2.7) 

Disebut matriks dengan m baris dan n kolom, atau matriks m x n. Bilangan 

𝑎11, 𝑎12, … disebut unsur-unsur matriks. sedangkan indeks i dan j berturut-turut 
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menyatakan baris dan kolom. Jadi elemen 𝑎𝑚𝑛 terdapat pada baris ke-m dan kolom 

ke-n. Pasangan bilangan (m,n) disebut dimensi (ukuran atau bentuk) dari matriks 

(Azizah dan Ariyanti, 2020). 

Sebuah matriks dinotasikan dengan simbol huruf besar seperti A1, A2, …, An atau 

A, B, …, X, Y, Z dan sebagainya.  

Contoh: 

𝐴2𝑥3 = [
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23

] 

Disebut matriks A dengan 2 baris dan 3 kolom. Jika A sebuah matriks, maka 

digunakan 𝑎𝑖𝑗 untuk menyatakan elemen yang terdapat di dalam baris i dan kolom 

j dari A. Dalam contoh ini    i = 1,2; dan j = 1, 2, 3 atau dapat ditulis 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]  𝑖 = 1, 2;    𝑗 = 1, 2, 3 

(Azizah dan Ariyanti, 2020). 

 

2.6.1 Invers Matriks 

 

Jika A adalah suatu matriks bujur sangkar dan jika suatu matriks B yang berukuran 

sama bisa didapatkan sehingga AB = BA = I, maka A disebut bisa dibalik dan B 

disebut invers matriks dari A. 

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] 

Dapat dibalik jika ad – bc ≠ 0, dimana inversnya bisa dicari dengan rumus 

𝐴−1 =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] 

(Azizah dan Ariyanti, 2020). 
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2.6.2 Matriks Jacobian 

 

Matriks Jacobian adalah matriks turunan parsial orde pertama. 

 

𝐽(𝑥) =

[
 
 
 
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

…
𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥1

…
𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑥𝑛]

 
 
 
 

 

 

 

(2.8) 

Sebagai contoh: 

3𝑥1 −𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠 (𝑥2𝑥3)  −
1

2
= 0𝑥1

2 − 81(𝑥2 + 0.1)
2 +𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑛 (𝑥3)  + 1.06

= 0𝑒−𝑥2𝑥1 + 20𝑥3 +
10𝜋 − 3

3
= 0 

Maka diperoleh matriks Jacobian: 

𝐽(𝑥) = [3 𝑥3𝑠𝑖𝑛 (𝑥2𝑥3) 𝑥2𝑠𝑖𝑛 (𝑥2𝑥3) 2𝑥1  − 162(𝑥2 +

0.1) 𝑐𝑜𝑠 (𝑥3) −𝑥2𝑒
−𝑥1𝑥2  − 𝑥1𝑒

−𝑥1𝑥2  20 ]   

(Courtney, 2013;Patrascioiu dan Marinoiu, 2010). 

 

2.7 Vektor 

 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 dimana 

𝑥⃗ = [𝑥1 𝑥2  ⋮  𝑥𝑛 ] 

Sebuah norm vektor pada 𝑅𝑛 adalah sebuah fungsi, ‖. ‖, dari 𝑅𝑛 ke 𝑅 yang memiliki 

syarat-syarat berikut ini: 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0 untuk semua 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 

2. ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

3. ‖𝑎𝑥‖ = |𝑎|‖𝑥‖ untuk semua 𝑎 ∈ 𝑅 dan 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 
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4. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖+ ‖𝑦‖ untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 

 
‖𝑥‖ = √𝑥1

2 + 𝑥2
2 +⋯+ 𝑥𝑛

2 

 

(2.9) 

 (Courtney, 2013). 

 

2.8 Deret Taylor 

 

Misalkan f fungsi yang turunan ke-(n+1), f(n+1)(x) ada untuk masing-masing x 

dalam interval terbuka I yang mengandung a. Maka untuk masing-masing x dalam 

I, 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) +
𝑓′′(𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 +⋯

+
𝑓𝑛(𝑎)

𝑛!
(𝑥 − 𝑎)𝑛 + 𝑂𝑛(𝑥) 

 

(2.10) 

Dengan sisa (atau galat) On(x) diberikan oleh rumus 

 

 
𝑂𝑛(𝑥) =

𝑓(𝑛+1)(𝑐)

(𝑛 + 1)!
(𝑥 − 𝑎)𝑛+1 

(2.11) 

 

Dan c suatu titik di antara x dan a (Purcell, dkk., 2008). 

 

2.9 Metode Numerik 

 

Tidak semua permasalahan matematis atau perhitungan dapat diselesaikan dengan 

mudah. Bahkan dalam prinsip matematik, dalam memandang permasalahan yang 

terlebih dahulu diperhatikan apakah permasalahan tersebut mempunyai 

penyelesaian atau tidak. Dengan dasar inilah dapat dikatakan bahwa suatu metode 
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tertentu yang dapat digunakan untuk menghitung permasalahan matematis. 

Meskipun metode tersebut tidak dapat menghasilkan nilai yang tepat, setidak-

tidaknya sudah mendekati nilai yang diharapkan. 

Metode numerik adalah teknik penyelesaian permasalahan yang diformulasikan 

secara matematis dengan cara operasi hitungan. Dalam metode numerik ini 

dilakukan operasi hitungan dalam jumlah yang banyak dan prosesnya berulang. 

Sehingga dalam prakteknya perlu bantuan komputer untuk menyelesaikan hitungan 

tersebut. Tanpa bantuan komputer, metode numerik tidak banyak memberikan 

manfaat. Metode numerik merupakan alat yang sangat ampuh untuk menyelesaikan 

permasalahan dalam berbagai bidang salah satunya yaitu sistem persamaan 

nonlinear (Atmika, 2016). 

Ada beberapa metode yang digunakan untuk menghitung akar sistem persamaan 

yaitu: 

 

2.9.1 Metode Newton 

 

Metode Newton adalah satu dari metode numerik yang paling terkenal. Metode ini 

berasal dari perluasan fungsi deret Taylor f(x) tentang titik variabel x1: 

 
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)𝑓

′(𝑥1) +
1

2!
(𝑥 − 𝑥1)

2𝑓′′(𝑥1) + ⋯ 

 

(2.12) 

Dimana f dan turunan orde pertama dan kedua dihitung pada 𝑥1. Jika diambil dua 

istilah pertama dari perluasan fungsi deret Taylor maka: 

 𝑓(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)𝑓′(𝑥1) 

 

(2.13) 

Kemudian diubah persamaan (2.13) menjadi f(x) = 0 untuk mencari akar dari 

persamaan: 

 𝑓(𝑥1) + (𝑥 − 𝑥1)𝑓
′(𝑥1) = 0 (2.14) 
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Dengan mengatur persamaan (2.14) didapatkan 

 
𝑥 = 𝑥2 = 𝑥1 −

𝑓(𝑥1)

𝑓′(𝑥1)
 

 

(2.15) 

Sehingga dari persamaan (2.15) didapatkan metode iterasi Newton 

 
𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 −

𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑓′(𝑥𝑖−1)
, 𝑖 ∈ 𝑁 

 

(2.16) 

Dimana 𝑥𝑖 → 𝑥 dimana 𝑖 → ∞ dan 𝑥 adalah nilai perkiraan dari akar fungsi (Walia, 

2022). 

Kemudian dideskripsikan langkah-langkah dalam metode Newton: 

1. Misalkan 𝑥⃗(0) = (𝑥1
(0), 𝑥2

(0), … , 𝑥𝑛
(0)) merupakan vektor permulaan 

2. Hitung 𝐽(𝑥⃗(0)) dan 𝐹(𝑥⃗(0)) 

3. Kemudian hitung vektor 𝑦(0), dimana 

𝑦⃗ = [𝑦1 𝑦2  ⋮  𝑦𝑛 ] 

Untuk menemukan 𝑦⃗(0), selesaikan sistem linear dari 𝐽(𝑥⃗(0))𝑦⃗(0) = −𝐹(𝑥⃗(0)) 

menggunakan Eliminasi Gaussian 

4. Ketika 𝑦⃗(0) sudah ditemukan, diselesaikan iterasi pertama dengan 

menyelesaikan 𝑥(1).  

 𝑥⃗(1) = 𝑥⃗(0) + 𝑦⃗(0) = [𝑥1
(0)
 𝑥2
(0)
 ⋮  𝑥𝑛

(0)
 ] + [𝑦1

(0)
 𝑦2
(0)
 ⋮  𝑦𝑛

(0)
 ] 

 

(2.17) 

5. Ketika 𝑥⃗(1) sudah didapatkan, proses tersebut diulang sampai 𝑥⃗(𝑘) konvergen 

ke 𝑥. Ini menandakan ditemukannya solusi untuk F(x) = 0, dimana 𝑥 adalah 

solusi dari sistem tersebut (Courtney, 2013). 
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2.9.2 Metode Broyden 

 

Salah satu dari kekurangan dari metode Newton bahwa 𝐽(𝑥(0)) dan turunannya 

harus dihitung untuk setiap pengulangan. Sehingga untuk menghindari masalah ini, 

terdapat metode modifikasi dari metode Newton yaitu metode Broyden yang 

menggunakan matriks perkiraan yang diperbarui setiap pengulangan sebagai ganti 

dari matriks Jacobian. 

 𝑥(𝑖+1) = 𝑥(𝑖) − 𝐴𝑖
−1𝐹(𝑥(𝑖)) 

 

(2.18) 

Persamaan (2.18) didefinisikan sebagai prosedur iterasi Broyden. Dengan 𝐴𝑖
−1 

didefinisikan sebagai 

 
𝐴𝑖
−1 = 𝐴𝑖−1

−1 +
(𝑠𝑖 − 𝐴𝑖−1

−1 𝑦𝑖)𝑠𝑖
𝑡𝐴𝑖−1

−1

𝑠𝑖
𝑡𝐴𝑖−1

−1 𝑦𝑖
 

 

(2.19) 

Dengan 𝑦𝑖 = 𝐹(𝑥(𝑖)) − 𝐹(𝑥(𝑖−1)) dan 𝑠𝑖 = 𝑥(𝑖) − 𝑥(𝑖−1) (Walia, 2022).  

Kemudian dideskripsikan langkah-langkah dalam metode Broyden: 

1. Misalkan 𝑥⃗(0) = (𝑥1
(0), 𝑥2

(0), … , 𝑥𝑛
(0)) merupakan vektor permulaan 

2. Hitung fungsi F(x(0)) 

3. Hitung 𝐴0
−1. Dengan persamaan 𝐴0

−1 = 𝐽(𝑥⃗(0))−1. 

4. Hitung 𝑥⃗(1) = 𝑥⃗(0) − 𝐴0
−1𝐹(𝑥⃗(0)) 

5. Hitung 𝐹(𝑥(1)) 

6. Hitung 𝑦⃗1 = 𝐹(𝑥⃗(1)) − 𝐹(𝑥⃗(0)). Kemudian hitung 𝑠1 = 𝑥⃗
(1) − 𝑥⃗(0). 

7. Hitung 𝑠1
𝑡𝐴0

−1𝑦1 
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8. Hitung 𝐴1
−1 = 𝐴0

−1 +
1

𝑠1
𝑡𝐴0

−1𝑦1
[(𝑠1 − 𝐴0

−1𝑦1)𝑠1
𝑡𝐴0

−1] 

9. Ulangi langkah 4 hingga 8 sampai ditemukan akar-akar yang konvergensi ke 𝑥⃗ 

(ketika 𝑥⃗(𝑖) = 𝑥⃗(𝑖+1) = 𝑥. Ini menandakan bahwa telah ditemukan solusi dari 

sistem (Courtney, 2013). 

 

2.9.3 Metode Quadrature Gauss 

 

Metode ini berdasarkan dari Gauss quadrature rule yang memiliki orde 

konvergensi enam. Metode ini menyelesaikan sistem persamaan nonlinear dalam 

jumlah iterasi yang sedikit dan tingkat ketepatan yang tinggi. 

Misalkan 𝑓: 𝐷 ⊆ 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛, merupakan fungsi terdiferensiasi Frechet s-times pada 

himpunan 𝐷 ⊆ 𝑅𝑛. Dengan menggunakan Teorema Nilai Rata-Rata dari fungsi 

vektor multivariabel 𝑓(𝑥(𝑘)), didapatkan 

 
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥𝑘) = ∫ 𝑃′ (𝑥(𝑘) + 𝑟(𝑥 − 𝑥(𝑘))) (𝑥 − 𝑥(𝑘)) 𝑑𝑟

1

0

 
(2.20) 

(Atkinson, 1987). 

Dalam mendapatkan metode Gauss quadrature rule, diperkirakan persamaan (2.20) 

dengan rumus integrasi tiga titik Gauss Legendre. Sehingga didapatkan: 

 ∫ 𝑓′ (𝑥(𝑘) + 𝑟(𝑥 − 𝑥(𝑘))) (𝑥 − 𝑥(𝑘)) 𝑑𝑟
1

0
≈

𝑥−𝑥(𝑘)

9
[4𝑓′ (

𝑥+𝑥(𝑘)

2
) +

5

2
𝑓′ ((𝑥 − 𝑥(𝑘)) (−√

3

5
) +

𝑥+𝑥(𝑘)

2
) +

5

2
𝑓′ ((𝑥 − 𝑥(𝑘)) (√

3

5
) +

𝑥+𝑥(𝑘)

2
)] 

 

(2.21) 

Kemudian, dengan menggunakan iterasi dari metode Newton berdasarkan 

persamaan, didapatkan skema iteratif yang baru. Kemudian dideskripsikan 

langkah-langkah dalam metode Gauss quadrature rule: 

1. Misalkan 𝑥⃗(0) = (𝑥1
(0), 𝑥2

(0), … , 𝑥𝑛
(0)) merupakan vektor permulaan 
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2. Hitung 𝐽(𝑥⃗(0)) dan 𝐹(𝑥⃗(0)) 

3. Kemudian hitung vektor 𝑜⃗(1), dimana 

𝑜⃗ = [𝑦1 𝑦2  ⋮  𝑦𝑛 ] 

Untuk menemukan 𝑜⃗(1), perlu diselesaikan sistem linear dari 𝐽(𝑥⃗(0))𝑜⃗(1) =

−𝐹(𝑥⃗(0)) menggunakan Eliminasi Gaussian 

4. Hitung 𝑧(1) = 𝑥⃗(0) + 𝑜⃗(1) 

5. Hitung 𝐽(𝑧(1)) dan 𝐹(𝑧(1)) 

6. Kemudian hitung vektor 𝑝(1), dimana 

𝑝⃗ = [𝑦1 𝑦2  ⋮  𝑦𝑛 ] 

Untuk menemukan 𝑝(1), perlu diselesaikan sistem linear dari 𝐽(𝑧(1))𝑝⃗(1) =

−𝐹(𝑥⃗(0)) menggunakan Eliminasi Gaussian 

7. Hitung 𝑡(1) = 𝑧(1) + 𝑝⃗(1) 

8. Kemudian dari 𝑧(1) dan 𝑡(1), dihitung 

ℎ⃗⃗(1) =
𝑧(1) + 𝑡(1)

2
, 

𝑗(1) = (𝑡(1) − 𝑧(1))√
3

5
, 

𝑤⃗⃗⃗(1) = (𝑡(1) − 𝑧(1))(−√
3

5
) 

9. Hitung 𝑥⃗(1) = 𝑡(1) − 9 [4𝑓′(ℎ1) +
5

2
𝑓′(ℎ1 + 𝑤1) +

5

2
𝑓′(ℎ1 + 𝑗1)]

−1

𝑓(𝑡(1)) 

Ulangi langkah 2 hingga 9 sampai ditemukan akar-akar yang konvergensi ke 𝑥 

(ketika 𝑥⃗(𝑖) = 𝑥⃗(𝑖+1) = 𝑥. Ini menandakan bahwa telah ditemukan solusi dari 

sistem (Srivastava, dkk., 2021). 
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2.10 Fungsi Polinomial 

 

Bentuk umum fungsi polinom order atau pangkat n (n bilangan bulat positif) 

dinyatakan sebagai berikut: 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑎𝑛 ≠ 0 

Bentuk khusus dari fungsi polinom, yaitu:  

a. Fungsi Konstan: 𝑓(𝑥) = 𝑎0  

b. Fungsi Linear: 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 ( 𝑓(𝑥) = 𝑥 merupakan fungsi identitas )  

c. Fungsi Kuadrat: 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2  

Misal 𝑓(𝑥) merupakan fungsi polinom order 𝑛 maka mempunyai paling banyak 𝑛 

buah pembuat nol yang berbeda (Marsitin dan Sesanti, 2019). 

 

2.11 Konvergensi 

 

Dua vektor x dan y dikatakan konvergensi jika ‖𝑥 − 𝑦‖ = 0. Dimana 

 ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 +⋯+ (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2 = 0 

 

(2.22) 

 (Courtney, 2013). 

 

2.12 Sistem Persamaan pada Heat Exchanger 

 

Heat exchanger memiliki empat variabel dalam saluran masuk dan dua variabel 

dalam saluran keluar. Variabel dari saluran masuk yaitu temperatur dan laju aliran 

untuk cairan dingin dan temperatur dan laju aliran untuk cairan panas. Variabel 

dari saluran keluar yaitu temperatur dari cairan dingin dan temperatur dari cairan 

panas. berikut adalah sistem persamaan nonlinear untuk heat exchanger: 
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{

𝑓1 = 𝑄ℎ𝑜𝑡𝐶ℎ𝑜𝑡(𝑇ℎ1 − 𝑇ℎ2) − 𝑄𝑐𝑜𝑙𝑑𝐶𝑐𝑜𝑙𝑑(𝑇𝑐2 − 𝑇𝑐1) = 0

𝑓2 = 𝑄ℎ𝑜𝑡𝐶ℎ𝑜𝑡(𝑇ℎ1 − 𝑇ℎ2) − 𝑘𝐴
(𝑇ℎ1 − 𝑇𝑐2) − (𝑇ℎ2 − 𝑇𝑐1)

𝑙𝑛
𝑇ℎ1 − 𝑇𝑐2
𝑇ℎ2 − 𝑇𝑐1

= 0 

(2.23) 

 

Keterangan: 

Qhot = Laju aliran cairan panas (kg/h) 

Qcold = Laju aliran cairan dingin (kg/h) 

Chot = Kalor jenis zat cairan panas (J/kgoC) 

Ccold = Kalor jenis zat cairan dingin (J/kgoC) 

Th1 = Temperatur cairan panas pada saluran masuk (oC) 

Tc1 = Temperatur cairan dingin pada saluran masuk (oC) 

Th2 = Temperatur cairan panas pada saluran keluar (oC) 

Tc2 = Temperatur cairan dingin pada saluran keluar (oC) 

k = Konduktivitas termal (W/m.K) 

A = Daerah perpindahan panas (m2) 

(Patrascioiu dan Marinoiu, 2010). 

 

2.13 Continuosly Stirred Tank Reactors (CSTR) 

 

Dalam reactor CSTR, reaktan terus menerus dialirkan ke dalam reactor, Dimana 

reaktan tersebut mengalami reaksi kimia. Secara bersamaan, aliran keluar 

diekstraksi dari reactor pada laju aliran yang sama dengan aliran masuk untuk 

mempertahankan volume konstan di dalam reactor. CSTR memungkinkan 

produksi bahan kimia yang diinginkan secara menerus tanpa perlu mengosongkan 

dan mengisi tangki berulang kali.  
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Keseimbangan massa untuk jenis j di dalam CSTR dapat ditulis sebagai 

𝑉
𝑑[𝑗]

𝑑𝑡
= 𝑣([𝑗]0 − [𝑗]) + 𝑉𝑣𝑗[𝑗]

𝑣𝑗 
(2.24) 

 

Keterangan: 

𝑣  = laju aliran volumetric (m3/s) 

V  = volume reactor (m3) 

𝑣𝑗   = koefisien stoikiometri dari j 

[𝑗]0  = konsentrasi jenis j yang masuk 

[𝑗]  = konsentrasi jenis j dalam keadaan stabil 

±[𝑗]𝑣𝑗   = 𝑟𝑗 = laju reaksi dari jenis j (mol/ m3s) 

Setelah beberapa saat memulai CSTR, dapat asumsikan bahwa reactor sedang 

beroperasi dalam keadaan stabil, sehingga 
𝑑[𝑗]

𝑑𝑡
= 0. Maka persamaan dapat ditulis 

sebagai  

𝑣([𝑗]0 − [𝑗]) + 𝑉𝑣𝑗[𝑗]
𝑣𝑗 = 0 (2.25) 

(Beers, 2007).



 
 

 

III. METODE PENELITIAN 

3.1 Waktu Penelitian 

 

Penelitian ini mulai dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2023/2024 

bertempat di Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 

Alam Universitas Lampung. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

Pada penelitian ini, metode yang digunakan adalah studi literature dan penerapan 

program Mathematica. Adapun langkah-langkah yang digunakan adalah sebagai 

berikut: 

1. Mempelajari definisi dan teorema yang menjadi landasan pada penelititan ini. 

2. Menentukan kasus untuk memulai membandingkan metode. 

3. Membuat program komputer menggunakan software Mathematica berdasarkan 

definisi dan teorema yang telah ditentukan. 

4. Analisis keakuratan, iterasi dan galat dari metode Newton, Broyden dan 

Quadrature Gauss. 

5. Menentukan kesimpulan
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Gambar 1. Flow Chart Metode Newton 
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Gambar 2. Flow Chart Metode Broyden 
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Gambar 3. Flow Chart Metode Quadrature Gauss 

 

 

 

 

 

 

 

  



 
 

 

V. KESIMPULAN 

5.1. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil bab pembahasan diperoleh kesimpulan terhadap metode Newton, 

metode Broyden dan metode Quadrature Gauss dalam menyelesaikan sistem 

persamaan nonlinear. Hasil penelitian dari ketiga meteode yang digunakan 

memperlihatkan bahwa dalam tingkat keakuratan, metode Quadrature Gauss 

merupakan metode yang paling akurat  terhadap penyelesaian keempat sistem 

persamaan nonlinear yang dibahas. Dalam tingkat jumlah iterasi, metode 

Quadrature Gauss juga merupakan metode yang memiliki jumlah iterasi yang 

minimal terhadap penyelesaian keempat sistem persamaan nonlinear. Sedangkan 

dalam waktu penyelesaian terhadap keempat sistem persamaan nonlinear, metode 

Broyden merupakan metode yang memiliki running-time yang paling singkat. 

 

5.2. Saran 

 

Berdasarkan penelitian yang dilakukan, maka terdapat beberapa saran untuk 

kemajuan penelitian ini di masa mendatang antara lain : 

1. Penelitian ini hanya membahas dua aplikasi sistem persamaan nonlinear yaitu 

pada heat exchanger dan CSTR. Diharapkan penelitian selanjutnya dapat 

mengaplikasikannya dalam permasalahan yang lainnya 

2. Metode dalam penyelesaian sistem persamaan nonlinar hanya digunakan 

metode Newton, metode Broyden dan metode Quadrature Gauss. Diharapkan 

penelitian selanjutnya dapat menggunakan metode yang lainnya.
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