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ABSTRACT

(α, β)-LIE DERIVATION ON A LIE ALGEBRA

by

Nafdhatulil Sholeha

Lie derivation is a concept applied to a Lie algebra, with particular emphasis on the
(α, β)-derivation as a generalization involving two ring endomorphisms. The aim
of this research is to define (α, β)-Lie derivation and examine its relationship with
Lie derivations. In addition, examples and properties of (α, β)-Lie derivations are
presented. The results of this research are expected to enhance the understanding of
Lie algebra. Furthermore, this study makes a significant contribution to the theory of
Lie algebra by exploring the potential relationship between (α, β)-Lie derivations
and inner derivations, as well as their applications to the structure of ideals in Lie
algebras.

Keywords: Lie algebra, endomorphism, derivation, inner derivation, Lie derivation,
(α, β)-Lie derivation.



ABSTRAK

DERIVASI-(α, β) LIE PADA SUATU ALJABAR LIE

oleh

Nafdhatulil Sholeha

Derivasi Lie adalah konsep yang diterapkan pada suatu aljabar Lie, dengan
penekanan khusus pada derivasi-(α, β) sebagai generalisasi yang melibatkan
dua endomorfisma ring. Tujuan penelitian ini adalah untuk mendefinisikan
derivasi-(α, β) Lie serta mengkaji hubungannya dengan derivasi Lie. Selain itu,
diberikan contoh dan sifat-sifat derivasi-(α, β) Lie. Hasil penelitian ini diharapkan
dapat meningkatkan pemahaman mengenai aljabar Lie. Selain itu, penelitian ini
memberikan kontribusi signifikan terhadap teori aljabar Lie dengan mengeksplorasi
hubungan potensial antara derivasi-(α, β) Lie dan derivasi inner, serta aplikasinya
pada struktur ideal pada aljabar Lie.

Kata-kata kunci: aljabar Lie, endomorfisma, derivasi, derivasi inner, derivasi Lie,
derivasi (α, β) Lie.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Derivasi merupakan konsep yang pertama kali diterapkan dalam kalkulus untuk
menggambarkan laju perubahan suatu fungsi. Konsep ini pertama kali diperkenalkan
oleh Newton pada tahun 1687 dan Leibniz pada tahun 1684 yang merintis dasar
analisis matematis modern. Dalam konsep kalkulus, derivasi berfungsi untuk menentu-
kan kemiringan garis singgung pada suatu kurva. Derivasi juga memiliki aplikasi
luas dalam berbagai bidang seperti fisika, ekonomi, dan teknik. Dalam bidang fisika,
derivasi digunakan untuk menggambarkan percepatan, kecepatan, dan perubahan
energi, sehingga memungkinkan para ilmuwan untuk memahami fenomena alam
secara lebih mendalam (Stewart, 2015).

Seiring berjalannya waktu, derivasi berkembang ke dalam aljabar abstrak, khususnya
dalam struktur aljabar seperti ring. Derivasi pada konteks ini adalah suatu fungsi yang
menjaga struktur dari ring dengan memenuhi sifat-sifat tertentu yang menyerupai
aturan turunan dalam kalkulus. Menurut Ashraf dkk., d disebut derivasi pada ring R

jika untuk setiap a, b ∈ R, d memenuhi aturan Leibniz yaitu, d(ab) = d(a)b+ ad(b)

(Ashraf dkk., 2006). Selain itu, konsep derivasi juga dikembangkan ke dalam bentuk
yang lebih umum seperti derivasi-(α, β). Derivasi-(α, β) adalah generalisasi dari
derivasi yang melibatkan dua endomorfisma α dan β dari ring R.

Derivasi juga berkembang pada struktur aljabar yang lain seperti aljabar Lie. Aljabar
Lie adalah struktur aljabar yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan operasi
perkalian yang disebut dengan bracket Lie, yang bersifat bilinear, antikomutatif,
dan memenuhi identitas Jacobi. Derivasi merupakan salah satu aspek penting pada
aljabar Lie.
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Banyak penelitian yang telah dilakukan untuk mengkaji lebih dalam mengenai
derivasi pada struktur aljabar. Martindale, mengkaji derivasi Lie pada ring primitif
yang bertujuan untuk menyelidiki sifat-sifat khusus dari derivasi Lie, khususnya
dalam konteks ring nonkomutatif yang memiliki struktur lebih kompleks (Martindale,
1964). Selanjutnya Guven, mengkaji derivasi dalam ring prima, khususnya pada
(σ, τ )-derivasi, yang mempertimbangkan dua endomorfisma dan menambah pemaha-
man tentang variasi derivasi dalam konteks ring prima (Guven, 2008). Selanjutnya,
Wang meneliti derivasi Lie dan derivasi Jordan pada aljabar segitiga memberi- kan
wawasan baru mengenai perilaku derivasi dalam aljabar dengan struktur yang lebih
rumit (Wang, 2019).

Selanjutnya, Atteya (2020) mengkaji hubungan antara komutativitas dan derivasi
pada ring semiprima, memberikan wawasan baru tentang kondisi komutatif pada
struktur semiprima. Kemudian, Wani (2021) melakukan penelitian mengenai (φ,Ψ)-
derivasi pada ring semiprima dan aljabar Banach yang menghubungkan hasil-hasil
antara ring semiprima dan struktur analitik aljabar Banach. Selain itu, Khan dkk.
(2022) membahas teorema Herstein untuk ideal prima dalam ring dengan involusi
yang melibatkan sepasang derivasi, memperluas aplikasi teorema klasik dalam
aljabar. Adapun penelitian terbaru oleh Thomas dkk. (2024) yang membahas sifat
dan aplikasi derivasi pada berbagai jenis ring, seperti ring faktor dan ring hasil
kali Cartesian, dengan menghubungkan konsep tersebut dengan diferensiasi dalam
kalkulus.

Salah satu jenis derivasi yang menjadi fokus utama dalam penelitian ini adalah
derivasi Lie. Derivasi Lie adalah jenis derivasi yang memenuhi aturan Leibniz, yaitu
sifat khusus yang berkaitan dengan komutator dari dua derivasi. Menurut Humphreys
(1972), d disebut sebagai derivasi Lie jika untuk setiap x dan y ∈ g, untuk suatu
aljabar Lie g, berlaku d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)], dengan [x, y] merupakan
bracket Lie.

Hingga saat ini, kajian mengenai hubungan antara derivasi Lie dan derivasi-(α, β)
Lie masih belum banyak dieksplorasi oleh para peneliti. Oleh karena itu, dalam
penelitian ini akan dilakukan kajian mengenai sifat-sifat dari derivasi-(α, β) Lie
dalam suatu aljabar Lie. Selain itu, penelitian ini juga akan menyajikan contoh-
contoh derivasi-(α, β) Lie pada suatu aljabar Lie.
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1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini sebagai berikut:

1) mendefinisikan derivasi-(α, β) Lie pada suatu aljabar Lie,

2) menyelidiki kaitan derivasi-(α, β) Lie dan derivasi Lie,

3) mengkontruksi contoh-contoh derivasi-(α, β) Lie,

4) menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) Lie.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini sebagai berikut:

1) menambah pengetahuan serta memperdalam pengetahuan mengenai aljabar Lie
dan derivasi Lie,

2) mengembangkan penerapan derivasi-(α, β) Lie dengan menyelidiki sifat-sifat
aljabar Lie dan hubungan antara derivasi-(α, β) dengan derivasi Lie,

3) menjadi referensi bagi penelitian lanjutan dibidang aljabar dan teori aljabar Lie.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diuraikan konsep yang akan menjadi landasan teori dalam
penelitian ini. Konsep-konsep tersebut akan membentuk kerangka berpikir yang
menjelaskan definisi serta contoh-contohnya.

2.1 Grup

Grup merupakan himpunan yang dilengkapi dengan operasi biner. Sebelum membahas
tentang grup akan diberikan definisi tentang operasi biner yang digunakan dalam
pembentukan struktur grup.

Definisi 2.1.1 Diberikan himpunan tak kosong S. Operasi biner ∗ pada himpunan S

adalah fungsi dari S × S ke S.

∗ : S × S −→ S

(a, b) 7→ a ∗ b ∈ S,

untuk setiap (a, b) ∈ S × S (Fitriani dan Faisol, 2022).

Contoh 2.1.2 Operasi penjumlahan biasa pada himpunan bilangan bulat Z merupakan
operasi biner.

Setelah membahas tentang operasi biner, selanjutnya diberikan definisi grup.

Definisi 2.1.3 Grup ⟨G, ∗⟩ adalah himpunan tak kosong G dengan operasi biner ∗
yang memenuhi:

(i) operasi biner * bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, c ∈ G, berlaku (a ∗
b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c),
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(ii) terdapat elemen identitas e ∈ G, sehingga untuk setiap a ∈ G, berlaku e ∗ a =

a ∗ e = a,

(iii) untuk setiap a ∈ G, terdapat a−1 ∈ G, sehingga berlaku a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = 0

(Fitriani dan Faisol, 2022).

Definisi 2.1.4 Grup G dikatakan grup komutatif (grup Abel) jika operasi biner *
bersifat komutatif, yaitu a ∗ b = b ∗ a, untuk setiap a, b ∈ G (Fitriani dan Faisol,
2022).

Berikut ini akan diberikan contoh mengenai grup.

Contoh 2.1.5 Diberikan himpunan bilangan bulat Z. Akan ditunjukkan ⟨Z,+⟩
merupakan grup.

(i) Akan ditunjukkan + bersifat tertutup di Z. Untuk setiap a, b ∈ Z, berlaku
a+ b ∈ Z.

(ii) Akan ditunjukkan + bersifat asosiatif di Z. Untuk setiap a, b, c ∈ Z, berlaku
a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

(iii) Terdapat elemen identitas yaitu 0 ∈ Z, sehingga untuk setiap a ∈ Z, berlaku
a+ 0 = a.

(iv) Untuk setiap a ∈ Z, terdapat inversnya yaitu −a, sehingga a+ (−a) = 0

(v) Untuk setiap a, b ∈ Z, berlaku a+ b = b+ a ∈ Z.

Jadi ⟨Z,+⟩ adalah grup komutatif.

Selanjutnya akan diberikan definisi dan contoh mengenai homomorfisma dan endomor-
fisma grup.

Definisi 2.1.6 Suatu pemetaan f : G → G′ dari ⟨G, ∗⟩ ke ⟨G′, ∗⟩ dinamakan
homomorfisma grup jika berlaku

f(a ∗ b) = f(a) ∗ f(b),

untuk setiap a, b ∈ G (Wiyono dan Siswanto, 2023).
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Berikut ini diberikan contoh homomorfisma grup.

Contoh 2.1.7 Diberikan grup ⟨Z,+⟩. Untuk setiap x, y ∈ G, didefinisikan pemetaan
σ : Z → Z dengan σ(a) = 6a. Akan ditunjukkan σ merupakan homomorfisma.

Diberikan sebarang a, b ∈ Z.

σ(a+ b) = 6(a+ b) = 6a+ 6b = σ(a) + σ(b).

Jadi, untuk setiap a, b ∈ Z diperoleh σ(a + b) = σ(a) + σ(b). Oleh karena itu, σ
merupakan homomorfisma dari Z ke dirinya sendiri.

Berikut akan diberikan definisi endomorfisma grup.

Definisi 2.1.8 Diberikan grup G. Pemetaan ϕ : G → G yang memenuhi:

ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ∗ ϕ(b)

untuk setiap a, b ∈ G disebut endomorfisma (Citra dan Suryoto, 2011).

Berikut ini diberikan contoh endomorfisma grup.

Contoh 2.1.9 Diberikan grup ⟨Z,+⟩ grup. Didefinisikan σ : Z → Z yaitu σ(x) =

2x, untuk setiap x ∈ Z. Akan ditunjukkan bahwa σ adalah endomorfisma grup.
Diberikan sebarang x, y ∈ Z. Berlaku:

σ(x+ y) = 2(x+ y) = 2x+ 2y = σ(x) + σ(y).

Jadi, σ merupakan endomorfisma grup.

Selanjutnya diberikan definisi automorfisma grup.

Definisi 2.1.10 Diberikan grup ⟨G, ∗⟩. Pemetaan θ : G → G disebut automorfisma
grup dari G ke dirinya sendiri jika θ adalah homomorfisma yang bijektif (Surodjo
dan Susanti, 2024).

Berikut ini akan diberikan contoh automorfisma grup.

Contoh 2.1.11 Diketahui grup ⟨Q,+⟩. Didefinisikan pemetaan sebagai berikut:

α : Q → Q
x 7→ α(x) = 12x,
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untuk setiap x ∈ Q.
Akan ditunjukkan bahwa α merupakan suatu pemetaan. Diberikan x1, x2 ∈ Q
dengan kondisi x1 = x2. Berlaku:

α(x1) = 12x1

= 12x2

= α(x2).

Jadi, α adalah pemetaan.

Akan ditunjukkan bahwa α homomorfisma grup. Diberikan sebarang x1, x2 ∈ Q.
Berlaku:

α(x1 + x2) = 12(x1 + x2)

= 12x1 + 12x2

= α(x1) + α(x2).

Jadi, α adalah homomorfisma grup.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa α homomorfisma injektif. Diberikan sebarang
x1, x2 ∈ Q dengan kondisi α(x1) = α(x2). Berlaku:

α(x1) = α(x2)

12x1 = 12x2

diperoleh x1 = x2. Jadi α merupakan homomorfisma injektif.

Selanjutnya, akan ditunjukkan α merupakan homomorfisma surjektif. Diberikan
sebarang w ∈ Q. Terdapat x = 1

12
w ∈ Q, sehingga berlaku:

α(x) = 12x

= 12
( 1

12
w
)

= w.

Jadi, α merupakan homomorfisma surjektif.
Karena α adalah homomorfisma injektif dan surjetif, diperoleh α merupakan homomorfisma
bijektif. Jadi, α adalah automorfisma grup.
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2.2 Ring

Ring merupakan salah satu konsep dasar yang digunakan dalam berbagai cabang
matematika, termasuk teori bilangan, aljabar abstrak, dan geometri. Ring juga
memainkan peran penting dalam teori representasi dan analisis struktur modul,
serta digunakan dalam mempelajari ruang vektor dan aljabar linear.

Sebelumnya akan diberikan terlebih dahulu definisi ring.

Definisi 2.2.1 Diberikan himpunan tak kosong R. Didefinisikan dua operasi biner +
dan ·, yang disebut operasi penjumlahan dan perkalian. ⟨R,+, ·⟩ disebut ring jika
memenuhi:

(i) ⟨R,+⟩ merupakan grup komutatif;

(ii) operasi perkalian di R bersifat asosiatif, yaitu:

(a · b) · c = a · (b · c)

untuk setiap a, b, c ∈ R;

(iii) operasi penjumlahan dan perkalian di R bersifat:

(a) distributif kiri:
a · (b+ c) = a · b+ a · c

untuk setiap a, b, c ∈ R,

(b) distributif kanan:
(a+ b) · c = a · c+ b · c

untuk setiap a, b, c ∈ R,

(Wahyuni dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh ring.

Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan bilangan bulat Z. Akan ditunjukkan ⟨Z,+, ·⟩
merupakan ring.

(i) Akan ditunjukkan ⟨Z,+⟩ merupakan grup komutatif sebagai berikut:

a. untuk setiap a, b ∈ Z, berlaku a+ b ∈ Z;

b. untuk setiap a, b, c ∈ Z, berlaku a+ (b+ c) = (a+ b) + c;
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c. terdapat elemen identitas 0 ∈ Z, sehingga untuk setiap a ∈ Z, a+ 0 = a;

d. untuk setiap a ∈ Z, inversnya yaitu −a, sehingga a+ (−a) = 0;

e. untuk setiap a, b ∈ Z, berlaku a+ b = b+ a;

(ii) untuk setiap a, b, c ∈ Z, berlaku (a · b) · c = a · (b · c);

(iii) a. untuk setiap a, b, c ∈ Z, berlaku a · (b+ c) = a · b+ a · c;

b. untuk setiap a, b, c ∈ Z, berlaku (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Jadi, ⟨Z,+, ·⟩ merupakan ring.

Selanjutnya diberikan definisi lapangan (field).

Definisi 2.2.3 Diberikan himpunan tak kosong F yang dilengkapi dengan dua operasi
biner, yaitu penjumlahan dan perkalian. ⟨F,+, ·⟩ disebut lapangan jika memenuhi
aksioma berikut:

(i) ⟨F,+⟩ merupakan grup komutatif,

(ii) terhadap operasi perkalian berlaku:

(a) untuk setiap a, b ∈ F , berlaku a · b ∈ F ;

(b) untuk setiap a, b, c ∈ F , berlaku (a · b) · c = a · (b · c) ∈ F ;

(c) terdapat elemen identitas 1 ∈ F , untuk setiap a ∈ F , berlaku 1 · a =

a · 1 = a;

(d) untuk setiap a ∈ F , terdapat a−1 ∈ F , berlaku a · a−1 = a−1 · a = 1,

(iii) operasi penjumlahan dan perkalian di F berlaku hukum distributif, yaitu:

(a) untuk setiap a, b, c ∈ F berlaku a(b+ c) = ab+ ac;

(b) untuk setiap a, b, c ∈ F berlaku (a+ b)c = ac+ bc,

(Andari, 2017).

Berikut ini diberikan contoh lapangan.

Contoh 2.2.4 Diberikan himpunan R dan dua operasi biner yaitu penjumlahan dan
perkalian bilangan. Akan ditunjukkan ⟨R,+, ·⟩ adalah lapangan.

(i) ⟨R,+⟩ merupakan grup komutatif;
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(ii) (a) untuk setiap a, b ∈ R, berlaku a · b ∈ R;

(b) untuk setiap a, b, c ∈ R berlaku (a · b) · c = a · (b · c) ∈ R;

(c) untuk setiap a ∈ R berlaku a · 1 = 1 · a = a;

(d) untuk setiap a ∈ R, terdapat invers perkalian a−1 ∈ R yang memenuhi
a · a−1 = 1;

(iii) (a) untuk setiap a, b, c ∈ R berlaku a · (b+ c) = (a · b) + (a · c);

(b) untuk setiap a, b, c ∈ R berlaku (a+ b) · c = (a · c) + (b · c).

Jadi, ⟨R,+, ·⟩ merupakan lapangan.

Selanjutnya diberikan definisi homomorfisma pada ring.

Definisi 2.2.5 Diberikan ring ⟨R1,+1, ·1⟩ dan ⟨R2,+2, ·2⟩ dengan pemetaan f :

R1 → R2. Pemetaan f disebut homomorfisma ring apabila memenuhi:

(i) f(x+1 y) = f(x) +2 f(y),

(ii) f(x ·1 y) = f(x) ·2 f(y),

untuk setiap x, y ∈ R (Wahyuni dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh mengenai homomorfisma ring.

Contoh 2.2.6 Diberikan ring ⟨Z,+, ·⟩ dan ⟨Z6,+6, ·6⟩. Didefinisikan pemetaan µ :

Z → Z6, yaitu µ(n) = n̄, untuk setiap n ∈ Z. Karena untuk setiap n1, n2 ∈ Z
berlaku:

(i) µ(n1 + n2) = µ(n1) +6 µ(n2),

(ii) µ(n1 · n2) = µ(n1) ·6 µ(n2),

µ merupakan homomorfisma ring (Wahyuni dkk., 2021).

Selanjutnya, diberikan definisi endomorfisma pada ring.

Definisi 2.2.7 Homomorfisma dari ring ke dirinya sendiri, yaitu pemetaan f : R →
R disebut endomorfisma ring (Wahyuni dkk., 2021).
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Berikut ini akan diberikan contoh endomorfisma ring.

Contoh 2.2.8 Diberikan ring ⟨Z,+, ·⟩ dengan pemetaan f : Z → Z dengan f(n) =

n. Diberikan sebarang n1, n2 ∈ Z, berlaku:

(i) f(n1 + n2) = (n1 + n2) = n1 + n2 = f(n1) + f(n2),

(ii) f(n1 · n2) = (n1 · n2) = n1 · n2 = f(n1) · f(n2).

Jadi, f merupakan endomorfisma pada ring.

2.3 Ruang Vektor

Pada bagian ini akan dibahas mengenai ruang vektor dan transformasi linear serta
jenis-jenis dari tranformasi linear. Berikut ini akan diberikan definisi ruang vektor.

Definisi 2.3.1 Diberikan lapangan F . Ruang vektor atas F adalah himpunan tak
kosong V bersama dua operasi, operasi pertama disebut penjumlahan yang dinotasikan
dengan +,

+ : V × V → V ,

dengan (u, v) 7→ u+ v ∈ V , untuk setiap u, v ∈ V ;
operasi kedua disebut perkalian skalar

· : F × V → V ,

dengan (r, u) 7→ ru ∈ V , untuk setiap r ∈ F, u ∈ V ,
yang memenuhi beberapa aksioma, yaitu untuk setiap u, v, w ∈ V berlaku:

(i) u+ (v + w) = (u+ v) + w;

(ii) u+ v = v + u;

(iii) terdapat 0 ∈ V , sehingga untuk setiap u ∈ V , berlaku 0 + u = u+ 0 = u;

(iv) untuk setiap u ∈ V , terdapat −u ∈ V , berlaku u+ (−u) = (−u) + u = 0;

(v) untuk setiap a, b ∈ F dan u, v ∈ V , berlaku:
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a(u+ v) = au+ av

(a+ b)u = au+ bu

(ab)u = a(bu)

1u = u

(Roman, 2008).

Berikut ini diberikan contoh ruang vektor.

Contoh 2.3.2 Diberikan lapangan F . Himpunan F F = {f |f : F → F, f fungsi}
merupakan ruang vektor atas F , terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar
berikut:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

dan
(af)(x) = a(f(x)),

untuk setiap f, g ∈ F F dan a, x ∈ F .
Akan ditunjukkan F F merupakan ruang vektor atas F .

(i) Diberikan u, v, w ∈ FF , akan ditunjukkan bahwa u+ (v + w) = (u+ v) + w.
Sehingga,

(u+ (v + w))(x) = u(x) + (v + w)(x)

= u(x) + (u(v) + w(x))

= (u(x) + v(x)) + w(x)

= (u+ v)(x) + w(x)

= ((u+ v) + w)(x).

Jadi, sifat asosiatif pada operasi penjumlahannya terpenuhi.

(ii) Diberikan u, v ∈ FF , akan ditunjukkan u+ v = v + u terpenuhi. Berlaku:

(u+ v)(x) = u(x) + v(x)

= v(x) + u(x)

= (v + u)(x).

Jadi, sifat komutatif pada operasi penjumlahannya terpenuhi.
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(iii) Didefinisikan fungsi nol 0F ∈ F F , dengan 0F (x) = 0, untuk setiap x ∈ F .
Untuk setiap u ∈ F F diperoleh:

(0F + u)(x) = 0F (x) + u(x) = 0 + u(x) = u(x)

dan

(u+ 0F )(x) = u(x)0F (x) = u(x) + 0 = u(x).

Dengan demikian, 0F + u = u+ 0F = u, untuk setiap u ∈ F F .

(iv) Untuk setiap u ∈ F F didefinisikan fungsi −u ∈ F F , dengan (−u)(x) =

−u(x). Diperoleh:

(u+ (−u))(x) = u(x) + (−u)(x) = u(x)− u(x) = 0

dan

((−u) + u)(x) = (−u)(x) + u(x) = −u(x) + u(x) = 0.

Dengan demikian, u+ (−u) = (−u) + u = 0F , untuk setiap u ∈ F F .

(v) Diberikan a ∈ F dan u, v ∈ F F . Berlaku:
(a(u+ v))(x) = a((u+ v)(x))

= a(u(x) + v(x))

= au(x) + av(x)

= (au)(x) + (av)(x)

= (au+ av)(x).

(vi) Diberikan a, b ∈ F , u ∈ F F , dan x ∈ F . Akan ditunjukkan bahwa (a+ b)u =

au+ bu. Akibatnya,

((a+ b)u)(x) = (a+ b)(u(x))

= au(x) + bu(x)

= (au)(x) + (bu)(x)

= (au+ bu)(x).

Jadi, distribusi perkalian skalar terhadap penjumlahan skalar terpenuhi.
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(vii) Diberikan a, b ∈ F dan u ∈ F F , akan ditunjukkan bahwa (ab)u = a(bu).
Sehingga,

((ab)u)(x) = (ab)(u(x)) = a(b(u(x))) = (a(bu))(x).

Jadi, sifat asosiatif pada perkalian skalar terpenuhi.

(viii) Untuk setiap u ∈ F F , akan ditunjukkan bahwa 1u = u. Berlaku:

(1u)(x) = 1(u(x)) = u(x).

Jadi, elemen identitas pada perkalian skalar terpenuhi.

Dengan demikian, F F merupakan ruang vektor atas F .

Selanjutnya, akan diberikan definisi transformasi linear.

Definisi 2.3.3 Diberikan suatu fungsi T : V → W dari ruang vektor V ke ruang
vektor W dinamakan transformasi linear jika memenuhi:

(i) T (u+ v) = T (u) + T (v),

(ii) T (ku) = kT (u),

untuk setiap u, v ∈ V dan k ∈ F (Abidin, 2014).

Dalam kasus spesifik dengan V = W , pemetaan linear T : V → V disebut sebagai
operator linear pada V . Himpunan semua pemetaan linear dari V ke W dinotasikan
dengan L(V,W ) dan himpunan semua operator linear dinotasikan dengan End(V )

atau gl(V ) (Utama dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh transformasi linear.

Contoh 2.3.4 Diberikan fungsi T : R2 → R2 yang didefinisikan dengan T (x, y) =

(2x+ y, x− y), untuk setiap (x, y) ∈ R2.

(i) Diberikan sebarang u = (x1, y1) dan v = (x2, y2), maka u+v = (x1+x2, y1+

y2) sehingga:
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T (u+ v) = T (x1 + x2, y1 + y2)

= (2(x1 + x2) + (y1 + y2), (x1 + x2)− (y1 + y2))

= (2x1 + 2x2 + y1 + y2, x1 + x2 − y1 − y2)

= (2x1 + y1, x1 − y1) + (2x2 + y2, x2 − y2)

= T (u) + T (v).

(ii) Diberikan sebarang k ∈ F dan u = (x1, y1) ∈ R2. Berlaku ku = (kx1, ky1)

sehingga:

T (ku) = T (kx1, ky1)

= (2kx1 + ky1, kx1 − ky1)

= k(2x1 + y1, x1 − y1)

= kT (u).

Jadi, T merupakan transformasi linear.

Selanjutnya akan diberikan jenis-jenis transformasi linear.

Definisi 2.3.5 Transformasi linear T : V → W dikatakan injektif jika T merupakan
pemetaan yang injekif, yaitu untuk setiap u, v ∈ V . Jika T (u) = T (v) maka
u = v. Transformasi linear T : V → W dikatakan surjektif jika T merupakan
pemetaan yang surjekif, yaitu untuk setiap u ∈ W terdapat v ∈ V sehingga u =

T (v). Transformasi linear yang sekaligus bersifat injektif dan surjektif disebut
sebagai transformasi linear bijektif.

Berikut ini diberikan contoh transformasi linear injektif.

Contoh 2.3.6 Diberikan T : R2 → R3 dengan:

T

([
x1

x2

])
=

 x1 + x2

4x2

2x1 − x2,

, untuk setiap

[
x1

x2

]
∈ R2.

Diberikan sebarang x =

[
x1

x2

]
, y =

[
y1

y2

]
∈ R2 dengan T (x) = T (y). Diperoleh:

 x1 + x2

4x2

2x1 − x2.

 =

 y1 + y2

4y2

2y1 − y2

,
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sehingga x2 = y2 yang berakibat x1 = y1. Akibatnya x = y. Jadi, T merupakan
transformasi linear injektif.

Berikut ini diberikan contoh transformasi linear surjektif.

Contoh 2.3.7 Didefinisikan T : R2 → R2 sebagai:

T

([
x1

x2

])
=

[
x1 + x2

2x1 − x2

]
,

untuk setiap untuk setiap

[
x1

x2

]
∈ R2. Untuk menunjukkan T adalah surjektif,

akan diperiksa bahwa untuk setiap

[
y1

y2

]
∈ R2 terdapat

[
x1

x2

]
∈ R2 sehingga

T

([
x1

x2

])
=

[
y1

y2

]
. Dari definisi T , diperoleh persamaan:

x1 + x2 = y1; (2.1)

2x1 − x2 = y2. (2.2)

Dengan menjumlahkan dan mengeliminasi Persamaan (2.1) dan (2.2), diperoleh:

x1 =
y1 + y2

3
, x2 =

2y1 − y2
3

.

Diperoleh solusi x1 dan x2 selalu ada untuk setiap y1, y2 ∈ R2. Jadi, T bersifat
surjektif.

Berikut ini diberikan contoh transformasi linear bijektif.

Contoh 2.3.8 Didefinisikan T : R2 → R2 sebagai:

T

([
x1

x2

])
=

[
3x1 − 2x2

4x1 + x2

]
,

untuk setiap

[
x1

x2

]
∈ R2.
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(i) Akan diselidiki bahwa T (x) = T (y) berakibat x = y. Jika T (x) = T (y),
maka: [

3x1 − 2x2

4x1 + x2

]
=

[
3y1 − 2y2

4y1 + y2

]
.

Diperoleh persamaan:

3x1 − 2x2 = 3y1 − 2y2,

4x1 + x2 = 4y1 + y2.

Akibatnya,

x1 = y1 dan x2 = y2.

Jaadi, x = y, yang menunjukkan bahwa T bersifat injektif.

(ii) Transformasi T bersifat surjektif jika setiap elemen

[
y1

y2

]
∈ R2, memiliki

prepeta

[
x1

x2

]
∈ R2. Matriks transformasi T adalah

A =

[
3 −2

4 1

]
.

Akan dihitung determinan A sebagai berikut:

det(A) = (3)(1)− (−2)(4) = 3 + 8 = 11 ̸= 0.

Karena det(A) ̸= 0, matriks A invertibel. Akibatnya T bersifat surjektif.

Karena T bersifat injektif dan surjektif, maka T adalah bijektif.

Selanjutnya diberikan definisi isomorfisma pada ruang vektor.

Definisi 2.3.9 Diberikan ruang vektor V dan W . Pemetaan f : V → W dikatakan
isomorfisma jika memenuhi:

1. untuk setiap u, v ∈ V dan c ∈ F , berlaku:

f(u+ v) = f(u) + f(v) dan f(cu) = cf(u),
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2. pemetaan f merupakan pemetaan yang bijektif

(Handaru, dkk.).

Berikut ini diberikan contoh isomorfisma pada ruang vektor.

Contoh 2.3.10 Diberikan ruang vektor R2. Didefinisikan pemetaan f : R2 → R2,
dengan:

f(x, y) = (2x, 3y)

untuk setiap (x, y) ∈ R2. Akan ditunjukkan f merupakan isomorfisma.

1. Diberikan sebarang (x, y) ∈ R2. Berlaku:

f((x1, y1) + (x2, y2)) = f(x1 + x2, y1 + y2)

= (2(x1 + x2), 3(y1 + y2))

= (2x1, 3y1) + (2x2, 3y2)

f(c(x, y)) = f(cx, cy)

= (2cx, 3cy)

= c(2x, 3y)

= cf(x, y)

Jadi, sifat linearitas terpenuhi.

2. Akan ditunjukkan f bijektif.

(a) Akan ditunjukkan f injektif. Diberikan f(x1, y1) = f(x2, y2), yang
berakibat (2x1, 3y1) = (2x2, 3y2). Diperoleh:

2x1 = 2x2 ⇒ x1 = x2

3y1 = 3y2 ⇒ y1 = y2.

Karena x1 = x2 dan y1 = y2, jadi f bersifat injektif.

(b) Akan ditunjukkan f surjektif. Diberikan sebarang (a, b) ∈ R2 terdapat
(x, y) ∈ R2, dengan x = a

2
dan y = b

3
. Diperoleh f(x, y) = (a, b).
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Karena f bersifat injektif dan surjektif, jadi f bersifat bijektif.

Karena f memenuhi kedua aksioma, oleh karena itu f adalah isomorfisma.

Selanjutnya diberikan definisi kombinasi linear.

Definisi 2.3.11 Diberikan suatu ruang vektor V atas lapangan F dan v1, ..., vm ∈ V .
Setiap vektor dalam V dalam bentuk a1v1+a2v2+ ...+amvm dengan ai ∈ F disebut
kombinasi linear dari v1, ..., vm (Rasyad, 2003).

Berikut ini diberikan contoh kombinasi linear.

Contoh 2.3.12 Diberikan vektor-vektor e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)

di ruang vektor di R3. Untuk setiap vektor (a, b, c) ∈ R3 merupakan kombinasi
linear dari ei, yaitu:

(a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1)

= ae1 + be2 + ce3.

2.4 Aljabar Lie

Pada bagian ini, dibahas mengenai konsep dan karakteristik dari aljabar Lie. Namun,
sebelum itu diberikan beberapa definisi yang berkaitan dengan aljabar Lie seperti
pemetaan bilinear.

Berikut ini akan diberikan definisi pemetaan bilinear.

Definisi 2.4.1 Diberikan sebarang ruang vektor V atas lapangan F . Pemetaan bilinear
pada V adalah suatu fungsi

⟨−,−⟩: V × V → V

(x, y) 7→ ⟨x, y⟩

yang memenuhi sifat linear kanan dan kiri, yaitu:

⟨αx+ βx′, y⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨x′, y⟩

⟨x, αy + βy′⟩ = α⟨x, y⟩+ β⟨x, y′⟩
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untuk setiap x, x′, y, y′ ∈ V dan α, β ∈ F (Utama dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh pemetaan bilinear.

Contoh 2.4.2 Diberikan ruang vektor R atas lapangan R. Didefinisikan pemetaan
ϕ : R × R → R dengan rumus ϕ(x, y) = 2xy. Akan ditunjukkan pemetaan ϕ

merupakan pemetaan bilinear.

(i) Diberikan sebarang x1, x2, y ∈ R, berlaku:

ϕ(x1 + x2, y) = 2(x1 + x2)y

= 2x1y + 2x2y

= ϕ(x1, y) + ϕ(x2, y).

(ii) Diberikan sebarang x, y1, y2 ∈ R, berlaku

ϕ(x, y1 + y2) = 2x(y1 + y2)

= 2xy1 + 2xy2

= ϕ(x, y1) + ϕ(x, y2).

Jadi, ϕ adalah pemetaan bilinear (Ruhama, 2012).

Selanjutnya akan diberikan definisi bracket Lie dan aljabar Lie.

Definisi 2.4.3 Diberikan ruang vektor g atas lapangan F . Suatu pemetaan bilinear
g× g → g, (x, y) 7→ [x, y] disebut bracket Lie pada g jika dan hanya jika:

(i) untuk setiap x, y ∈ g berlaku [x, y]= - [y, x],

(ii) untuk setiap x, y, z ∈ g berlaku [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [z, x]].

Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan bracket Lie disebut sebagai aljabar Lie
(Utama dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh aljabar Lie.

Contoh 2.4.4 Diberikan ruang vektor M2(R). Didefinisikan operasi bracket Lie
untuk setiap X, Y ∈ M2(R) sebagai [X, Y ] = XY − Y X . Akan ditunjukkan
M2(R) memenuhi sifat-sifat bracket Lie dan merupakan suatu aljabar Lie.

(i) Untuk setiap X, Y ∈ M2(R) berlaku
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[X, Y ] = XY − Y X = −(Y X −XY ) = −[Y,X].

Jadi, sifat antisimetri terpenuhi.

(ii) Untuk setiap X, Y, Z ∈ M2(R), berlaku

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

(i) Akan diselidiki [X, [Y, Z]]. Dari definisi bracket Lie, [Y, Z] = Y Z−ZY ,
diperoleh:

[X, [Y, Z]] = X(Y Z − ZY )− (Y ZZY )X

= XY Z −XZY − Y ZX + ZY X.

(ii) Akan diselidiki [Y, [Z,X]]. Dari definisi bracket Lie, [Z,X] = ZX−XZ,
diperoleh:

[Y, [Z,X]] = Y (ZX −XZ)− (ZX −XZ)Y

= Y ZX − Y XZ − ZXY +XZY.

(iii) Akan diselidiki [Z, [X, Y ]]. Dari definisi bracket Lie, [X, Y ] = XY −
Y X , diperoleh:

[Z, [X, Y ]] = Z(XY − Y X)− (XY − Y X)Z

= ZXY − ZY X −XY Z + Y XZ.

Selanjutnya, jumlahkan semua hasil yang diperoleh. Sehingga diperoleh hasil
akhir adalah:

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

Jadi, identitas Jacobi terpenuhi.

Dengan demikian, M2(R) memenuhi sifat-sifat bracket Lie dan merupakan suatu
aljabar Lie.

Setelah diberikan contoh mengenai aljabar Lie, selanjutnya diberikan sifat-sifat
aljabar Lie pada Teorema 2.4.5.

Teorema 2.4.5 Diberikan suatu aljabar Lie g, berlaku
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(a) [x, x] = 0, untuk setiap x ∈ g;

(b) [x, [y, z]] + [y, [x, z]] + [z, [x, y]] = 0, untuk setiap x, y, z ∈ g;

(c) [x, 0] = 0 = [0, x], untuk setiap x ∈ g;

(Utama dkk., 2021).

Bukti.

(a) Dari Definisi 2.4.3, diberikan sifat antisimetris dari operasi [x, y], yaitu [x, y] =

−[y, x]. Diberikan x = y, maka diperoleh [x, x] = −[x, x]. Artinya, satu-satunya
cara agar persamaan ini benar adalah jika [x, x] = 0, maka untuk setiap x ∈ g

berlaku [x, x] = 0.

(b) Diberikan identitas Jacobi yang dinyatakan sebagai:

[x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]] (2.4.1)

Kemudian ditulis kembali identitas Jacobi dalam bentuk yang berbeda,

[x, [y, z]] = −[z, [x, y]]− [y, [x, z]] (2.4.2)

Ini mengikuti langsung dari sifat antisimetri, yaitu [a, b] = −[b, a]. Selanjutnya
akan dijumlahkan identitas Jacobi yang diperoleh pada persamaan (2.4.2):

[x, [y, z]] + [y, [x, z]] + [z, [x, y]] = 0.

(c) Akan ditunjukkan untuk setiap x ∈ g berlaku [x, 0] = 0 = [0, x]. Dari bagian
(a) diperoleh pernyataan [x, x] = 0. Pertama, [x, x] = [x + 0, x]. Dari sifat
bilinearnya, diketahui bahwa [x + 0, x] = [x, x] + [0, x]. Karena [x, x] = 0,
dapat ditulis 0 = 0 + [0, x]. Diperoleh [0, x] = 0.

Selanjutnya, akan ditunjukkan juga untuk setiap x ∈ g berlaku [x, x] = [x, x+0].
Dari sifat bilinear yang sama, dapat ditulis [x, x+ 0] = [x, x] + [x, 0]. Karena
[x, x] = 0, diperoleh 0 = 0 + [x, 0]. Diperoleh [x, 0] = 0. Oleh karena itu,
diperoleh kesimpulan bahwa untuk setiap x ∈ g, berlaku

[x, 0] = 0 = [0, x].
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■

Berikut ini diberikan contoh ilustrasi untuk bagian (b) pada Teorema 2.4.5 dengan
melibatkan aljabar Lie so(3). Didefinisikan so(3) = {A ∈ M3(R | AT = −A}.

Contoh 2.4.6 Diberikan aljabar Lie so(3), yang mempresentasikan rotasi di ruang
tiga dimensi. Aljabar Lie so(3) terdiri dari M3×3, yaitu: 0 −a −b

a 0 −c

−b c 0

 .

Aljabar Lie so(3) memiliki tiga elemen basis yang biasanya disebut sebagai J1, J2, J3,
yaitu:

J1 =

0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , J2 =

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , J3 =

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 .

Elemen basis tersebut memenuhi relasi komutator sebagai berikut:

[J1, J2] = J3, [J2, J3] = J1, [J3, J1] = J2.

Diperoleh identitas Jacobi:

[J1, [J,J3]] + [J2, [J3, J1]] + [J3, [J1, J2]] = 0.

Akan dihitung bagian-bagian dari identitas Jacobi:

1. Diketahui [J2, J3] = J1. Dari Teorema 2.4.5 diperoleh pernyataan [x, x] = 0,
oleh karena itu [J1, [J2, J3]] = [J1, J1] = 0.

2. Diketahui [J3, J1] = J2. Dari Teorema 2.4.5 diperoleh pernyataan [x, x] = 0,
oleh karena itu [J2, [J3, J1]] = [J2, J2] = 0.

3. Diketahui [J1, J2] = J3. Dari Teorema 2.4.5 diperoleh pernyataan [x, x] = 0,
oleh karena itu [J3, [J1, J2]] = [J2, J2] = 0.

Selanjutnya,

[J1, [J,J3]] + [J2, [J3, J1]] + [J3, [J1, J2]] = 0 + 0 + 0 = 0

Jadi, identitas Jacobi terpenuhi.
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2.5 Derivasi

Derivasi pada ring dapat dipahami sebagai fungsi yang mengukur perubahan elemen-
elemen dalam ring tersebut terhadap operasi aljabar tertentu. Konsep ini mirip
dengan konsep turunan dalam kalkulus, namun derivasi di sini berlaku pada struktur
aljabar ring.

Definisi 2.5.1 Diberikan ring R. Pemetaan aditif d : R → R dinamakan derivasi
pada R jika:

d(ab) = d(a)b+ ad(b),

untuk setiap a, b ∈ R (Ali dkk., 2024).

Pada ring R jika didefinisikan suatu pemetaan d dari R ke R, untuk setiap a, b ∈ R

yang memenuhi:

(i) d(a+ b) = d(a) + d(b),

(ii) d(ab) = d(a)b+ ad(b),

disebut sebagai derivasi pada R.

Berikut ini diberikan contoh derivasi.

Contoh 2.5.2 Diberikan himpunan bilangan real R. Didefinisikan d : R → R
sebagai berikut:

d(x) = 0, untuk setiap x ∈ R.

Akan ditunjukkan d merupakan derivasi pada R.

(i) Akan ditunjukkan d merupakan pemetaan aditif. Diberikan sebarang a, b ∈ R.
Diperoleh:

d(a+ b) = 0 = 0 + 0 = d(a) + d(b)

Jadi, d merupakan pemetaan aditif.

(ii) Akan ditunjukkan d memenuhi aturan Leibniz. Diberikan sebarang a, b ∈ R.
Diperoleh:
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d(ab) = 0 = 0 · b+ a · 0 = d(a)b+ ad(b)

Jadi, aturan Leibniz terpenuhi.

Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa d merupakan derivasi pada ring.

Selanjutnya, diberikan contoh lain derivasi pada suatu ring.

Contoh 2.5.3 Diberikan ring

M2 (Z) =

{[
a b

c d

]
|a, b, c, d ∈ Z

}

dan pemetaan d : M2(Z) → M2(Z) dengan d

([
a b

c d

])
=

[
0 −b

c 0

]
, untuk setiap[

a b

c d

]
∈ M2(Z). Akan ditunjukkan d merupakan derivasi.

Diberikan sebarang

[
a b

c d

]
,

[
e f

g h

]
∈ M2(Z). Berlaku:

(i)

d

([
a b

c d

]
+

[
e f

g h

])
= d

([
a+ e b+ f

c+ g d+ h

])

=

[
0 −(b+ f)

c+ g 0

]

=

[
0 −b

c 0

]
+

[
0 −f

g 0

]

= d

([
a b

c d

])
+ d

([
e f

g h

])

Jadi, d merupakan pemetaan aditif.
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(ii)

d

([
a b

c d

][
e f

g h

])
= d

([
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

])

=

[
0 −(af + bh)

ce+ dg 0

]

=

[
0 −bh

ce 0

]
+

[
0 −af

dg 0

]

=

[
−bg −bh

ce cf

]
+

[
bg −af

dg −cf

]

=

[
0 −b

c 0

][
e f

g h

]
+

[
a b

c d

][
0 −f

g 0

]

= d

([
a b

c d

])[
e f

g h

]
+

[
a b

c d

]
d

([
e f

g h

])
.

Jadi, d memenuhi aturan Leibniz.

Diperoleh kesimpulan bahwa d merupakan derivasi (Ernanto, 2018).

2.6 Derivasi Inner

Pada bagian ini akan dibahas mengenai definisi dari derivasi inner.

Definisi 2.6.1 Diberikan suatu aljabar Lie g atas ruang vektor V . Suatu pemetaan
adx : g → g, untuk setiap x, y ∈ g yang didefinisikan dengan

adx(y) = [x, y] = xy − yx

disebut derivasi inner (Utama dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh derivasi inner.

Contoh 2.6.2 Diberikan ring M2(C) dan X =

[
a b

c d

]
∈ M2(C). Diberikan sebarang
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A =

[
e f

g h

]
∈ M2(C). Dapat didefinisikan derivasi inner dX(A):

dX(A) = XA− AX

=

[
a b

c d

][
e f

g h

]
−

[
e f

g h

][
a b

c d

]

=

[
ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

]
−

[
ea+ fc ebf + fd

ga+ hc gb+ hd

]

=

[
(ae+ bg)− (ea+ fc) (af + bh)− (eb+ fd)

(ce+ dg)− (ga− hc) (cf + dh)− (gb+ hd)

]
.

2.7 Derivasi-(α, β)

Pada bagian ini akan diberikan definisi derivasi-(α, β).

Definisi 2.7.1 Diberikan ring R, dan α serta β adalah dua endomorfisma pada R.
Suatu fungsi d : R → R disebut derivasi-(α, β) jika memenuhi kondisi berikut:

d(xy) = d(x)α(y) + β(x)d(y),

untuk setiap x, y ∈ R (Hong dan Wang, 2022).

Berikut ini diberikan contoh derivasi-(α, β).

Contoh 2.7.2 Diberikan R = M2(R). Didefinisikan dua endomorfisma α, β :

M2(R) → M2(R) sebagai:

α(B) = B, β(A) = A,

untuk setiap A,B ∈ M2(R) Didefinisikan derivasi d : M2(R) → M2(R) sebagai:

dC(A) = [C,A] = CA− AC,

dengan C ∈ M2(R). Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi-(α, β). Diperoleh:

dC(AB) = C(AB)− (AB)C

= CAB − ABC
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Di sisi lain,

dC(A)α(B) = (CA− AC)B = CAB − ACB

dan

β(A)dC(B) = A(CB −BC) = ACB − ABC.

Oleh karena itu,

dC(A)α(B) + β(A)dC(B) = (CAB − ACB) + (ACB − ABC)

= CAB − ABC.

Jadi, d merupakan derivasi-(α, β).

2.8 Derivasi Lie

Selanjutnya akan dibahas lebih lanjut mengenai derivasi Lie, yaitu sebuah pemetaan
linear pada suatu aljabar Lie yang memenuhi kondisi tertentu. Secara sederhana,
derivasi Lie adalah suatu operasi yang mengukur seberapa cepat suatu elemen dalam
aljabar Lie berubah dibawah pengaruh elemen lain.

Definisi 2.8.1 Diberikan aljabar Lie g. Suatu pemetaan aditif d : g → g disebut
derivasi Lie jika:

(i) d(x+ y) = d(x) + d(y);

(ii) d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)];

untuk setiap x, y ∈ g (Utama dkk., 2021).

Berikut ini diberikan contoh derivasi Lie.

Contoh 2.8.2 Diberikan aljabar Lie g merupakan aljabar Lie berdimensi 2 dengan
basis e1, e2 dan relasi komutator (bracket Lie) berikut:

[e1, e2] = e1

Didefinisikan pemetaan linear d sebagai berikut:
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d(e1) = 2e1, d(e2) = 3e2.

Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivasi Lie.

(i) Untuk setiap x, y ∈ g, didefinisikan x = pe1 + qe2 dan y = re1 + se2 dengan
p, q, r, s ∈ F . Bisa ditulis:

x+ y = (p+ r)e1 + (q + s)e2.

Selanjutnya, akan dihitung sisi kiri d(x+ y):

d(x+ y) = d((p+ r)e1 + (q + s)e2)

= d((p+ r)e1) + d((q + s)e2)

= (p+ r)d(e1) + (q + s)d(e2)

= (p+ r)(2e1) + (q + s)(3e2)

= 2(p+ r)e1 + 3(q + s)e2.

Selanjutnya, akan dihitung sisi kanan d(x) + d(y):

d(x) + d(y) = d(pe1 + qe2) + d(re1 + se2)

= d(pe1) + d(qe2) + d(re1) + d(se2)

= pd(e1) + qd(e2) + rd(e1) + sd(e2)

= p(2e1) + q(3e2) + r(2e1) + s(3e2)

= (2pe1 + 3qe2) + (2re1 + 3se2)

= 2(p+ r)e1 + 3(q + s)e2.

Jadi, d merupakan pemetaaan aditif.

(ii) Akan ditunjukkan d memenuhi aturan Leibniz:

d[e1, e2] = [d(e1), e2] + [e1, d(e2)].

Akan diselidiki pada sisi kiri:

d[e1, e2] = d(e1) = 2e1.

Disisi lain, akan diselidiki masing-masing komutator:
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[d(e1), e2] = [2e1, e2] = 2[e1, e2] = 2e1

[e1, d(e2)] = [e1, 3e2] = 3[e1, e2] = 3e1.

Akibatnya, pada kanan diperoleh:

2e1 + 3e1 = 5e1.

Karena 2e1 ̸= 5e1, aturan Leibniz tidak terpenuhi.

Karena aturan Leibniz tidak terpenuhi, d bukan derivasi Lie.

Berikut ini diberikan contoh derivasi Lie.

Contoh 2.8.3 Diberikan aljabar Lie g merupakan aljabar Lie berdimensi 2. Selanjutnya
akan didefinisikan d′ : g → g yang berbeda :

d′(e1) = 2e1, d
′(e2) = 0.

Akan ditunjukkan apakah d′ adalah derivasi Lie.

(i) Untuk setiap x, y ∈ g, didefinisikan x = ae1 + be2 dan y = ce1 + de2 dengan
a, b, c, d ∈ F . Diperoleh:

x+ y = (a+ c)e1 + (b+ d)e2.

Di sisi lain, d′(x+ y):

d′(x+ y) = d′((a+ c)e1 + (b+ d)e2)

= d′((a+ c)e1) + d′((b+ d)e2)

= (a+ c)d′(e1) + (b+ d)d′(e2)

= (a+ c)(2e1) + (b+ d)(0)

= 2(a+ c)e1.

Selanjutnya akan dihitung sisi kanan d′(x) + d′(y):

d′(x) + d′(y) = d′(ae1 + be2) + d′(ce1 + de2)

= d′(ae1) + d′(be2) + d′(ce1) + d′(de2)

= ad′(e1) + bd′(e2) + cd′(e1) + dd′(e2)

= a(2e1) + b(0) + c(2e1) + d(0)

= (2ae1 + 0) + (2ce1 + 0)

= 2(a+ c)e1.
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Jadi, d′ merupakan pemetaan aditif.

(ii) Akan ditunjukkan d′ memenuhi aturan Leibniz.

d′[e1, e2] = [d′(e1), e2] + [e1, d
′(e2)].

Di sisi kiri, diperoleh :

d′[e1, e2] = d′(e1) = 2e1.

Di sisi lain, akan diselidiki masing-masing komutator :

[d′(e1), e2] + [e1, d
′(e2)] = [2e1, e2] + [e1, 0] = 2[e1, e2] = 2e1.

Jadi, aturan Leibniz terpenuhi.

Karena dua sifat derivasi Lie terpenuhi, artinya d′ adalah derivasi Lie.

Akan diberikan contoh derivasi Lie pada aljabar Lie matriks dengan melibatkan
aljabar Lie GL(n,R). Himpunan GL(n,R) = {A ∈ Mn(R)}, yaitu semua matriks
real n× n dengan struktur bracket Lie diberikan oleh komutator matriks [A,B] =

AB −BA, untuk setiap A,B ∈ GL(n,R).

Contoh 2.8.4 Salah satu jenis derivasi Lie yang sangat umum adalah derivasi Inner.
Misalkan C ∈ GL(n,R). Derivasi inner dC terkait dengan C didefinisikan oleh:

dC(A) = [C,A] = CA− AC.

Akan ditunjukkan bahwa dC merupakan derivasi Lie.

(i) Diberikan sebarang A,B ∈ GL(n,R). Diperoleh:

dC(x+ y) = dC(A+B)

= [C,A+B]

= C(A+B)− (A+B)C

= CA+ CB − AC −BC.
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Di sisi lain,

dC(x) + dC(y) = dC(A) + dC(B)

= [C,A] + [C,B]

= (CA− AC) + (CB −BC)

= CA+ CB − AC −BC.

Jadi, dC merupakan pemetaan aditif.

(ii) Akan ditunjukkan dC memenuhi aturan Leibniz. Diberikan sebarang A,B ∈
GL(n,R). Diperoleh:

dC(A,B) = [C, [A,B]]

= C(AB −BA)− (AB −BA)C.

Di sisi lain,

[dC(A), B] + [A, dC(B)] = [CA− AC,B] + [A,CB −BC]

= ((CA)B −B(CA)− (AC)B +B(AC))

+ A(CB)− A(BC)− (CB)A+ (BC)A

= C(AB −BA)− (AB −BA)C.

Jadi, aturan Leibniz terpenuhi.

Oleh karena itu, dC merupakan derivasi Lie di gl(n,R).

Selanjutnya akan ditunjukkan kaitan antara derivasi inner dan derivasi Lie.

Teorema 2.8.5 Setiap derivasi inner merupakan derivasi Lie.

Bukti. Diberikan aljabar Lie g. Derivasi inner pada aljabar Lie g yang berkaitan
dengan elemen x ∈ g didefinisikan sebagai berikut:

adx(y) = [x, y],

untuk setiap x, y ∈ g Akan dibuktikan bahwa adx merupakan derivasi Lie.

(i) Diberikan sebarang y, z ∈ g dan a, b ∈ R. Didefinisikan adx(y+z) = adx(ay+

bz). Dari definisi derivasi inner, diperoleh:
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adx(ay + bz) = [x, ay + bz].

Selanjutnya,

[x, ay + bz] = a[x, y] + b[x, z].

Sehingga dengan menggunakan definisi adx, diperoleh:

a[x, y] + b[x, z] = aadx(y) + badx(z).

Oleh karena itu,

adx(ay + bz) = aadx(y) + badx(z).

Jadi, adx merupakan pemetaan aditif.

(ii) Akan ditunjukkan adx memenuhi aturan Leibniz, yaitu adx([y, z]) = [adx(y), z]+

[y, adx(z)].
Diberikan sebarang x, y, z ∈ g. Berlaku:

adx([y, z]) = [x, [yz]]

= [[x, y], z] + [y, [x, z]]

= [adx(y), z] + [y, adx(z)].

Oleh karena itu, adx memenuhi aturan Leibniz.

Jadi, derivasi inner adx merupakan derivasi Lie (Utama dkk., 2021). ■
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METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,
Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Tahapan Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode pendekatan studi literatur dan pengembangan
teori, dengan mengumpulkan dan menganalisis bahan-bahan penelitian yang berasal
dari referensi terkait, seperti jurnal dan buku. Tahapan-tahapan yang dilakukan
dalam penelitian ini sebagai berikut :

1) mengumpulkan referensi yang relevan seperti jurnal, artikel ilmiah, buku, dan
sumber lainnya yang mendukung penelitian ini;

2) mempelajari dan menganalisis definisi serta teorema yang terkait dalam penelitian
ini;

3) menyelidiki sifat-sifat aljabar Lie;

4) mendefinisikan derivasi-(α, β) Lie;

5) menyelidiki kaitan derivasi-(α, β) Lie dan derivasi Lie;

6) mengkontruksi contoh-contoh derivasi-(α, β) Lie;

7) menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) Lie.
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Tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini dapat dilihat pada diagram berikut:

Mengkaji teori aljabar abstrak yaitu: Grup, Ring, Aljabar Lie, derivasi,
derivasi inner, derivasi-(α, β), dan derivasi Lie

Tahap 1: Mendefinisikan derivasi-(α, β) Lie berdasarkan teori yang ada

Tahap 2: Mengkontruksi contoh derivasi-(α, β) Lie pada ring

Tahap 3: Menyelidiki sifat-sifat derivasi-(α, β) Lie pada ring

Tahap 4: Menyelidiki kaitan antara derivasi-(α, β) Lie dan derivasi Lie

Tahap 5: Menyelidiki sifat derivasi Lie pada penelitian terdahulu
dan mengkontruksi contohnya

Gambar 3.1 Diagram tahapan penelitian.
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d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)],

untuk setiap x, y ∈ g.

Himpunan Der(g) dilengkapi dengan struktur aljabar Lie melalui operasi bracket
Lie, yaitu:

[d1, d2](x) = d1(d2(x))− d2(d1(x)),

untuk setiap d1, d2 ∈ Der(g), x ∈ g. Dengan definisi ini, Der(g) menjadi sebuah
aljabar Lie.

Himpunan Derδ,δ(g) didefinisikan sebagai:

Derδ,δ(g) = {d ∈ Der(g) | d(δ) = 0}.

Akan dibuktikan bahwa Derδ,δ(g) merupakan subaljabar Lie dari Der(g).

(i) Diberikan d1, d2 ∈ Derδ,δ(g) dan a, b ∈ F . Berlaku:

(ad1 + bd2)(δ) = ad1(δ) + bd2(δ)

= a(0) + b(0)

= 0.

Dengan demikian, ad1 + bd2 ∈ Derδ,δ(g).

(ii) Diberikan d1, d2 ∈ Derδ,δ(g). Berlaku:

[d1, d2](δ) = d1(d2(δ))− d2(d1(δ))

= d1(0)− d2(0)

= 0.

Dengan demikian, [d1, d2] ∈ Derδ,δ(g).

Oleh karena itu, Derδ,δ(g) tertutup terhadap operasi bracket Lie dan merupakan
subaljabar Lie dari Der(g).

Struktur aljabar Lie pada Derδ,δ(g) didefinisikan menggunakan operasi bracket Lie
biasa, yaitu:

[d1, d2]δ = [d1, d2],
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dengan kurung di sisi kanan adalah bracket Lie standar pada Der(g). Dengan
pembatasan ini, semua sifat aljabar Lie termasuk antikomutatif dan aturan Leibniz,
tetap terpenuhi karena struktur [−,−]δ merupakan pembatasan dari [−,−] pada
Der(g).

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa Derδ,δ(g) ∼= Der(g).

Didefinisikan pemetaan f : Derδ,δ(g) → Der(g) yang bersifat inklusi (f adalah
fungsi identitas yang memasukkan elemen-elemen dari Derδ,δ(g) ke dalam Der(g)
tanpa mengubah elemen-elemen tersebut) dengan aturan f(d) = d untuk setiap
d ∈ Derδ,δ(g).

(i) Akan dibuktikan bahwa f bersifat injektif. Diketahui bahwa (f(d1) = f(d2),
maka d1 = d2 dan memenuhi syarat tambahan d(δ) = 0.

Diberikan d1, d2 ∈ Derδ,δ(g), dengan:

f(d1) = d1 dan f(d2) = d2.

Jika f(d1) = f(d2), maka diperoleh:

d1 = d2.

Dengan demikian, f bersifat injektif.

(ii) Akan dibuktikan bahwa f bersifat surjektif. Diketahui bahwa untuk setiap
d ∈ Der(g), terdapat d′ ∈ Derδ,δ(g) sehingga f(d′) = d.

Diberikan d ∈ Der(g), dan elemen δ ∈ g dianggap tetap. Jika d(δ) ̸= 0, maka
d /∈ Derδ,δ(g).

Jika d(δ) = 0, maka d ∈ Derδ,δ(g), dan f(d) = d. Oleh karena itu, untuk setiap
d ∈ Der(g) yang memenuhi syarat d(δ) = 0 dapat direpresentasikan sebagai
elemen Derδ,δ(g).

Karena elemen δ dianggap tetap dalam konteks ini, pemetaan f adalah surjektif.

Karena f bersifat injektif dan surjektif, maka f bersifat bijektif. Dengan demikian f

isomorfis antara Derδ,δ(g) dan Der(g) sebagai aljabar Lie, sehingga dapat ditulis:

Derδ,δ(g) ∼= Der(g).
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Berikut ini akan diberikan ilustrasi contoh dari Teorema 4.3.7 dengan melibatkan
sl(2,R). sl(2,R) = {A ∈ M2(R) | tr(A) = 0}.

Contoh 4.3.8 Diberikan aljabar Lie g = sl(2,R), yang terdiri dari matriks 2 × 2.
Basis aljabar Lie ini adalah:

H =

[
1 0

0 −1

]
, E =

[
0 1

0 0

]
, F =

[
0 0

1 0

]
.

Operasi bracket Lie untuk basis tersebut didefinisikan sebagai:

[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F, [E,F ] = H.

Selanjutnya, pilih elemen tetap δ = H ∈ g. Akan didefinisikan subaljabar Lie
Derδ,δ(g) berdasarkan derivasi d ∈ Der(g) yang memenuhi syarat tambahan:

d(δ) = d(H) = 0.

Subhimpunan Derδ,δ(g) adalah subaljabar Lie dari Der(g), karena:

1. Jika d1, d2 ∈ Derδ,δ(g), maka untuk operasi bracket Lie berlaku:

[d1, d2](H) = d1(d2(H))− d2(d1(H)).

Karena d1(H) = 0 dan d2(H) = 0, maka:

[d1, d2](H) = 0− 0 = 0.

Jadi, [d1, d2] ∈ Derδ,δ(g).

2. Subaljabar ini memiliki sifat aljabar Lie, seperti linearitas dan aturan Leibniz
dari Der(g). Dengan demikian, Derδ,δ(g) adalah subaljabar Lie dari Der(g).

Didefinisikan sebuah derivasi d ∈ Der(g) dengan:

d(H) = 0, d(E) = rE, d(F ) = −rF

dengan r ∈ F.
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(a) Akan diperiksa sifat linearitas:

d(aX + bY ) = ad(X) + bd(Y ),

untuk setiap X, Y ∈ g; a, b ∈ F. Jadi, sifat linearitas terpenuhi.

(b) Akan diperiksa sifat aturan Leibniz, untuk setiap X, Y ∈ g. Diketahui
X = H dan Y = E.

Hitung sisi kiri:

d([H,E]) = d(2E) = 2d(E) = 2(rE) = 2rE.

Selanjutnya hitung sisi kanan:

[d(H), E] + [H, d(E)] = [0, E] + [H, rE]

= 0 + r[H,E]

= r(2E)

= 2rE.

Jadi, aturan Leibniz terpenuhi.

(c) Karena d(H) = 0, maka d ∈ Derδ,δ(g).

Pemetaan f : Derδ,δ(g) → Der(g) yang didefinisikan sebagai:

f(d) = d, untuk setiap d ∈ Derδ,δ(g),

adalah isomorfis, karena:

1. f bersifat injektif. Hal ini dikarenakan jika f(d1) = f(d2), maka d1 = d2.

2. f bersifat surjektif. Hal ini dikarenakan untuk setiap d ∈ Der(g) dengan
d(H) = 0 berasal dari Derδ,δ(g).

Jadi, Derδ,δ(g) ∼= Der(g) merupakan aljabar Lie.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa derivasi-(α, β) Lie
merupakan suatu generalisasi dari derivasi Lie yang melibatkan dua endomorfisma,
yaitu α dan β, yang memenuhi sifat-sifat dasar dari derivasi Lie seperti sifat aditif
dan aturan Leibniz. Penelitian ini menunjukkan bahwa setiap derivasi-(α, β) Lie juga
memenuhi sifat dasar dari derivasi Lie biasa dalam konteks yang lebih umum, namun
sebaliknya tidak selalu berlaku. Penelitian ini berhasil mendefinisikan derivasi-(α, β)
Lie dan memberikan beberapa contoh yang mengilustrasikan konsep ini dalam
aplikasi aljabar Lie yang lebih luas. Dalam penelitian ini, diperoleh bahwa komposisi
dua derivasi-(α, β) Lie bukan merupakan derivasi-(α, β) Lie. Kemudian, diperoleh
bahwa kombinasi dua derivasi-(α, β) Lie merupakan derivasi–(α, β) Lie jika α dan
β merupakan pemetaan identitas.

5.2 Saran

Penelitian ini masih perlu mengkaji lebih dalam hubungan antara derivasi-(α, β)
Lie dan derivasi inner pada aljabar Lie, terutama dalam konteks struktur ideal
dan substruktur yang lebih kompleks. Penelitian selanjutnya diharapkan dapat
mengembangkan lebih jauh penerapan derivasi-(α, β) Lie dalam konteks aljabar
lain, seperti aljabar Jordan atau aljabar Banach. Selain itu, penelitian ini belum
mengeksplorasi derivasi-(α, β) Lie dalam kaitannya dengan aplikasi dalam teori grup
atau geometri diferensial. Sehingga, penelitian lebih lanjut yang menghubungkan
derivasi-(α, β)) Lie dengan topik-topik tersebut dapat memberikan kontribusi yang
lebih besar terhadap perkembangan teori aljabar Lie dan aplikasinya.
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