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ABSTRACT

PARTITION DIMENSION OF THE DAISY GRAPH AND ITS BARBELL

By

AULIA AJIE RACHMAWATI

The Daisy graph D(K,) is a graph constructed from complete graph K, with
vertices vy, vy, ..., v, and n vertices wy, w,, ..., wy, such that vertices v; and v; ., are
adjacent to w; for i = 1,2, ...,n where v,,,, = v,. Barbell graph of Daisy graph
Bpx,) is a graph formed by connecting two Daisy graphs with a bridge. In this
research, we determine the partition dimension of Daisy graph and its barbell.
Partition dimension of Daisy graph pd(D(K,)) is 3 for n = 3, and (n — EJ) for

n > 3. Partition dimension of barbell Daisy graph pd(BD(Kn)) is 4 forn = 3,4 and
(n — EJ) forn > 4.

Keywords: Daisy graphs, barbell graph, partition dimension



ABSTRAK

DIMENSI PARTISI GRAF BUNGA ASTER DAN BARBELNYA

Oleh

AULIA AJIE RACHMAWATI

Graf Bunga Aster D (K,,) merupakan graf hasil konstruksi graf lengkap K,, dengan
simpul vy, v,,...,v, dan n simpul w;,w,,...,w, sehingga simpul v; dan v;,
bertetangga dengan w; untuk i = 1,2, ..., n dengan v, ., = v,. Graf barbel Bunga
Aster Bp,) merupakan graf yang terbentuk dari dua graf Bunga Aster yang
dihubungkan dengan sebuah jembatan. Pada penelitian ini, dikaji mengenai dimensi
partisi pada graf Bunga Aster dan barbelnya. Dimensi partisi dari graf Bunga Aster,

pd(D(K,)) adalah 3 untuk n = 3, dan (n — EJ) untuk n > 3. Dimensi partisi dari

graf barbel Bunga Aster pd(Bp,)) adalah 4 untuk n = 3,4 dan (n - EJ) untuk
n>4.

Kata kunci: graf Bunga Aster, graf barbel, dimensi partisi
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l. PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang dan Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang kini banyak
dipelajari karena memiliki banyak fungsi atau penerapan pada kehidupan sehari-
hari. Graf adalah kumpulan objek terstuktur di mana beberapa pasangan objeknya
memiliki hubungan atau keterkaitan tertentu. Teori Graf pertama kali dikaji oleh
Leonhard Euler, seorang matematikawan asal Swiss, pada tahun 1736. Melalui

tulisannya, Euler memecahkan masalah jembatan Konigsberg yang sangat terkenal

di Eropa (Suryadi, 1996).

\<’/\°/§B

Gambar 1.1. Jembatan Konigsberg dan Graf Pemisalannya

Euler memisalkan daratan dengan simpul dan jembatan dimisalkan dengan sisi atau
garis. Euler berhasil menyimpulkan bahwa tidak mungkin untuk dapat melalui
ketujuh jembatan itu masing-masing satu kali dan kembali lagi ke tempat semula.
Pemecahan masalah ini lah yang menjadi gagasan konsep teori graf untuk pertama
kalinya (Suryadi, 1996).

Hingga saat ini, teori graf terus mengalami banyak perkembangan. Salah satu
konsep pada teori graf yang banyak berkembang akhir-akhir ini dan menarik untuk

dibahas adalah konsep dimensi partisi. Dimensi partisi merupakan pengembangan



dari konsep dimensi metrik. Konsep dimensi metrik itu sendiri pertama kali
dicetuskan oleh Slater pada tahun 197 dan dikembangkan oleh Melter dan Harary
pada tahun 1976. Dimensi metrik adalah banyaknya anggota minimum dari
himpunan pembeda dari representasi suatu simpul terhadap jarak-jaraknya
(Chartrand dkk., 1998).

Dimensi partisi pertama kali dikaji oleh Chartrand dkk. pada tahun 1998 sebagai
salah satu variasi dari dimensi metrik. Dimensi partisi merupakan banyaknya
anggota minimum dari partisi pembeda dari representasi setiap simpul terhadap
jarak-jaraknya dan dinotasikan dengan pd(G). Pada suatu graf, himpunan dari
setiap simpulnya dapat dikelompokkan menjadi beberapa himpunan partisi S.
Misalkan suatu partisi I, dengan IT merupakan himpunan k-partisi yang terurut.
S €11 disebut partisi pembeda dari graf tersebut jika setiap simpul pada graf
mempunyai representasi yang berbeda terhadap I1. Kardinalitas minimum dari k-

partisi pembeda itulah yang disebut dimensi partisi (Chartrand dkk., 2000).

Penelitian mengenai dimensi partisi sebelumnya telah dilakukan yaitu diantaranya,
pada 2011, Darmaji telah berhasil menunjukan dimensi partisi dari graf multipartite
dan graf hasil korona dari dua graf terhubung. Kemudian pada tahun 2014,
Grigorious dkk., telah berhasil menentukan dimensi partisi pada kelas graf
circulant. Selanjutnya pada tahun 2015, Ida Bagus dkk., telah berhasil menunjukan

dimensi partisi dari beberapa kelas graf pohon.

Graf Bunga Aster adalah graf yang dikonstruksi dari graf lengkap K,,n > 3.
Dengan notasi D (K},), graf Bunga Aster tersebut memiliki n simpul yang berderajat
2 dan n simpul lain berderajat (n+ 1) (Sugeng dkk., 2022). Dengan
menggabungkan dua buah sebarang graf terhubung ¢ dan H menggunakan sebuah
jembatan maka diperoleh graf barbel yang dinotasikan B,, ,, (Asmiati dkk., 2018).
Graf barbel Bunga Aster sendiri dibentuk dengan menggabungkan dua graf Bunga

Aster dengan sebuah jembatan dan dinotasikan dengan B(D(K})).



Kajian yang membabhas terkait dimensi partisi dari salah satu graf bunga yaitu graf
Bunga Aster sejauh ini belum ditemukan. Oleh karena itu, pada penelitian ini akan
dibahas mengenai dimensi partisi dari graf Bunga Aster beserta dimensi partisi graf

barbelnya.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan dimensi partisi graf
Bunga Aster D(K},),n = 3 dan barbelnya By ), n = 3.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Memberikan pengetahuan dalam bidang teori graf tentang dimensi partisi graf
Bunga Aster D(Ky),n = 3 dan barbelnya Bp, ), n = 3.

2. Sebagai referensi untuk penelitian yang lebih lanjut mengenai dimensi partisi,
graf Bunga Aster, dan graf barbel Bunga Aster.



1. TINJAUAN PUSTAKA

2.1  Konsep Dasar Graf

Graf G = (V, E) adalah sebuah pasangan berurutan, dengan ¥V himpunan berhingga
tak kosong V = {v;,v,, ...} yang disebut simpul (vertices), dan E = {ey, ey, ... }
himpunan pasangan tak berurut dari simpul-simpul berbeda dari VV yang disebut sisi
(edges), sedemikian sehingga setiap sisi ej, didefinisikan sebagai sebuah pasangan
tidak berurutan (v;, v;) dari simpul-simpul di V. Simpul-simpul v;,v; yang
berasosiasi dengan e, disebut ujung sisi dari e;. Banyaknya anggota himpunan
V(G) disebut orde dari graf G. Jika sisi e = {p, q} € E, maka p dan q keduanya
dikatakan menempel (incident) dengan e dan saling bertetangga (adjacent). Jika
sisi e’ = {p,r} € E, maka sisi-sisi e dan e’ dikatakan saling bertetangga karena
memiliki simpul yang sama yaitu p. Secara ringkas, sebuah sisi {p, g} dinotasikan

dengan pq (Foulds, 1992). Berikut salah satu contoh dari graf :

€

€5 €y €

€

] € ]

Gambar 2.1. Contoh graf dengan 5 simpul dan 7 sisi

Graf pada Gambar 2.1 merupakan graf G = (V,E) dengan V = {v,, v,, V3, V4, V5 }
dan E(G) = {eq, e,, €3, €4, €5, €6, €7 }. Simpul yang bertetangga dengan v, adalah v,

dan v, sisi yang menempel dengan v, adalah e; dan e,. Derajat suatu simpul



dinotasikan dengan d(v) diartikan sebagai banyaknya sisi yang menempel pada
simpul tersebut. Dengan demikian, derajat simpul v; adalah d(v;) = 2. Pada
Gambar 2.1, simpul vs disebut daun. Daun adalah simpul yang berderajat satu. Pada
Gambar 2.1 juga terdapat sisi paralel yaitu beberapa sisi yang memiliki simpul awal
dan simpul akhir yang sama yaitu sisi e, dan es pada simpul v; dan v5. Selain itu
terdapat juga Loop yang merupakan sebuah sisi dengan simpul awal dan akhir yang

sama yaitu simpul v,.

Jalan (walk) pada graf adalah barisan berhingga dari simpul dan sisi yang masing-
masing simpulnya terhubung dengan simpul selanjutnya oleh sisi tertentu pada
sebuah graf. Pada Gambar 2.1, yang merupakan Jalan adalah
V1, €4, V3, €5, Uy, €3, Uy, Lintasan (path) adalah jalan yang melewati simpul yang
berbeda-beda di mana masing- masing simpul dilewati tepat satu kali. Pada Gambar
2.1 yang merupakan lintasan adalah v,, e3, vy, e4, V3, €6, Va4, €7, V5. Sirkuit adalah
lintasan yang di mulai dan berakhir pada simpul yang sama. Contoh sirkuit pada

Gambar 2.1 adalah v,, e3, v4, €5, V3, €g, U4, €5, V3.

Terdapat dua jenis graf berdasarkan keterhubungannya. Yaitu graf terhubung dan
graf tak terhubung. Graf G dikatakan terhubung jika terdapat lintasan yang
menghubungkan setiap dua simpul yang berbeda. Jika tidak, maka graf G disebut

graf tak terhubung (Junming, 2003).

2.2  Graf Bunga Aster dan Barbelnya

Graf Bunga Aster D(K,,) adalah konstruksi dari graf lengkap K, (Sugeng dkk.,
2022) . Graf lengkap K, itu sendiri adalah graf sederhana yang terdiri atas sebuah
sisi dari setiap pasangan simpul. Setiap simpul pada graf lengkap dihubungkan
dengan semua simpul lainnya oleh sebuah sisi. Derajat dari setiap simpul pada graf

lengkap K,,n = 3 adalah (n — 1) dan banyaknya sisi dari graf lengkap K,,,n > 3

n(n-1)

adalah (") (Buhaerah dkk., 2022).



Berikut adalah contoh graf lengkap:

- — AKX &% &

Ky K; K3 K, Ks K¢

Gambar 2.2. Graf Lengkap

Graf lengkap K,,n = 3 yang dikonstruksikan dengan simpul v,,v,, ..., v, dan n
simpul wy, w,, ..., w, sehingga simpul v; dan v;, ; bertetangga dengan w; untuk i =
1,2, ...,ndengan v, ., = v, akan membentuk graf Bunga Aster D(K,,),n = 3. Graf
Bunga Aster D(K,),n = 3 memiliki n simpul yang berderajat 2 dan n yang
berderajat (n + 1) (Sugeng dkk., 2022).

Wg Wy

Lt

1% %]

Wy w3

Uy Us

W3

Gambar 2.3. Contoh Graf Bunga Aster D (K5)

Sebuah graf barbel dikonstruksikan dengan menghubungkan dua graf terhubung
G dan H oleh sebuah jembatan (Asmiati dkk., 2018). Graf barbel Bunga Aster
adalah graf yang terbentuk dari dua graf Bunga Aster yang dihubungkan dengan

sebuah jembatan (vy, v;) dan dinotasikan dengan Bp . ).



Wy Wi

Uy 21 vy vy

V3 vz

Wz wy

Gambar 2.4. Contoh Graf Barbel Bunga Aster By,

2.3 Dimensi Partisi Graf

Terlebih dahulu akan diberikan definisi secara umum dari dimensi partisi. Jumlah
minimal koordinat yang dibutuhkan untuk menentukan simpul-simpul yang ada
dalam suatu ruang atau objek disebut dengan dimensi. Sedangkan partisi diartikan
sebagai pengelompokan anggota himpunan di mana setiap anggota himpunan
termuat dalam satu kelompok tertentu dan tiap kelompok memiliki anggota yang
berbeda. Secara umum, dimensi partisi artinya adalah banyaknya anggota minimum
dari partisi pembeda dari representasi setiap simpul terhadap jarak-jaraknya
(Chartrand dkk., 2000). Berikut akan dijelaskan definisi konsep dimensi partisi

pada graf secara matematis beserta teorema-teorema terkait dimensi partisi.

Diberikan G graf terhubung. Jarak antara dua simpul u dan v di G, dinotasikan
dengan d(u, v), adalah panjang lintasan terpendek antara u dan v di G. Jarak dari
simpul v di G ke sebuah subhimpunan S dari simpul-simpul G didefinisikan sebagai
min{d(v, x)|x € S}, dan dinotasikan dengan d(v, S). S adalah pembeda dua simpul
udanvjikad(u,S) = d(v,S).

Sebuah partisi IT = {S;,S,, ..., S, } dari V(G) adalah sebuah partisi pembeda dari
V(G) jika tiap dua simpul di G dibedakan oleh S; untuk beberapa i (1 <i < k).
Alternatifnya, jika II = {S;,S,,...,Sx} adalah partisi dari V(G) menjadi k

himpunan, maka IT adalah dimensi partisi jika dan hanya jika, untuk setiap dua



simpul u dan v di G, k-vektor r(v|Il) = (d(v,S;),d(v,S3), ...,d(v,S;)) dan
r(ulll) = (d(u,S;),dWw, S,), ...,d(u, S,)), yang disebut representasi dari v dan u,
dengan IT berbeda. Kardinalitas minimal dari partisi pembeda dari G disebut

dimensi partisi dari G yang dinotasikan dengan pd(G). (Chartrand dkk., 2000).

Teorema 2.4.1. (Chartrand dkk, 1998) Dimensi partisi graf siklus C,, untuk n > 3
adalah 3.

Bukti :

Diberikan graf siklus C,. Akan ditunjukkan bahwa dimensi partisi graf siklus C,,
untuk n > 3 adalah 3. Terlebih dahulu akan ditentukan batas bawah dimensi partisi
pada graf siklus C,,. Akan ditunjukkan bahwa 2 partisi tidak cukup. Misal terdapat
partisi pembeda IT = {S;, S,}, dengan S; = {v,, vy, ..., v,_1} dan S, = {v,}. Maka
r(v,|I) = r(v,—1|11) = (0,1), kontradiksi dengan pemisalan. Maka terbukti 2
partisi tidak cukup. Maka, pd(C,) = 3.

Gambar 2.5. Contoh Partisi Pembeda Minimal Graf Siklus C,

Graf siklus G, dipartisi sedemikian sehingga diperoleh IT = {S;,S,, S5}, dengan
S1 ={v1, v, V3, .., Un_2}, S = {vn_1}, S3 = {v,}. Diperoleh representasi tiap

simpul adalah sebagai berikut :
r(vlln) = (d(vll Sl)ld(vll SZ)ld(v1153)) = (0'2;1)1

(0|1 = (d(vy, $1),d (3, S2), d(v,, S3)) = (0,3,2);
r(vs|l) = (d(vs, $1),d(v3,S2),d(vs,S3)) = (0,4,3);



(v, |T1) = (d(v4, 51),d(v4,S2), d(vs, 53)) = (0,5,4);
r(vslﬂ) = (d(US,Sl),d(v5,52),d(v5,53)) = (01615);

(V2|1 = (d(Wp—2,51), d(Vp_3,52), d(V—2,53)) = (0,n — 1,n — 2);
(V1D = (d(Vp-1,51), d(Vp-1,S2), d(vy—1,S3)) = (1,0,1);
r(v‘n |H) = (d(vn; Sl)rd(vni SZ)rd(vn' 53)) = (11110);

Karena representasi dari semua simpul berbeda, maka IT adalah partisi pembeda
dari graf siklus C,,. Maka pd(C,) < 3. Akibatnya pd(C,)) = 3. ]

Teorema 2.4.2. (Chartrand dkk., 2000) Diberikan G sebuah graf terhubung dengan
orde n. Maka pd(G) = n jika dan hanya jika G = K,,.

Bukti :

Diberikan G graf lengkap K,. Akan dibuktikan bahwa pd(G) = n. Diberikan
partisi IT = {S;,S,,...,Sx}, di mana u dan v berada pada elemen yang sama,
misalkan S;. Maka d(u, S;) =d(v,S;) =0 . Karena semua simpul pada graf
lengkap bertetangga, maka d(u,w) = d(v,w) untuk semua w € V(G) — {u, v}
sehingga d(u, S;) = d(v,S;) untuk semua j, di mana 1 <j # i < k. Artinya Il
bukan partisi pembeda. Kontradiksi, sehingga u dan v harus berada pada elemen
yang berbeda. Maka k = n, Jadi pd(G) = n.

Diberikan G graf berorde n dengan pd(G) = n, akan dibuktikan bahwa ¢ = K,, di
manaV(G) = {v4, v, ..., v3}. Asumsikan kontradiksinya bahwa G # K,,, maka kita
dapat mengasumsikan bahwa d(v,,v,) = 1 dan d(v,,_;, v,) = 2. Diberikan IT =
{51,52, ..., Sp_1} partisi dari V(G) dengan S; = {v,,v,} dan S; = {v;} untuk 2 <
i <n—1.Untuk setiap i(1 < i < n — 1), hanya entri ke-i dari r(v;|IT) adalah 0.
Maka representasi r(v;|I1),1 <i <n —1, berbeda. Karena entri pertama dari
r (v, |IT) adalah 0, (v, |IT) berbeda untuk semua r(v;|I1),dimana2 <i <n-—1.

Juga, karena entri ke-(n — 1) dari r(v,|IT) adalah 2 dan entri ke-(n — 1) dari
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r(v,|IT) adalah 1, akibatnya r (v, |TT) # r(v,|IT). Sehingga, IT adalah sebuah partisi
pembeda dari G dan pd(G) < n — 1, kontradiksi. Jadi, untuk pd(G) = nmaka G =
K,. [

Teorema 2.4.3 Diketahui x,y,z € R. Maka benar bahwa jika x < y dan y < x,

maka x = y.
Bukti :
Andaikan x # y, maka x < y atau y < x, kontradiksi. ]

Contoh 2.4.1 Berikut ini diberikan contoh graf Bunga Aster D(K,) dan akan

ditentukan dimensi partisi dari graf tersebut.

Untuk menentukan dimensi partisi, terlebih dahulu ditentukan batas bawah dan
batas atas dimensi partisi dari graf tersebut. Karena graf bunga Aster
D(K,) memuat graf siklus, berdasarkan Teorema 2.4.1, batas bawah untuk dimensi

partisi graf Bunga Aster D(K,) adalah 3 < pd(D(K4)).

Selanjutnya akan ditentukan batas atas D(K,) dengan mengelompokan simpul-

simpul ke dalam 3 partisi, yaitu sebagai berikut :

W43

w;

Gambar 2.6. Contoh Partisi Pembeda Minimal Graf Bunga Aster D(K,)
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Sesuai dengan gambar, diperoleh kelas-kelas partisi IT = {S;, S, S5} dengan S; =
{vi, wy, v, Wy}, S, = {v3,ws, 1.}, dan S3 = {w,}. Sehingga diperoleh representasi

sebagai berikut :

r(ve| II) = (0,1,1) r(wy|1) = (0,2,2)
r(v,| 1) = (0,1,2) r(w,|IT) = (0,1,3)
r(vz| 1) = (1,0,2) r(ws|I) = (2,0,2)
r(vy| 1) = (1,0,1) r(w,|II) = (1,1,0)

Karena representasi dari tiap-tiap simpul berbeda, maka IT merupakan partisi
pembeda. Jadi diperoleh batas atas pd(D (K4)) < 3. Berdasarkan Teorema 2.4.3,
karena 3 < pd(D(K,)) dan pd(D(K,)) < 3, makapd(D(K,)) = 3.



I11.  METODE PENELITIAN

3.1  Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2023/2024 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.2 Tahapan Penelitian

Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah metode kajian Pustaka pada
buku-buku dan jurnal-jurnal terkait dengan penelitian ini. Adapun Langkah-

langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut:

1. Menentukan dimensi partisi graf Bunga Aster

a. Menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Bunga Aster
D(K,),n = 3.

b. Menentukan batas atas dari pd(D(K,)). Batas atas dari pd(D(K,))
diperoleh dengan mengkonstruksi graf D (K,,). Himpunan simpul- simpul
pada graf D (K,,) dikelompokkan dalam kelas partisi pembeda. Minimum
banyaknya partisi pembeda itulah yang merupakan dimensi partisi dari
graf Bunga Aster D(K,,).

c. Jika batas atas dimensi partisi graf Bunga Aster D(K,) < n dan batas

bawah dimensi partisi pada graf Bunga Aster D(K,) = n, maka akan

diperolah dimensi partisi graf Bunga Aster adalah pd(D (Kn)) =n.
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Memformulasikan hasil yang didapatkan ke dalam pernyataan
matematika.

Membuktikan hasil yang telah diperoleh lalu menarik kesimpulan.

Menentukan dimensi partisi graf barbel Bunga Aster

a.

Menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf barbel Bunga Aster
Bpx,)n = 3. Karena graf barbel Bunga Aster Bp,) memuat dua graf
Bunga Aster D(K,), maka batas bawah graf barbel Bunga Aster By,
sekurang-kurangnya sama dengan partisi pada graf Bunga Aster itu
sendiri. Akan tetapi, jika batas bawah ini belum memenuhi, maka
menggunakan pembuktian kontradiksi.

Menentukan batas atas dimensi partisi dari graf barbel Bunga Aster Bp ).
Penentuan batas atas dilakukan dengan mengkonstruksi graf Bp ). Setiap
simpul pada graf barbel Bunga Aster Bpx, ) dikelompokan ke dalam
himpunan-himpunan partisi pembeda. Minimum banyaknya partisi
pembeda itulah yang merupakan dimensi partisi dari graf barbel Bunga
Aster Bpk,,)-

Jika batas atas dimensi partisi graf barbel Bunga Aster Bpk,) < n dan
batas bawah dimensi partisi pada graf barbel Bunga Aster By ) = n,
maka akan diperolah dimensi partisi graf barbel Bunga Aster adalah
pd(Bok,) = n.

Memformulasikan hasil yang didapatkan ke dalam pernyataan
matematika.

Membuktikan hasil yang telah diperoleh lalu menarik kesimpulan.



V. SIMPULAN

5.1 Simpulan

Pada penelitian ini telah berhasil ditentukan bahwa dimensi partisi dari graf Bunga
Aster, pd(D(K,)) adalah 3 untuk n = 3, dan (n — EJ) untuk n > 3. Dimensi
partisi dari graf barbel Bunga Aster pd(BD(Kn)) adalah 4 untuk n = 3,4 dan

(n —~ EJ) untuk n > 4.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan dengan menentukan dimensi partisi untuk operasi

lain pada graf Bunga Aster.
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