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ABSTRACT

n-DERIVATIONS ON MATRIX RINGS Mk(R)

By

Isty Raffi Saskia Rini

Given a ring R. The additive mapping d : R → R is called derivation if d satisfies
Leibniz’s rule, i.e., d(ab) = d(a)b + ad(b), for every a, b ∈ R. The concept
of n-derivation is not universal, but depends on the value of n and the specific
algebraic context. This study proves that in a non-commutative n!-torsion free
prime ring, there is no non-trivial symmetric n-derivation (∆ ̸= 0) if the trace
is commutative. Moreover, this result shows that the derivation F preserves the
commutator structure on the ideal I , which eventually forces R to be commutative.
If ring R is a non-commutative ring then the condition F ([x, y]) = [x, y] is not
satisfied because the commutator [x, y] is not always zero in the non-commutative
ring M2(R).

Keywords: n-derivation, derivation, rings, groups.



ABSTRAK

DERIVASI-n PADA RING MATRIKS Mk(R)

Oleh

Isty Raffi Saskia Rini

Diberikan ring R. Pemetaan aditif d : R → R disebut derivasi jika d memenuhi
aturan Leibniz, yaitu, d(ab) = d(a)b + ad(b) untuk setiap a, b ∈ R. Konsep
derivasi-n tidak bersifat universal, melainkan bergantung pada nilai n dan konteks
aljabar yang spesifik. Penelitian ini membuktikan bahwa dalam ring prima bebas
torsi n! yang non-komutatif, tidak ada derivasi-n simetrik yang tidak trivial(∆ ̸= 0)
jika trace-nya komutatif. Selain itu, hasil ini menunjukkan bahwa derivasi F
mempertahankan struktur komutator pada ideal I, yang akhirnya memaksa R bersifat
komutatif. Jika ring R merupakan ring non komutatif maka kondisi F ([x, y]) = [x, y]
tidak terpenuhi karena komutator [x, y] tidak selalu nol di ring non komutatif M2(R).

Kata-kata kunci: Derivasi-n, derivasi, ring, grup
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Derivasi merupakan salah satu konsep dalam matematika yang awalnya
dikembangkan untuk menganalisis suatu perubahan dalam kalkulus. Pada abad
ke−17 derivasi pertama kali dikenalkan oleh Isaac Newton dan Gottfried Wilhelm
Leibniz untuk mempelajari kecepatan perubahaan dalam suatu fungsi. Seiring
berjalannya waktu, konsep derivasi tidak hanya berkembang di bidang analisis
tetapi di bidang aljabar juga. Pengembangan konsep derivasi dalam suatu aljabar
diterapkan pada struktur yang lebih kompleks seperti pada ring.

Derivasi pada ring adalah suatu konsep dalam aljabar abstrak yang berkaitan dengan
fungsi. Pada awal abad ke−20 derivasi pada ring didefinisikan sebagai suatu fungsi
d dari ring R yang memetakan ke dirinya sendiri, serta memenuhi sifat-sifat tertentu
yaitu sifat aditif dimana untuk setiap a, b ∈ R berlaku d(a+ b) = d(a) + d(b) dan
aturan Leibniz yaitu dimana untuk setiap a, b ∈ R berlaku d(ab) = d(a)b+ ad(b)

(Ali dkk., 2024). Sifat ini menyerupai aturan produk dalam turunan kalkulus yang
menjelaskan bagaimana derivasi berperilaku terhadap penjumlahan dan perkalian
elemen dalam ring. Salah satu derivasi yang sudah semakin berkembang adalah
derivasi-n pada ring yang merupakan generalisasi dari konsep derivasi biasa
menggunakan peta linear-n. Suatu derivasi-n d pada R adalah fungsi d : Rn → R

yang memenuhi sifat aditif dan aturan Leibniz (Park, 2009).

Derivasi-n pada ring sebelumnya sudah pernah dibahas oleh beberapa peneliti
dengan fokus yang beragam. Park (2009) membahas terkait ring prima dan
semiprima dengan derivasi-n simetris. Kemudian Atteya (2019) membahas terkait
jenis-jenis baru dari derivasi-n permutasi pada suatu ring assosiatif. Selanjutnya,
Bodaghi & Feizabadi (2022) membahas terkait multi-derivasi dan beberapa
perkiraan. Liang & Zhao (2023) yang membahas terkait bi-Lie derivasi-n pada ring
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segitiga. Aroonruviwat & Leerawat (2021) membahas terkait On outer (σ, τ)− n−
derivations and commutativity in prime near-ring. Selanjutnya penelitian terbaru
oleh (Ali dkk., 2024) yang membahas terkait berbagai jenis derivasi pada ring
dalam suatu konteks teori aljabar salah satu yang dibahas mengenai derivasi-n.

Pada penelitian sebelumnya belum ada peneliti yang membahas terkait derivasi-n
pada ring matriks Mk(R). Oleh karena itu, penelitian ini akan membahas bagaimana
derivasi-n bekerja pada suatu ring matriks Mk(R) dengan n = 2, 3.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini yaitu:

1. mengkontruksi contoh-contoh derivasi-n pada ring matriks;

2. menyelidiki sifat-sifat derivasi-n pada ring matriks;

3. memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat yang didapat.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini yaitu:

1. menambah pengetahuan dan pemahaman mengenai derivasi-n pada ring matriks;

2. menambah pengetahuan mengenai sifat-sifat dari derivasi-n pada ring matriks.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai definisi-definisi yang akan membantu dalam
penelitian ini. Berikut beberapa definisi-definisi yang akan dibahas antara lain yaitu
permutasi, matriks, grup, ring, derivasi dan derivasi-n.

2.1 Permutasi

Pada bagian ini membahas mengenai definisi permutasi.

Definisi 2.1.1 Diberikan himpunan tak kosong S, dan pemetaan bijektif α dari
himpunan S ke S itu sendiri. Suatu permutasi bijektif berarti setiap elemen
di S dipetakan ke elemen S yang berbeda tanpa pengulangan. Misalkan S =

{1, 2, 3, ..., n}, merupakan permutasi yang dapat dinotasikan sebagai Sn dapat ditulis
sebagai berikut:

α =

(
1 2 3 ... n

α(1) α(2) α(3) ... α(n)

)
.

(Wahyuni dkk., 2023).

Berikut diberikan contoh terkait permutasi.

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan S = {1, 2, 3, 4}. Permutasi yang mungkin pada
himpunan S4 yaitu:

1. α(1) = 1, α(2) = 2, α(3) = 3, α(4) = 4.

2. α(1) = 1, α(2) = 2, α(3) = 4, α(4) = 3.

3. α(1) = 1, α(2) = 3, α(3) = 2, α(4) = 4.

4. α(1) = 1, α(2) = 3, α(3) = 4, α(4) = 2.
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5. α(1) = 1, α(2) = 4, α(3) = 2, α(4) = 3.

6. α(1) = 1, α(2) = 4, α(3) = 3, α(4) = 2.

7. α(1) = 2, α(2) = 1, α(3) = 3, α(4) = 4.

8. α(1) = 2, α(2) = 1, α(3) = 4, α(4) = 3.

9. α(1) = 2, α(2) = 3, α(3) = 1, α(4) = 4.

10. α(1) = 2, α(2) = 3, α(3) = 4, α(4) = 1.

11. α(1) = 2, α(2) = 4, α(3) = 1, α(4) = 3.

12. α(1) = 2, α(2) = 4, α(3) = 3, α(4) = 1.

13. α(1) = 3, α(2) = 1, α(3) = 2, α(4) = 4.

14. α(1) = 3, α(2) = 1, α(3) = 4, α(4) = 2.

15. α(1) = 3, α(2) = 2, α(3) = 1, α(4) = 4.

16. α(1) = 3, α(2) = 2, α(3) = 4, α(4) = 1.

17. α(1) = 3, α(2) = 4, α(3) = 1, α(4) = 2.

18. α(1) = 3, α(2) = 4, α(3) = 2, α(4) = 1.

19. α(1) = 4, α(2) = 1, α(3) = 3, α(4) = 2.

20. α(1) = 4, α(2) = 1, α(3) = 2, α(4) = 3.

21. α(1) = 4, α(2) = 2, α(3) = 1, α(4) = 3.

22. α(1) = 4, α(2) = 2, α(3) = 3, α(4) = 1.

23. α(1) = 4, α(2) = 3, α(3) = 1, α(4) = 2.

24. α(1) = 4, α(2) = 3, α(3) = 2, α(4) = 1.

Jumlah permutasinya adalah 4! = 4× 3× 2× 1 = 24.

Permutasi S4 dapat ditulis sebagai berikut:

α1 =

(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
, α2 =

(
1 2 3 4

1 2 4 3

)
, α3 =

(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
,

α4 =

(
1 2 3 4

1 3 4 2

)
, α5 =

(
1 2 3 4

1 4 2 3

)
, α6 =

(
1 2 3 4

1 4 3 2

)
,
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α7 =

(
1 2 3 4

2 1 3 4

)
, α8 =

(
1 2 3 4

2 1 4 3

)
, α9 =

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
,

α10 =

(
1 2 3 4

2 3 4 1

)
, α11 =

(
1 2 3 4

2 4 1 3

)
, α12 =

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
,

α13 =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
, α14 =

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
, α15 =

(
1 2 3 4

3 2 1 4

)
,

α16 =

(
1 2 3 4

3 2 4 1

)
, α17 =

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
, α18 =

(
1 2 3 4

3 4 2 1

)
,

α19 =

(
1 2 3 4

4 1 3 2

)
, α20 =

(
1 2 3 4

4 1 2 3

)
, α21 =

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
,

α22 =

(
1 2 3 4

4 2 3 1

)
, α23 =

(
1 2 3 4

4 3 1 2

)
, α24 =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
.

Penulisan matriks dapat dipersingkat sebagai berikut α2 = (4, 3) dan α9 =

(2, 3, 1, 4).

2.2 Matriks

Matriks adalah sekumpulan bilangan yang disusun berdasarkan baris dan kolom.
Suatu matriks diberi nama dengan menggunakan huruf kapital seperti A,B,C, dan
seterusnya, sedangkan anggotanya dinyatakan dengan huruf kecil. Berikut diberikan
definisi matriks.

Definisi 2.2.1 Matriks merupakan himpunan skalar (bilangan riil atau kompleks)
yang disusun secara empat persegi panjang menurut baris-baris dan kolom-kolom
(Indriati, 2019).

Matriks umumnya dinotasikan dengan huruf kapital, misalnya matriks A dengan
ukuran m×n memiliki m baris dan n kolom. Matriks A dinyatakan sebagai berikut:

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
...

... ...
...

am1 am2 ... amn

 ,

dengan aij merupakan elemen matriks pada baris i dan kolom j.
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Selanjutnya, dijelaskan mengenai operasi pada matriks.

1. Penjumlahan matriks.

Dua matriks dapat dijumlahkan jika keduanya memiliki ukuran yang sama.

Contoh 2.2.2 Diberikan matriks A =

[
1 2

3 4

]
dan matriks B =

[
5 6

7 8

]
.

Diperoleh:

A+B =

[
1 2

3 4

]
+

[
5 6

7 8

]

=

[
1 + 5 2 + 6

3 + 7 4 + 8

]

=

[
6 8

10 12

]
.

Contoh 2.2.3 Diberikan matriks A =

[
1 2

3 4

]
dan matriks B =

[
1 2 3

3 4 5

]
.

Matriks A+B tidak terdefinisi karena ukuran matriks A dan B tidak sama.

2. Perkalian skalar matriks.
Perkalian skalar matriks merupakan proses mengalikan setiap elemen dalam
matriks dengan suatu skalar (bilangan real atau kompleks). Diberikan matriks A
dan skalar k, maka hasil perkalian skalar kA didefinisikan sebagai:

kA =


k · a11 k · a12 ... k · a1n
k · a21 k · a22 ... k · a2n

...
... ...

...
k · am1 k · am2 ... k · amn

 ,

dengan aij merupakan elemen-elemen dalam matriks A pada baris ke-i dan kolom
ke-j.

Contoh 2.2.4 Diberikan matriks A

[
1 2

3 4

]
dan k = 3, maka:

3A =

[
3 · 1 3 · 2
3 · 3 3 · 4

]
=

[
3 6

9 12

]
.
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3. Perkalian matriks.

Perkalian matriks merupakan operasi antara dua matriks A dan B dikalikan untuk
menghasilkan matriks baru yaitu matriks C. Matriks A dan B harus memiliki
jumlah kolom dan baris yang sama agar perkalian dapat dilakukan. Jika matriks
A berukuran m× n dan matriks B berukuran n× p, maka matriks C = A · B
akan menjadi matriks berukuran m× p.

Contoh 2.2.5 Diberikan matriks A =

[
1 2

3 4

]
dan matriks B =

[
5 6

7 8

]
, maka:

perkalian AB =

[
19 22

43 50

]
.

Setelah memahami operasi-operasi dasar pada matriks seperti penjumlahan,
perkalian skalar, dan perkalian matriks dapat disimpukan bahwa:

1. Operasi penjumlahan matriks berlaku hukum komutatif A + B = B + A jika
kedua matriks berukuran sama.

2. Operasi penjumlahan matriks berlaku hukum asosiatif (A+B)+C = A+(B+C)

jika kedua matriks berukuran sama.

3. Berlaku hukum distributif dengan skalar k, sehingga k(A+B) = kA+ kB.

4. Operasi perkalian matriks tidak berlaku hukum komutatif sedemikian sehingga
AB ̸= BA.

5. Berlaku hukum asosiatif terhadap operasi perkalian matriks sehingga (AB)C =

A(BC).

6. Jika AB merupakan matriks nol, maka kemungkinannya;

a. A = 0 dan B = 0

b. A = 0 atau B = 0

c. A ̸= 0 dan B ̸= 0

7. Jika AB = AC belum tentu A = B.
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2.3 Grup

Sebelum membahas terkait definisi dari grup, akan dibahas terlebih dahulu mengenai
definisi operasi biner sebagai dasar pembentukan grup.

Definisi 2.3.1 Diberikan himpunan tak kosong S dan a, b ∈ S. Operasi biner
” ∗ ” pada himpunan tak kosong S merupakan fungsi yang menghubungkan setiap
pasangan berurut (a, b) dari elemen-elemen himpunan S ke elemen lain yang berada
dalam S. Dengan kata lain, ∗ : S × S → S untuk setiap a, b ∈ S (Ayres dan
Jaisingh, 2004).

Contoh 2.3.2 Diberikan contoh operasi biner sebagai berikut:

1. Diberikan himpunan bilangan bulat Z dengan operasi binernya yaitu penjumlahan
(+). Operasi + dinyatakan sebagai suatu fungsi dari Z × Z → Z untuk setiap
(a, b) ∈ Z×Z, maka (a+ b) ∈ Z, dan penjumlahan dari dua bilangan bulat akan
menghasilkan bilangan bulat lagi. Dengan kata lain, yaitu operasi + tertutup di
Z.

2. Operasi pembagian (:) pada himpunan bilangan R bukan merupakan operasi
biner dikarenakan a

b
dengan a, b ∈ R tidak akan terdefinisi jika b = 0.

Selanjutnya akan dijelaskan mengenai grup.

Definisi 2.3.3 Suatu grup ⟨G, ∗⟩ merupakan himpunan G yang dilengkapi dengan
operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut:

(1) Operasi ∗ bersifat tertutup, yaitu jika a ∗ b ∈ G untuk setiap a, b ∈ G;

(2) Operasi ∗ bersifat assosiatif, yaitu jika (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) untuk setiap
a, b, c ∈ G;

(3) Terdapat elemen identitas di G yaitu e ∈ G sehingga

e ∗ x = x ∗ e = x

untuk setiap x ∈ G;

(4) Untuk setiap a ∈ G, terdapat a′ ∈ G sehingga a ∗ a′ = a′ ∗ a = e

(Fitriani & Faisol, 2022).
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Berikut diberikan contoh mengenai grup.

Contoh 2.3.4 Diberikan himpunan bilangan bulat Z dengan operasi biner
penjumlahan +. Akan ditunjukkan bahwa ⟨Z,+⟩ merupakan grup.

1. Untuk setiap a, b ∈ Z, berlaku a+ b ∈ Z.

2. Untuk setiap a, b, c ∈ Z, berlaku (a+ b) + c = a+ (b+ c).

3. Dalam penjumlahan elemen identitasnya adalah 0 karena a + 0 = 0 + a = a

untuk setiap a ∈ Z.

4. Untuk setiap a ∈ Z, terdapat −a ∈ Z, sehingga a + (−a) = (−a) + a = 0

(elemen identitas).

Jadi ⟨Z,+⟩ merupakan grup.

Selanjutnya akan dibahas mengenai grup Abel atau dikenal sebagai grup komutatif.

Definisi 2.3.5 Grup ⟨G, ∗⟩ dinamakan grup Abel atau grup komutatif jika operasi ∗
bersifat komutatif yaitu:

g ∗ h = h ∗ g,

untuk setiap g, h ∈ G (Fitriani & Faisol, 2022).

Berikut diberikan contoh terkait grup Abel atau grup komutatif.

Contoh 2.3.6 Grup ⟨Z,+⟩ dengan + merupakan operasi biner pada Z. Untuk setiap
g, h ∈ Z, berlaku g+h = h+ g. Oleh karena itu, ⟨Z,+⟩ merupakan grup komutatif.

2.4 Ring

Setelah memahami definisi dari grup dan grup komutatif selanjutnya akan dibahas
mengenai definisi dari ring. Berikut diberikan definisi ring.

Definisi 2.4.1 Diberikan himpunan tak kosong R dan pada R didefinisikan dua
operasi biner yang dinotasikan dengan (+) dan (·). Himpunan R disebut ring
terhadap operasi penjumlahan (+) dan perkalian (·) jika memenuhi sifat-sifat
berikut:
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(i) ⟨R,+⟩ merupakan grup komutatif.

(ii) Operasi · di R bersifat assosiatif yaitu:

(r1 · r2) · r3 = r1 · (r2 · r3),

untuk setiap r1, r2, r3 ∈ R

(iii) Operasi penjumlahan dan perkalian di R bersifat:

(a) distributif kiri, yaitu:

r1 · (r2 + r3) = (r1 · r2) + (r1 · r3),

untuk setiap r1, r2, r3 ∈ R

(b) distributif kanan, yaitu:

(r1 + r2) · r3 = (r1 · r3) + (r2 · r3),

untuk setiap r1, r2, r3 ∈ R

⟨R,+, ·⟩ merupakan notasi ring R terhadap operasi penjumlahan (+) dan perkalian
(·). Definisi ring merupakan abstraksi dari sifat-sifat yang dimiliki oleh himpunan
semua bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan dan perkalian bilangan bulat
(Wahyuni dkk., 2021).

Berikut diberikan contoh terkait definisi ring.

Contoh 2.4.2 Diberikan Z merupakan himpunan bilangan bulat dengan (+)

merupakan operasi penjumlahan dan (·) merupakan operasi perkalian, dapat
diselidiki sesuai dengan Definisi 2.4.1 bahwa:

(i.) ⟨Z,+⟩ merupakan grup komutatif.

(ii.) Untuk setiap a, b, c ∈ Z, berlaku:

1. Sifat distributif kiri: a · (b+ c) = (a · b) + (a · c).

2. Sifat distributif kanan: (a+ b) · c = (a · c) + (b · c).

Jadi ⟨Z,+, ·⟩ merupakan ring.
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Selanjutnya diberikan definisi terkait ring komutatif.

Definisi 2.4.3 Ring komutatif merupakan bentuk khusus dari ring, yang memenuhi
sifat komutatif terhadap perkaliannya yaitu a · b = b · a untuk setiap a, b ∈ R maka
R disebut ring komutatif (Setiawan, 2014).

Diberikan contoh ring komutatif sebagai berikut.

Contoh 2.4.4 Ring ⟨Z,+, ·⟩ untuk setiap a, b ∈ Z, berlaku a · b = b · a. Oleh
karena itu, operasi · bersifat komutatif di Z. Bisa dikatakan ⟨Z,+, ·⟩ merupakan ring
komutatif.

Selanjutnya diberikan definisi center dari ring.

Definisi 2.4.5 Diberikan ring R, center dari R adalah Z(R) yang didefinisikan oleh

Z(R) = {z ∈ R | zx = xz,∀x ∈ R}

(Persulessy & Mahmud, 2013).

Definisi 2.4.6 Suatu elemen r ∈ R dikatakan elemen torsi jika terdapat bilangan
bulat positif n sehingga n · r = 0, dengan n · r didefinisikan sebagai penjumlahan r

sebanyak n kali (Keating, 1998).

Definisi 2.4.7 r ∈ R dikatakan sebagai elemen 2-torsi jika 2 · r = 0 (Keating, 1998).

Definisi 2.4.8 Ring dikatakan bebas 2-torsi jika tidak terdapat elemen tak nol r ∈ R

yang memenuhi 2 · r = 0 (Keating, 1998).

Contoh 2.4.9 Berikut diberikan contoh ring dan elemen torsinya.

1. Ring Z/3Z yang beranggotakan {0, 1, 2} merupakan contoh ring bebas 2-torsi
karena Z/3Z tidak memiliki elemen selain nol yang menjadi nol ketika dikalikan
dengan 2.

2. Ring Z/4Z yang beranggotakan {0, 1, 2, 3} bukan merupakan ring bebas 2-torsi
karena didalamnya terdapat elemen r = 2 di Z/4Z yang memenuhi 2r = 0,

tetapi r ̸= 0. Ini berarti Z/4Z bukan merupakan ring bebas 2-torsi.

Definisi 2.4.10 Ring R merupakan prima jika memenuhi

(∀a, b ∈ R)[aRb = 0 ⇒ (a = 0 ∨ b = 0)]
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(Persulessy & Mahmud, 2013).

Selanjutnya diberikan contoh ring prima.

Contoh 2.4.11 Diberikan ring komutatif R yang tidak memuat pembagi nol sejati
dan a ∈ R dengan ax = 0, untuk setiap x ∈ R. Akan ditunjukkan bahwa R ring
prima. Diketahui bahwa ax = 0, untuk setiap x ∈ R. Dengan mengalikan kedua
ruas dengan b ∈ R dari kanan akan diperoleh

axb = 0.

Karena R ring komutatif, berlaku

abx = 0 · x

ab = 0.

Karena R ring yang tidak memuat pembagi nol sejati dapat diperoleh

a = 0 ∨ b = 0.

Jadi R merupakan ring prima.

2.5 Ideal

Selanjutnya akan dijelaskan tentang ideal. I dikatakan ideal jika memenuhi
aksioma-aksioma yang diberikan pada Definisi 2.5.1.

Definisi 2.5.1 Diberikan ring R, dan I dikatakan ideal dari ring R jika memenuhi
dua aksioma yaitu:

1. untuk setiap a, b ∈ R berlaku a− b ∈ I (tertutup terhadap penjumlahan dan
pengurangan);

2. untuk setiap r ∈ R dan a ∈ I , berlaku r · a ∈ I dan a · r ∈ I

(Dummit dan Foote, 2004).

Berikut diberikan contoh dari ideal.

Contoh 2.5.2 Diberikan I = 2Z. Akan ditunjukkan bahwa I merupakan ideal Z.
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1. Diberikan sebarang a, b ∈ 2Z maka a = 2p dan b = 2q untuk setiap p, q ∈ Z,
diperoleh yaitu:

a+ b = 2p+ 2q = 2(p+ q).

Karena p + q ∈ Z maka a + b ∈ 2Z, sehingga ideal I tertutup terhadap
penjumlahan.

2. Diberikan a ∈ 2Z dan r ∈ Z, maka a = 2p untuk setiap m ∈ Z, diperoleh
yaitu:

r · a = r · 2p = 2(r · p).

Karena r · p ∈ Z, maka r · a ∈ 2Z maka ideal I tertutup terhadap perkalian
elemen di Z.

Selanjutnya akan diberikan definisi terkait ideal tak nol.

Definisi 2.5.3 Ideal tak nol dalam lapangan F adalah ideal yang mengandung
setidaknya satu elemen a ∈ I dengan a ̸= 0 (Hungerford, 1974).

Berikut diberikan contoh ideal tak nol.

Contoh 2.5.4 Diberikan I = ⟨x3 + 1⟩ merupakan himpunan semua polinomial yang
habis dibagi oleh x3 + 1 yaitu:

I = {(x3 + 1) · f(x)|f(x) ∈ F [x]}.

Akan dibuktikan bahwa I = ⟨x3 + 1⟩ adalah ideal atas F [x].

1. Diberikan sebarang a(x), b(x) ∈ ⟨x3 + 1⟩, maka a(x) = (x3 + 1) · f(x) dan
b(x) = (x3 + 1) · g(x) untuk suatu f(x), g(x) ∈ F [x]. Diperoleh:

a(x) + b(x) = (x3 + 1) · f(x) + (x3 + 1) · g(x) = (x3 + 1) · (f(x) + g(x)).

Karena f(x) + g(x) ∈ F [x], maka a(x), b(x) ∈ ⟨x3 + 1⟩ sehingga terbukti
ideal (x3 + 1) tertutup terhadap penjumlahan.

2. Diberikan sebarang a(x) ∈ ⟨x3 + 1⟩ dan r(x) ∈ F [x], maka a(x) = (x3 +

1) · f(x) untuk suatu f(x) ∈ F [x], diperoleh:

r(x) · a(x) = r(x) · ((x3 + 1) · f(x)) = (x3 + 1) · (r(x) · f(x)).
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Karena r(x) · f(x) ∈ F [x] maka r(x) · a(x) ∈ ⟨x3+1⟩. Jadi terbukti ⟨x3+1⟩
tertutup terhadap perkalian dengan elemen di F [x].

Jadi, I = ⟨x3 + 1⟩ merupakan ideal tak nol F [x].

2.6 Derivasi

Setelah memahami definisi dari grup dan ring selanjutnya akan dibahas mengenai
derivasi.

Definisi 2.6.1 Derivasi pada ring R didefinisikan sebagai pemetaan d : R → R yang
memenuhi sifat aditif dan memenuhi aturan Leibniz.

1. Sifat aditif yaitu untuk setiap a, b ∈ R berlaku:

d(a+ b) = d(a) + d(b).

2. Aturan Leibniz yaitu untuk setiap a, b ∈ R berlaku:

d(ab) = d(a)b+ ad(b).

Pemetaan d disebut sebagai derivasi pada R (Ali dkk., 2024).

Diberikan contoh derivasi sebagai berikut.

Contoh 2.6.2 Diberikan ring M2(Z) =

{[
a b

c d

]
|a, b, c, d ∈ Z

}
. Didefinisikan

pemetaan d : M2(Z) → M2(Z) dan d

([
a b

c d

])
=

[
0 −b

c 0

]
untuk setiap[

a b

c d

]
∈ M2(Z). Akan ditunjukkan pemetaan d merupakan derivasi.
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1. Diberikan sebarang

[
a b

c e

]
,

[
i j

k l

]
∈ M2(Z), berlaku:

d

([
a b

c e

]
+

[
i j

k l

])
= d

([
a+ i b+ j

c+ k e+ l

])

=

[
0 −(b+ j)

c+ k 0

]

=

[
0 −b− j

c+ k 0

]

=

[
0 −b

c 0

]
+

[
0 −j

k 0

]

= d

([
a b

c e

])
+ d

([
i j

k l

])
.

Jadi, pemetaan d bersifat aditif.

2. Diberikan sebarang

[
a b

c e

]
,

[
i j

k l

]
∈ M2(Z), berlaku:

d

([
a b

c e

][
i j

k l

])
= d

([
ai+ bk aj + bl

ci+ ek cj + el

])

=

[
0 −(aj + bl)

ci+ ek 0

]

=

[
0 −bl

ci 0

]
+

[
0 −aj

ek 0

]

=

[
−bk −bl

ci cj

]
+

[
bk −aj

ek −cj

]

=

[
0 −b

c 0

][
i j

k l

]
+

[
a b

c e

][
0 −j

k 0

]

= d

([
a b

c e

])[
i j

k l

]
+

[
a b

c e

]
d

([
i j

k l

])
.

Jadi, pemetaan d memenuhi aturan Leibniz.

Karena telah memenuhi sifat aditif dan aturan Leibniz bisa dikatakan pemetaan d

merupakan derivasi (Ernanto, 2018).
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Diberikan contoh lain yang bukan derivasi.

Contoh 2.6.3 Diberikan ring Z dan pemetaan d : R → R yang didefinisikan oleh
d(a) = a2−1, untuk setiap a ∈ Z. Akan diperiksa apakah d memenuhi sifat derivasi.

1. Pilih 4, 5 ∈ Z, berlaku:
Pada ruas kiri:

d(4 + 5) = (4 + 5)2 − 1 = (9)2 − 1 = 80.

Pada ruas kanan:

d(4) + d(5) = (4)2 − 1 + (5)2 − 1 = 42 − 1 + 52 − 1 = 15 + 24 = 39.

Jelas bahwa kedua ruas tidak sama karena:

d(4 + 5) = 90 ̸= 39 = d(4) + d(5).

Karena kedua ruas tidak sama artinya d tidak bersifat aditif. Jadi, pemetaan d

bukan derivasi pada ring Z.

2.7 Derivasi Inner

Derivasi inner merupakan jenis derivasi pada suatu ring atau aljabar, dimana derivasi
inner didefinisikan sebagai operasi yang terbentuk dari komutator dengan elemen
tetap dari ring tersebut.

Lemma 2.7.1 Diberikan sebarang ring R dengan elemen satuan. Untuk setiap a ∈ R

dapat didefinisikan derivasi da : R → R dengan definisi da(y) = ay − ya untuk
setiap y ∈ R. Selanjutnya, derivasi da disebut derivasi inner pada R ( Ernanto,
2018).

Berikut diberikan contoh derivasi inner.

Contoh 2.7.2 Diberikan ring matriks M2(Z) dan pemetaan d(A) = BA − AB

dengan B =

[
0 1

0 0

]
. Akan diperiksa apakah d merupakan derivasi inner.
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1. Diberikan sebarang X, Y ∈ M2(Z), berlaku:

d(X + Y ) = B(X + Y )− (X + Y )B

= BX +BY −XB − Y B

= BX −XB +BY − Y B

= d(X) + d(Y ).

Jelas bahwa d memenuhi sifat aditif.

2. Diberikan sebarang X, Y ∈ M2(Z), berlaku:
Pada ruas kiri:

d(XY ) = B(XY )− (XY )B.

Pada ruas kanan:

d(X)Y +Xd(Y ) = (BX −XB)Y +X(BY − Y B)

= (BX)Y − (XB)Y +X(BY )−X(Y B)

= (BX)Y −X(Y B).

Jelas bahwa d memenuhi aturan Leibniz.

Jadi, derivasi d = dA merupakan derivasi pada M2(Z).

2.8 Derivasi-n

Derivasi-n pertama kali diperkenalkan oleh Kyoo-Hong Park pada tahun 2009.
Selanjutnya akan diberikan definisi derivasi-n.

Definisi 2.8.1 Misalkan n ≥ 2 adalah suatu bilangan bulat positif dan Rn = R ×
R× . . .×R. Suatu pemetaan ∆ : Rn → R dikatakan simetris (atau permutasi) jika
persamaan ∆ = (x1, x2, . . . , xn) = ∆(xπ(1), xπ(2), . . . , xπ(n)) berlaku untuk setiap
xi ∈ R dan untuk setiap permutasi {π(1), π(2), . . . , π(n)} (Park, 2009).

Berikut diberikan definisi lain dari derivasi-n.

Definisi 2.8.2 Misalkan n ≥ 2 adalah sebuah bilangan bulat positif yang tetap. Suatu
pemetaan aditif−n ∆ : Rn → R (yaitu, aditif di setiap komponen) disebut derivasi
ke-n jika memenuhi sifat aditif dan memenuhi aturan Leibniz sebagai berikut:
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1. Sifat aditif pada setiap komponennya, yaitu:

∆(x1 + x′
1, x2, . . . , xn) = ∆(x1, x2, . . . , xn) + ∆(x′

1, x2, . . . , xn);
∆(x1, x2 + x′

2, . . . , xn) = ∆(x1, x2, . . . , xn) + ∆(x1, x
′
2, . . . , xn);

...

∆(x1, x2, . . . , xn + x′
n) = ∆(x1, x2, . . . , xn) + ∆(x1, x2, . . . , x

′
n).

2. Aturan Leibniz pada setiap komponennya, yaitu:

∆(x1x
′
1, x2, . . . , xn) = ∆(x1, x2, . . . , xn)x

′
1 + x1∆(x′

1, x2, . . . , xn);
∆(x1, x2x

′
2, . . . , xn) = ∆(x1, x2, . . . , xn)x

′
2 + x2∆(x1, x

′
2, . . . , xn);

...

∆(x1, x2, . . . , xnx
′
n) = ∆(x1, x2, . . . , xn)x

′
n + xn∆(x1, x2, . . . , x

′
n),

berlaku untuk setiap xi, x
′
i ∈ R

Derivasi-n berperilaku seperti derivasi biasa di setiap komponen. Pada definisi
derivasi-n, jika menambahkan syarat ∆ menjadi simetris, maka akan diperoleh
derivasi yang disebut sebagai derivasi-n simetris, karena sifat simetris dari ∆ akan
setara satu sama lain dan validitas dari salah satu akan memberikan identitas yang
lainnya (Park, 2009).

Definisi 2.8.3 Suatu pemetaan δ : R → R disebut sebagai trace dari suatu pemetaan
simetris n-aditif ∆ dan didefinisikan oleh δ(x) = ∆(x, x, ...., x), untuk setiap x ∈ R

(Ali dkk., 2024).

Trace derivasi-n simetris memiliki peran penting karena membantu menjembatani
kesenjangan antara derivasi-n dan derivasi biasa. Hal ini menjadi berguna ketika
menggeneralisasi hasil-hasil yang telah dibuktikan untuk derivasi dengan derivasi-n.
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METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,
Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan penulis yaitu studi literatur untuk mengumpulkan
dan mengolah informasi terkait penelitian berdasarkan referensi dari artikel, jurnal,
dan buku. Berikut langkah-langkah penelitian.

1. Mempelajari materi matriks, grup, ring, derivasi pada ring dan derivasi-n pada
ring.

2. Memberikan contoh-contoh derivasi-n pada ring matriks.

3. Menyelidiki sifat-sifat derivasi-n pada ring matriks.

4. Memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat yang diperoleh.
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Mengkaji teori aljabar abstrak yaitu: Matriks,
grup, ring. Mempelajari derivasi, derivasi inner.

Mempelajari derivasi-n pada suatu ring (Park, 2009).

Tahap 1 Mempelajari materi terkait matriks, grup, ring,
derivasi pada ring dan derivasi-n pada ring matriks;

Tahap 2 Memberikan contoh-contoh derivasi-n pada ring matriks;

Tahap 3 Menyelidiki sifat-sifat derivasi-n pada ring matriks;

Tahap 4 Memberikan contoh ilustrasi dari sifat-sifat yang diperoleh.

Gambar 3.1 Diagram tahapan penelitian



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa konsep derivasi-n
tidak dapat dianggap universal, melainkan harus diverifikasi untuk setiap nilai n
dan konteks aljabar yang spesifik. Derivasi-2 pada ring matriks Mk(R) berhasil
dikontruksi, seperti pemetaan ∆ yang memenuhi sifat aditif dan memenuhi aturan
Leibniz pada setiap komponennya. Derivasi trivial (d = 0) dan derivasi inner juga
memenuhi syarat sebagai derivasi-2. Beberapa contoh derivasi-3 juga dikontruksi,
seperti pemetaan ∆ yang memenuhi sifat aditif dan memenuhi aturan Leibniz
pada setiap komponennya. Namun, terdapat contoh lain yang gagal memenuhi
aturan Leibniz. Hal ini menunjukkan bahwa tidak semua pemetaan multivariabel
dapat menjadi derivasi-3. Dalam penelitian ini menunjukkan bahwa tidak ada sifat
derivasi-n simetrik yang tidak trivial (yaitu, ∆ ̸= 0) jika trace komutatif. Kemudian,
dalam konteks ring prima dengan ideal tak nol I suatu derivasi F yang terkait
dengan derivasi tak nol d mempertahankan komutator [x, y] yaitu F ([x, y]) = [x, y]

mengimplikasikan bahwa ring R harus komutatif ini menunjukkan bahwa F

mempertahankan struktur komutator pada ideal I, yang memaksa R menjadi
komutatif. jika ring R merupakan ring non komutatif maka kondisi F ([x, y]) = [x, y]

tidak terpenuhi karena komutator [x, y] tidak selalu nol di ring non komutatif M2(R).

5.2 Saran

Penelitian ini masih perlu mengkaji lebih dalam terkait struktur derivasi-n untuk
n = 3 yang tidak valid dalam suatu ring matriks dengan menyelidiki lebih khusus
sifat-sifat seperti asosiativitas, komutativitas yang memengaruhi validitas derivasi-n.
Penelitian selanjutnya juga dapat mencari kondisi ataupun batasan tambahan
yang dapat membuat derivasi-n berlaku untuk n > 2. Penelitian selanjutnya
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dapat mengidentifikasi terkait derivasi-n simetrik pada jenis ring lain, apakah
kesimpulannya tetap serupa (∆ = 0) tetap berlaku.
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