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ABSTRAK

THE CONSTRUCTION OF ROUGH SEMIMODULE OVER ROUGH

SEMIRING BY USING PRABA CONCEPT

By

Dona Rani Maninja

Semimodule over semiring is a generalization of a module over the ring. Rough sets
are formed using the Praba concept by providing an information system I = (U,A)
whose membership values are fuzzy sets. For any X ⊆ U , we can form equiva-
lence classes, lower approximation and upper approximation. In this research, we
construct semimodules over semirings in the rough set and the direct sum of the
two semimodules over semirings uses the Praba concept with meet △ and join ▽
operations. Additionally, an example of construction semimodules over semirings
in the rough set is given.

Keywords:Approximation space, rough set, rough semiring, rough semimodule over
semiring, Praba concept.



ABSTRAK

KONSTRUKSI SEMIMODUL ATAS SEMIRING PADA HIMPUNAN

ROUGH MENGGUNAKAN KONSEP PRABA

Oleh

Dona Rani Maninja

Semimodul atas semiring merupakan generalisasi dari modul atas ring. Himpunan
rough terbentuk menggunakan konsep Praba dengan diberikannya sistem informa-
si I = (U,A) dengan nilai keanggotaannya himpunan fuzzy. Selanjutnya X yang
merupakan subset dari U berkoresponden membentuk kelas-kelas ekuivalensi, ap-
roksimasi bawah dan aproksimasi atas. Pada penelitian ini, akan dikonstruksi semi-
modul atas semiring pada himpunan rough dan direct sum dari dua semimodul atas
semiring menggunakan konsep Praba dengan operasi meet △ dan join ▽. Selain itu,
diberikan contoh konstruksi semimodul atas semiring pada himpunan rough.

Kata-kata kunci: Ruang aproksimasi, himpunan rough, semiring, semimodul atas
semiring, konsep Praba.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep grup dan ring berperan penting pada struktur aljabar, karena diperlukan da-

lam mengkontruksi modul. Grup merupakan sistem matematika yang terdiri atas

satu himpunan dan satu operasi biner yang memenuhi aksioma tertentu (Fitriani

dan Faisol, 2022), sedangkan semigrup merupakan generalisasi dari grup tanpa ele-

men identitas atau invers. Semigrup terdiri dari operasi biner yang bersifat asosiatif

(Howie, 1976). Selanjutnya, semigrup komutatif memenuhi sifat asosiatif, tertutup

dan komutatif. Monoid dengan memenuhi sifat asosiatif, tertutup dan terdapat un-

sur identitas (Lisapaly dan Persulessy, 2011).

Ring merupakan struktur aljabar yang terdiri atas suatu himpunan tak kosong de-

ngan dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian (Rasiman dkk., 2018).

Selanjutnya, semiring dibentuk dari ring R yang dihilangkan satu sifatnya yaitu

elemen invers terhadap operasi penjumlahan (Subiono, 2013). Setiap ring adalah

semiring, tapi sebaliknya belum tentu semua semiring itu adalah ring (Kandasamy,

2002).

Hal-hal yang diperlukan dalam pembentukan modul atas ring R adalah grup Abel

⟨M,+⟩, ring dengan elemen satuan ⟨R,+, .⟩, serta operasi ∗ : R×M → M dengan

definisi ∗(r,m) = r ∗m, untuk setiap r ∈ R dan m ∈ M (Wijayanti dkk., 2016).

Semimodul atas semiring merupakan generalisasi dari modul atas ring. Perbedaan

utama pada modul atas ring dan semimodul atas semiring adalah jika pada modul

disyaratkan setiap elemen memiliki invers, maka pada semimodul tidak terdapat

syarat setiap elemennya memiliki invers terhadap operasi penjumlahan (Andari,

2016).
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Konsep himpunan dapat membangun hampir untuk semua aspek matematika. Him-

punan rough dan himpunan fuzzy merupakan perluasan dari himpunan. Himpunan

fuzzy pertama kali dikembangkan oleh Zadeh pada tahun 1965. Himpunan fuzzy bi-

asanya terletak pada rentang [0,1].

Pawlak pertama kali memperkenalkan konsep himpunan rough pada tahun 1982

yang merupakan himpunan bagian dari semesta yang dideskripsikan oleh suatu pa-

sangan dari himpunan aproksimasi atas dan bawah. Himpunan rough juga telah

dibahas pada beberapa peneliti antara lain Miao dkk. pada tahun 2005 melakukan

penelitian tentang grup rough dan sifat-sifatnya. Zhang dkk. pada tahun 2006 juga

melakukan penelitian tentang modul rough. Pada tahun 2013, Isaac dan Neelima

membahas penelitian tentang ring rough. Selanjutnya, Praba dkk. pada tahun 2013

membahas mengenai penerapan monoid regular komutatif pada himpunan rough.

Manimaran dkk. pada tahun 2014 melakukan penelitian mengenai monoid regular

idempotent pada himpunan rough dengan operasi Praba join ▽. Kemudian peneli-

tian dikembangkan kembali oleh Praba dkk. pada tahun 2015 mengenai penerapan

konsep semiring pada himpunan rough dan pada tahun yang sama Sinha dan Prakas

membahas mengenai modul proyektif rough. Selanjutnya, pada tahun 2016 Praba

dkk. membahas mengenai graf total dan graf komplemen dari semiring pada him-

punan rough. Penelitian terbaru oleh Hafifullah dkk. pada tahun 2022 membahas

mengenai sifat-sifat barisan V-Koeksak pada grup rough dan pada tahun yang sama

Nugraha dkk. membahas mengenai penerapan konsep struktur grup pada himpunan

rough. Selanjutnya pada tahun 2023, Yanti dkk. membahas mengenai penerapan

konsep himpunan rough pada struktur modul proyektif.

Himpunan rough dapat terbentuk menggunakan konsep Praba dengan diberikan

sistem informasi I = (U,A) dengan nilai keanggotaannya himpunan fuzzy. Se-

lanjutnya X yang merupakan subset dari U membentuk kelas-kelas ekuivalensi,

aproksimasi bawah dan aproksimasi atas. Pada penelitian ini, dikonstruksi semimo-

dul atas semiring pada himpunan rough menggunakan konsep Praba. Selanjutnya,
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dikonstruksi direct sum dari dua semimodul atas semiring pada himpunan rough.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. mengkonstruksi semimodul atas semiring pada himpunan rough mengguna-

kan konsep Praba;

2. mengkonstruksi direct sum dari dua semimodul atas semiring menggunakan

konsep Praba;

3. menyelidiki sifat direct sum yang telah dikonstruksi sebelumnya.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini yaitu menambah pengetahuan mengenai penerapan him-

punan rough pada konstruksi semimodul atas semiring menggunakan konsep Praba,

serta menjadi sarana pembelajaran dan referensi untuk mengembangkan wawasan

dalam mempelajari semimodul atas semiring pada himpunan rough.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai definisi-definisi beserta contoh yang berkai-

tan dan mendukung pembahasan dalam tesis ini yaitu tentang semimodul atas semi-

ring, himpunan rough, penerapan himpunan rough pada beberapa struktur aljabar,

dan himpunan rough menggunakan konsep Praba.

2.1 Semimodul atas Semiring

Sebelum membahas mengenai semimodul atas semiring, terlebih dahulu diberikan

definisi-definisi tentang operasi biner, grup, semigrup, monoid, ring, semiring, dan

modul atas ring.

Jika a dan b merupakan bilangan asli, maka hasil operasi penjumlahan a + b juga

merupakan bilangan asli dan hasilnya unik (tunggal). Jadi operasi + merupakan

operasi dua bilangan asli yang menghasilkan secara tunggal elemen himpunan yang

sama, yaitu himpunan bilangan asli. Berikut definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 Operasi biner ∗ pada himpunan S adalah fungsi dari S × S ke S.

Untuk setiap (a, b) ∈ S × S, ∗(a, b) di S dinotasikan dengan a ∗ b (Fitriani dan

Faisol, 2022).

Berdasarkan Definisi 2.1.1, operasi biner pada himpunan S memetakan pasangan

berurutan (a, b) ∈ S × S, ∗(a, b) di S dinotasikan dengan a ∗ b yang merupakan

elemen dari S. Sebagai ilustrasi, jika dipilih S = Z, dan ∗ adalah operasi penjum-

lahan bilangan bulat, maka + merupakan operasi biner pada Z karena +(a, b) yang

dinotasikan dengan a+ b merupakan bilangan bulat. Berikut contoh operasi biner.

Contoh 2.1.2 Operasi penjumlahan bilangan pada himpunan bilangan real R me-

rupakan operasi biner.
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Berikut definisi himpunan bagian yang tertutup terhadap suatu operasi biner.

Definisi 2.1.3 Diberikan operasi biner ∗ dan himpunan bagian tak kosong H di S.

Himpunan H dikatakan tertutup terhadap operasi biner ∗ jika untuk setiap a, b ∈ H ,

berlaku a ∗ b ∈ H (Fitriani dan Faisol, 2022).

Berikut contoh himpunan bagian yang tertutup terhadap suatu operasi biner.

Contoh 2.1.4 Diberikan himpunan bilangan bulat Z beserta operasi penjumlahan

bilangan pada Z. Telah diketahui bahwa operasi penjumlahan bilangan merupakan

operasi biner pada Z. Selanjutnya, 2Z = {2z|z ∈ Z} merupakan himpunan bagian

dari Z. Untuk setiap dua elemen di 2Z, hasil penjumlahan kedua bilangan tersebut

berada di dalam himpunan 2Z. Akibatnya, himpunan 2Z tertutup terhadap operasi

penjumlahan bilangan.

Operasi penjumlahan bilangan + pada himpunan bilangan bulat Z bersifat komu-

tatif yaitu a + b = b + a dan bersifat asosiatif, yaitu (a + b) + c = a + (b + c),

untuk setiap a, b, c ∈ Z. Demikian halnya dengan operasi perkalian bilangan pada

Z. Berikut definisi sifat operasi biner pada suatu himpunan.

Definisi 2.1.5 Diberikan operasi biner ∗ pada himpunan A.

1. Operasi ∗ bersifat asosiatif, jika (a∗b)∗c = a∗(b∗c), untuk setiap a, b, c ∈ A;

2. Operasi ∗ bersifat komutatif, jika a∗b = b∗a untuk setiap a, b ∈ A (Setiawan,

2011).

Berikut diberikan contoh dari sifat operasi biner.

Contoh 2.1.6

1. Operasi ∗ didefinisikan pada himpunan bilangan real R dengan a ∗ b = 1
2
ab.

Akan ditunjukkan bahwa ∗ bersifat asosiatif dan komutatif. Diberikan seba-

rang a, b, c ∈ R. Karena (a ∗ b) ∗ c = (1
2
ab) ∗ c = (1

2
)((1

2
ab)c) = (1

4
)(ab)c

dan pada sisi lain a ∗ (b ∗ c) = a ∗ ((1
2
)bc) = (1

2
)a(1

2
bc) = (1

4
)(ab)c, maka ∗

bersifat asosiatif, dan karena a ∗ b = (1
2
)ab = (1

2
)ba = b ∗ a maka ∗ bersifat

komutatif.
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2. Operasi ⊕ didefinisikan pada bilangan bulat Z dengan aturan a⊕ b = a+2b.

Akan ditunjukkan bahwa ⊕ tidak komutatif dan tidak asosiatif. Diberikan

sebarang a, b, c ∈ Z. Karena pada satu sisi (a ⊕ b) ⊕ c = (a + 2b) ⊕ c =

(a+2b)+ 2c dan pada sisi lain a⊕ (b⊕ c) = a⊕ (b+2c) = a+2(b+2c) =

a+ (2b+ 4c) = (a+ 2b) + 4c.

Sebagai contoh, pilih a = 1, b = 2, c = 3, diperoleh (a⊕b)⊕c = 11 dan a⊕(b⊕c) =

17. Hal ini menyatakan bahwa ⊕ tidak bersifat asosiatif di Z. Karena a⊕b = a+2b

dan b ⊕ a = b + 2a dan kedua hasil ini tidak sama untuk a ̸= b maka ⊕ tidak

komutatif.

Pada Definisi 2.1.5, dijelaskan sifat operasi biner asosiatif dan komutatif. Selain

itu, operasi biner memenuhi hukum identitas dan invers. Berikut definisi hukum

identitas dan invers.

Definisi 2.1.7

1. ⟨A, ∗⟩ memenuhi hukum identitas asalkan A memuat suatu anggota e sehing-

ga e ∗ a = a ∗ e = a, untuk setiap a ∈ A. Sifat demikian dinamakan identitas

untuk ⟨A, ∗⟩;

2. ⟨A, ∗⟩ memenuhi hukum invers asalkan A memuat suatu identitas e untuk

operasi ∗ dan untuk sebarang a ∈ A terdapat suatu anggota a′ ∈ A yang

memenuhi a ∗ a′ = a′ ∗ a = e. Elemen a′ yang memenuhi sifat tersebut

dinamakan invers dari a (Setiawan, 2011).

Berikut diberikan contoh hukum identitas dan invers.

Contoh 2.1.8

1. Himpunan Z dengan operasi ∗ yang didefinisikan oleh a∗b = a+b−5, untuk

setiap a, b ∈ Z merupakan operasi biner. Akan diselidiki elemen identitas

operasi ∗ pada Z ini untuk setiap a ∈ Z, karena a ∗ e = a + e − 5 = a dan

e ∗ a = e+ a− 5 = a, dimana e = 5, maka berlaku a ∗ e = e ∗ a = a;
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2. Himpunan Z dengan operasi ∗ yang didefinisikan oleh a∗b = a+b−5, untuk

setiap a, b ∈ Z merupakan operasi biner yang memiliki elemen identitas 5.

Akan diselidiki setiap elemen Z mempunyai invers terhadap operasi ∗. Untuk

a ∗ a−1 = e jika dan hanya jika a ∗ a−1 = a + a−1 − 5 = 5 jika dan hanya

jika a−1 = 10 − a dan untuk a−1 ∗ a = e jika dan hanya jika a−1 ∗ a =

a−1 + a − 5 = 5 jika dan hanya jika a−1 = 10 − a. Jadi dapat disimpulkan

bahwa untuk setiap a ∈ Z, terdapat a−1 ∈ Z yaitu a−1 = 10− a.

Sistem matematika yang terdiri atas satu himpunan dan satu operasi biner yang

memenuhi aksioma-aksioma tertentu dinamakan grup. Berikut definisi grup.

Definisi 2.1.9 Sistem matematika ⟨G, ∗⟩ adalah grup jika memenuhi aksioma-aksioma

berikut.

1. Operasi biner ∗ bersifat asosiatif, yaitu (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) untuk setiap

a, b, c ∈ G.

2. Terdapat elemen identitas e ∈ G untuk operasi biner ∗ sehingga untuk setiap

x ∈ G, berlaku e ∗ x = x ∗ e = x.

3. Untuk setiap a ∈ G, berlaku terdapat elemen invers dari a di G, dinotasikan

dengan a−1 sehingga a−1 ∗ a = a ∗ a−1 = e (Fitriani dan Faisol, 2022).

Grup ⟨G, ∗⟩ ditulis dengan G, yang berarti grup G dengan operasi biner ∗ pada

himpunan tersebut. Berikut diberikan contoh grup.

Contoh 2.1.10 Himpunan Z,Q dan R merupakan grup terhadap operasi penjumla-

han. Himpunan R∗ (himpunan bilangan real yang tak nol), Q∗ (himpunan bilangan

rasional yang tak nol), C∗ (himpunan bilangan kompleks yang tak nol) merupakan

grup terhadap operasi perkalian.

Grup komutatif disebut juga dengan grup Abel. Nama ini diberikan sebagai ben-

tuk penghargaan terhadap matematikawan Norwegia bernama Niels Hendrik Abel.

Berikut definisi grup Abel.
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Definisi 2.1.11 Grup G dikatakan grup komutatif (grup Abel) jika operasi biner ∗

bersifat komutatif, yaitu a ∗ b = b ∗ a, untuk setiap a, b ∈ G (Fitriani dan Faisol,

2022).

Berikut contoh grup Abel.

Contoh 2.1.12 Akan ditunjukkan himpunan bilangan Z terhadap operasi penjum-

lahan bilangan merupakan grup Abel. ⟨Z,+⟩ adalah grup karena memenuhi syarat

grup (tertutup, asosiatif, identitas dan invers) dan komutatif karena untuk setiap

a, b ∈ Z berlaku a + b = b + a. Karena memenuhi kelima syarat tersebut, dapat

dikatakan bilangan bulat Z terhadap operasi penjumlahan bilangan merupakan grup

Abel.

Grup yang tidak memenuhi sifat komutatif disebut grup non komutatif atau grup

non Abel. Berikut diberikan contoh grup non Abel.

Contoh 2.1.13 Diberikan himpunan matriks yang dapat dibalik invertible ber-ordo

2 × 2 dengan entri bilangan real M2(R) terhadap operasi perkalian matriks. Akan

ditunjukkan bahwa ⟨M, ·⟩ bukan grup Abel. Diberikan sebarang A =

 a1 a2

a3 a4

,

B =

 b1 b2

b3 b4

, C =

 c1 c2

c3 c4

 ∈ M2(R).

1. AB =

 a1 a2

a3 a4

 b1 b2

b3 b4

 =

 a1b1 + a2b3 a1b2 + a2b4

a3b1 + a4b3 a3b2 + a4b4

 ∈ M2(R).

Jadi operasi perkalian bersifat tertutup di M ;

2. Operasi perkalian matriks bersifat asosiatif, yaitu: A(BC) = (AB)C, untuk

setiap A,B,C ∈ M2(R);

3. Untuk setiap A =

 a1 a2

a3 a4

 terdapat I =

 1 0

0 1


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sehingga AI = IA = A. Jadi I merupakan elemen netral terhadap operasi

perkalian matriks;

4. Karena sudah diketahui bahwa matriks tersebut adalah matriks invertible, ma-

ka setiap elemen di M mempunyai invers.

Dari (1)-(4), dapat disimpulkan bahwa ⟨M, ·⟩ merupakan grup.

Misalkan diambil matriks A =

 1 2

3 1

 dan B =

 2 0

0 1

,

maka AB =

 1 2

3 1

 2 0

0 1

 =

 2 2

6 1

 sedangkan

BA =

 2 0

0 1

 1 2

3 1

 =

 2 4

3 1

, AB ̸= BA. Karena sifat komutatif tidak

terpenuhi, maka ⟨M, ·⟩ bukan merupakan grup Abel.

Semigrup adalah struktur aljabar yang terdiri dari himpunan dengan operasi biner

yang bersifat asosiatif. Semigrup sebagai generalisasi grup tanpa elemen identitas

atau invers. Berikut definisi semigrup.

Definisi 2.1.14 Himpunan tak kosong S yang dilengkapi dengan operasi biner ∗

dikatakan semigrup jika ∗ bersifat asosiatif yaitu: untuk setiap x, y, z ∈ S maka

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (Howie, 1976).

Semigrup juga bersifat tertutup terhadap operasi binernya. Berikut diberikan defi-

nisi yang bersifat tertutup terhadap operasi biner.

Definisi 2.1.15 Misalkan S suatu semigrup. Himpunan bagian tak kosong T dari

S dikatakan subsemigrup dari S jika T tertutup terhadap operasi binernya (Howie,

1976).
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Berdasarkan Definisi 2.1.14 dan 2.1.15. ⟨G, ∗⟩ disebut semigrup jika memenuhi

sifat asosiatif dan tertutup terhadap operasi biner. Berikut contoh semigrup.

Contoh 2.1.16 Akan dibuktikan Z merupakan semigrup terhadap operasi + dengan

kedua syarat semigrup pada Definisi 2.1.14 dan Definisi 2.1.15 yaitu operasi +

pada Z bersifat tertutup karena untuk setiap a, b ∈ Z, a + b ∈ Z dan operasi +

pada Z bersifat asosiatif. Karena untuk setiap a, b ∈ Z, (a + b) + c = a + (b +

c) ∈ Z. Jadi, karena kedua syarat semigrup terpenuhi maka Z merupakan semigrup

terhadap operasi +.

Jika operasi semigrup bersifat komutatif maka semigrup disebut semigrup komuta-

tif atau semigrup Abel. Berikut definisi semigrup komutatif.

Definisi 2.1.17 Diberikan himpunan S ̸= ∅, himpunan S merupakan semigrup

komutatif jika ⟨S, ∗⟩ memenuhi sifat komutatif terhadap operasi ∗ (Lisapaly dan

Persulessy, 2011).

Berdasarkan Definisi 2.1.17 semigrup komutatif harus memenuhi sifat asosiatif,

tertutup dan komutatif. Berikut contoh semigrup komutatif.

Contoh 2.1.18 Diberikan himpunan Z5 dengan operasi biner +5. Akan ditunjukkan

bahwa ⟨Z5,+5⟩ merupakan semigrup komutatif. Berikut diberikan tabel Cayley se-

migrup komutatif.
Tabel 2.1 Tabel Cayley semigrup komutatif

+5 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄
0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 4̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 4̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 4̄ 0̄ 1̄ 2̄
4̄ 4̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

Berdasarkan Tabel 2.1 dapat diketahui bahwa untuk setiap x, y ∈ Z5, dengan ope-

rasi biner +5 berlaku x+5 y = y +5 x. Jadi Z5 merupakan semigrup komutatif

Monoid adalah struktur aljabar antara grup dan semigrup, yaitu semigrup yang me-

miliki elemen identitas. Berikut definisi monoid.



11

Definisi 2.1.19 Himpunan ⟨S, ∗⟩ merupakan semigrup dengan elemen identitas jika

S memuat elemen netral terhadap operasi ∗ yaitu terdapat e ∈ S, untuk setiap

s ∈ S, e∗s = s∗e = s. Selanjutnya, ⟨S, ∗⟩ disebut monoid (Lisapaly dan Persulessy,

2011).

Diketahui bahwa semua grup adalah semigrup dan semua semigrup adalah monoid.

Berikut contoh monoid.

Contoh 2.1.20 Diberikan himpunan bilangan Z = {· · · ,−2,−1, 0, 1, 2, · · · } de-

ngan operasi biner perkalian bilangan ∗. Akan dibuktikan bahwa ⟨Z, ∗⟩ merupakan

monoid.

1. Karena untuk setiap a, b ∈ Z, a ∗ b ∈ Z yang berarti operasi ∗ pada Z bersifat

tertutup;

2. Karena untuk setiap a, b, c ∈ Z, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) ∈ Z yang berarti

operasi ∗ pada Z bersifat asosiatif;

3. Karena untuk setiap a, terdapat 1 ∈ Z, sehingga a ∗ 1 = 1 ∗ a = a, yang

berarti 1 adalah elemen identitas terhadap operasi perkalian.

Dari (1)-(3), dapat disimpulkan bahwa ⟨Z, ∗⟩ merupakan monoid.

Setelah mengetahui definisi semigrup dan monoid, akan didefinisikan mengenai

elemen idempotent.

Definisi 2.1.21 Diberikan semigrup S. Jika a ∈ S dan a = a2 = aa, maka a disebut

elemen idempotent (Clifford, 1954).

Berikut contoh elemen idempotent pada suatu semigrup.

Contoh 2.1.22 Diberikan himpunan tak kosong X = {0̄, 1̄, 5̄} ⊂ Z20 terhadap ope-

rasi biner ·20. Akan ditunjukkan himpunan X merupakan semigrup. Setiap elemen

himpunan X terhadap operasi biner ·20 merupakan elemen idempotent dinyatakan

dalam tabel Cayley berikut.
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Tabel 2.2 Tabel Cayley perkalian idempotent

·20 0̄ 1̄ 5̄
0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 5̄
5̄ 0̄ 5̄ 5̄

Berdasarkan Tabel 2.2 telah ditunjukkan bahwa untuk setiap a, b, c ∈ X , berlaku

a ·20 b ∈ X , dan memenuhi sifat asosiatif untuk setiap a, b, c ∈ X berlaku a ·20 (b ·20
c) = (a ·20 b) ·20 c. Jadi ⟨X, ·20⟩ merupakan semigrup. Setiap elemen dari himpunan

X merupakan elemen idempotent, karena memenuhi a ·20 a = a.

Selanjutnya diberikan definisi band.

Definisi 2.1.23 Suatu semigrup S yang setiap elemennya merupakan elemen idem-

potent disebut band (Clifford, 1954).

Berikut contoh band.

Contoh 2.1.24 Berdasarkan Contoh 2.1.22, karena setiap elemen dari himpunan tak

kosong X merupakan elemen idempotent, jadi himpunan X merupakan band.

Selanjutnya, struktur aljabar yang terdiri dari suatu himpunan tak kosong dengan

dua operasi biner yaitu terhadap penjumlahan dan perkalian disebut dengan ring.

Berikut definisi ring.

Definisi 2.1.25 Diberikan suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan

dua operasi yakni + (operasi penjumlahan) dan ∗ (operasi perkalian), selanjutnya

dilambangkan dengan ⟨R,+, ∗⟩. Struktur ⟨R,+, ∗⟩ dinamakan ring, jika memenuhi

aksioma:

1. ⟨R,+⟩ merupakan grup Abel, yaitu:

(a) + bersifat tertutup di R, yakni untuk setiap a, b ∈ R, a+ b ∈ R;

(b) + bersifat assosiatif di R, yakni untuk setiap a, b, c ∈ R, (a + b) + c =

a+ (b+ c);
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(c) Terdapat elemen identitas, yakni terdapat e ∈ R, untuk setiap a ∈ R, a+

e = e+ a = a;

(d) Setiap elemen punya invers, yakni untuk setiap a ∈ R, terdapat a−1 ∈

R, a + a−1 = a−1 + a = e. Untuk selanjutnya a−1 dinamakan invers

dari a;

(e) + bersifat Komutatif, yakni untuk setiap a, b ∈ R, a+ b = b+ a.

2. ⟨R, ∗⟩ merupakan semigrup, yaitu:

(a) ∗ bersifat tertutup di R, yakni untuk setiap a, b ∈ R, a ∗ b ∈ R;

(b) · bersifat assosiatif di R, yakni untuk setiap a, b, c ∈ R, (a ∗ b) ∗ c =

a ∗ (b ∗ c).

3. Sifat distributif kiri dan distributif kanan, yakni untuk setiap a, b, c ∈ R.

(a) a ∗ (b+ c) = (a ∗ b) + (a ∗ c);

(b) (a+ b) ∗ c = (a ∗ b) + (b ∗ c) (Rasiman dkk., 2018).

Berdasarkan Definisi 2.1.25 dapat disimpulkan bahwa suatu struktur aljabar dengan

dua operasi biner dikatakan suatu ring jika memenuhi syarat-syarat tersebut. Agar

lebih memahami definisi ring, berikut diberikan contoh ring.

Contoh 2.1.26 Diberikan himpunan bilangan bulat Z. Akan dibuktikan bahwa Z

bersama operasi penjumlahan biasa dan operasi perkalian biasa yaitu ⟨Z,+, ∗⟩ me-

rupakan ring.

1. Akan dibuktikan bahwa ⟨Z,+⟩ merupakan grup Abel, yaitu:

(a) Operasi + bersifat tertutup di R, yakni untuk setiap a, b ∈ Z, a+ b ∈ Z;

(b) Operasi + bersifat assosiatif di Z, yakni untuk setiap a, b, c ∈ Z, (a +

b) + c = a+ (b+ c);

(c) Terdapat elemen identitas, yakni terdapat e = 0 ∈ Z, untuk setiap a ∈

Z, a+ 0 = 0 + a = a;
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(d) Untuk setiap a ∈ Z, terdapat invers dari a terhadap operasi + yaitu

a−1 = −a ∈ Z, berlaku a+ (−a) = (−a) + a = 0;

(e) Operasi + bersifat komutatif terhadap penjumlahan bilangan bulat, yak-

ni untuk setiap a, b ∈ Z, a+ b = b+ a.

Karena kelima syarat terpenuhi, diperoleh ⟨Z,+⟩ grup Abel.

2. Akan dibuktikan bahwa ⟨Z, ∗⟩ merupakan semigrup, yaitu:

(a) ∗ bersifat tertutup di Z, yakni untuk setiap a, b ∈ Z, a ∗ b ∈ Z;

(b) ∗ bersifat assosiatif di Z, yakni untuk setiap a, b, c ∈ Z, (a ∗ b) ∗ c =

a ∗ (b ∗ c).

Karena kedua syarat terpenuhi, maka diperoleh ⟨Z, ∗⟩ semigrup.

3. Sifat distributif kiri dan distributif kanan, yakni untuk setiap a, b, c ∈ Z, ber-

laku:

(a) a ∗ (b+ c) = (a ∗ b) + (a ∗ c);

(b) (a+ b) ∗ c = (a ∗ b) + (b ∗ c).

Karena kedua syarat terpenuhi, maka berlaku distributif.

Karena memenuhi semua syarat ring, ⟨Z,+, ∗⟩ merupakan ring.

Suatu ring dikatakan komutatif bila pada operasi perkalian terpenuhi sifat komuta-

tifnya. Secara singkat akan dijelaskan syarat dari ring komutatif pada definisi beri-

kut.

Definisi 2.1.27 Suatu struktur aljabar dengan dua operasi biner ⟨R,+, ∗⟩ dikatakan

suatu ring komutatif jika operasi ∗ bersifat komutatif, yaitu a ∗ b = b ∗ a, untuk

setiap a, b ∈ R (Rasiman dkk., 2018).
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Berikut diberikan contoh ring komutatif.

Contoh 2.1.28 Diberikan himpunan Z6 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄}. Z6 merupakan suatu

ring komutatif ⟨Z6,+, ∗⟩.

Semiring didefinisikan juga sebagai himpunan tak kosong dengan dua operasi biner

(penjumlahan dan perkalian), tetapi tanpa persyaratan bahwa setiap elemen harus

mempunyai invers terhadap operasi penjumlahan. Jika pada ring ⟨R,+⟩ grup Abel,

maka pada semiring ⟨S,+⟩ hanya membentuk monoid komutatif, yang berarti se-

tiap elemennya tidak perlu memiliki invers terhadap operasi penjumlahan. Berikut

definisi semiring.

Definisi 2.1.29 Suatu semiring ⟨S,+, ∗⟩ adalah suatu himpunan tak kosong S di-

sertai dengan dua operasi biner + dan ∗, yang memenuhi aksioma berikut:

1. ⟨S,+⟩ merupakan semigrup komutatif dengan elemen netral 0, yaitu Untuk

setiap x, y, z ∈ S memenuhi:

(a) x+ y = y + x (komutatif terhadap penjumlahan);

(b) (x+ y) + z = x+ (y + z) (assosiatif terhadap penjumlahan);

(c) x+ 0 = 0 + x = x.

2. ⟨S, ∗⟩ adalah semigrup dengan elemen satuan 1, yaitu untuk setiap x, y, z ∈ S

memenuhi:

(a) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (assosiatif terhadap perkalian);

(b) x ∗ 1 = 1 ∗ x = x.

3. Sifat penyerapan elemen netral 0 terhadap operasi ∗, yaitu untuk setiap x ∈ S

memenuhi: x ∗ 0 = 0 ∗ x = 0;

4. Operasi ∗ distributif terhadap +, yaitu x, y, z ∈ S berlaku: x ∗ (y + z) =

(x ∗ y) + (x ∗ z) dan (x+ y) ∗ z = (x ∗ z) + (y ∗ z) (Subiono, 2013).
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Dari ring R dapat dibentuk struktur baru yang dinamakan semiring jika dihilangkan

satu sifat yaitu element invers terhadap operasi penjumlahan. Semua ring adalah se-

miring, tapi sebaliknya belum tentu berlaku (Kandasamy, 2002).

Bila suatu semiring ⟨S,+, ∗⟩ bersifat komutatif terhadap operasi ∗, yaitu untuk se-

tiap x, y ∈ S berlaku x∗y = y∗x, ⟨S,+, ∗⟩ disebut semiring komutatif. Sedangkan

bila suatu semiring ⟨S,+, ∗⟩ mempunyai sifat idempoten terhadap operasi + yaitu

untuk setiap x ∈ S berlaku x+ x = x, maka ⟨S,+, ∗⟩ disebut semiring idempoten

(dioid). Berikut contoh semiring.

Contoh 2.1.30 Diberikan R0 adalah himpunan semua bilangan riil positif digabung

bilangan nol. Himpunan R0 merupakan semiring terhadap operasi penjumlahan dan

perkalian bilangan riil biasa, sebab untuk setiap x, y, z ∈ R0 berlaku:

1. ⟨R0,+⟩ merupakan semigrup komutatif dengan elemen netral 0, yaitu untuk

setiap x, y, z ∈ R0 memenuhi:

(a) x+ y = y + x (komutatif terhadap penjumlahan);

(b) (x+ y) + z = x+ (y + z) (assosiatif terhadap penjumlahan);

(c) x+ 0 = 0 + x = x.

Karena (a)-(c) terpenuhi, ⟨R0,+⟩ merupakan semigrup komutatif dengan ele-

men netral 0.

2. ⟨R0, ∗⟩ adalah semigrup dengan elemen satuan 1, yaitu untuk setiap x, y, z ∈

R0 memenuhi:

(a) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) (assosiatif terhadap perkalian);

(b) x ∗ 1 = 1 ∗ x = x.

Karena (a)-(b) terpenuhi, ⟨R0, ∗⟩ merupakan semigrup dengan elemen satuan

1.

3. x ∗ 0 = 0 ∗ x = 0 sifat penyerapan elemen netral 0 terhadap operasi ∗;
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4. x ∗ (y + z) = (x ∗ y) + (x ∗ z) dan (x + y) ∗ z = (x ∗ z) + (y ∗ z), yaitu

operasi ∗ bersifat distributif terhadap +.

Modul atas ring merupakan perumuman dari ruang vektor atas lapangan. Hal-hal

yang diperlukan dalam pembentukan modul atas ring R yaitu grup Abel ⟨M,+⟩,

ring dengan elemen satuan ⟨R,+, ·⟩, serta operasi ◦ : R×M → M dengan definisi

◦(r,m) = r ∗ m, untuk setiap r ∈ R dan m ∈ M . Pada modul, syarat skalar

diperumum menjadi elemen pada suatu ring dan bukan lapangan. Berikut definisi

modul kanan dan modul kiri atas ring.

Definisi 2.1.31 Diberikan grup Abel ⟨M,+⟩ dan ring ⟨R,+, ·⟩. Diberikan pula ope-

rasi (disebut pergandaan skalar) ◦ : R × M → M . Himpunan M disebut modul

kiri atas R (dinotasikan M R - Modul), jika memenuhi ketiga aksioma pergandaan

skalar berikut:

1. r ◦ (m1 +m2) = r ◦m1 + r ◦m2; untuk setiap m1,m2 ∈ M, r ∈ R;

2. (r1 + r2) ◦m = r1 ◦m+ r2 ◦m; untuk setiap m ∈ M, r1, r2 ∈ R;

3. (r1 · r2) ◦m = r1 ◦ (r2 ◦m); untuk setiap m ∈ M, r1, r2 ∈ R;

4. (Jika R memenuhi elemen satuan 1) maka 1m = m (Wijayanti dkk., 2016).

Definisi 2.1.32 Diberikan grup Abel ⟨M,+⟩ dan ring ⟨R,+, ·⟩. Diberikan pula ope-

rasi biner (disebut pergandaan skalar) ◦ : M × R → M . Himpunan M disebut

modul kanan atas R (dinotasikan M Modul - R), jika memenuhi ketiga aksioma

pergandaan skalar berikut:

1. (m1 +m2) ◦ r = m1 ◦ r +m2 ◦ r; untuk setiap m1,m2 ∈ M, r ∈ R;

2. m ◦ (r1 + r2) = m ◦ r1 +m ◦ r2; untuk setiap m ∈ M, r1, r2 ∈ R;

3. m ◦ (r1 · r2) = (m ◦ r1) ◦ r2; untuk setiap m ∈ M, r1, r2 ∈ R;

4. (Jika R memenuhi elemen satuan 1) maka m1 = m (Wijayanti dkk., 2016).
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Akan tetapi tidak menutup kemungkinan bahwa operasi pergandaan skalar pada

modul dapat berlaku dari kiri dan sekaligus dari kanan. Sifat modul dengan operasi

pergandaan tersebut dapat dinyatakan dengan definisi berikut.

Definisi 2.1.33 Diberikan grup Abel ⟨M,+⟩ dan ring ⟨R,+, ·⟩. Jika M adalah mo-

dul kiri sekaligus modul kanan atas R maka M disebut bimodul (Yuwaningsih,

2020).

Berikut diberikan contoh modul atas ring.

Contoh 2.1.34 Diberikan sebarang ring R. Grup Abel Rn merupakan modul kiri

atas R terhadap operasi pergandaan skalar: a(r1, r2, · · · , rn) = (ar1, ar2, · · · , arn),

untuk setiap a ∈ R dan (r1, r2, · · · , rn) ∈ Rn. Karena untuk setiap a, b ∈ R dan

(r1, r2, · · · , rn), (s1, s2, · · · , sn) ∈ Rn, berlaku:

1. a((r1, r2, · · · , rn) + (s1, s2, · · · , sn))

= a(r1 + s1, r2 + s2, · · · , rn + sn)

= (ar1 + as1, ar2 + as2, · · · , arn + asn)

= (ar1, ar2, · · · , arn) + (as1, as2, · · · , asn)

= a(r1, r2, · · · , rn) + a(s1, s2, · · · , sn);

2. (ab)(r1, r2, · · · , rn)

= ((ab)r1, (ab)r2, · · · , (ab)rn)

= (a(br1), a(br2), · · · , a(brn)

= a(br1, br2, · · · , brn)

= a(b(r1, r2, · · · , rn));

3. (a+ b)(r1, r2, · · · , rn)

= ((a+ b)r1, (a+ b)r2, · · · , (a+ b)rn)

= (ar1 + br1, ar2 + br2, · · · , arn + brn)

= (ar1, ar2, · · · , arn) + (br1, br2, · · · , brn)

= a(r1, r2, · · · , rn) + b(r1, r2, · · · , rn);
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4. 1(r1, r2, · · · , rn)

= (1r1, 1r2, · · · , 1rn)

= (r1, r2, · · · , rn).

Jadi Rn merupakan modul kiri atas R.

Semimodul merupakan generalisasi dari modul. Perbedaan antara modul dengan

semimodul terletak pada syarat pertama, yaitu ⟨M,+⟩. Jika pada modul ⟨M,+⟩

merupakan grup komutatif yang memenuhi sifat tertutup, assosiatif, memiliki ele-

men identitas terhadap +, setiap elemen memiliki invers terhadap +, dan bersifat

komutatif, maka pada semimodul ⟨M,+⟩ merupakan monoid komutatif yang me-

menuhi sifat tertutup, assosiatif, memiliki elemen identitas, dan komutatif. Dengan

kata lain, perbedaan utama pada modul dan semimodul adalah jika pada modul di-

syaratkan setiap elemen memiliki invers, maka pada semimodul tidak terdapat sya-

rat memiliki invers untuk setiap elemen (Andari, 2016). Semimodul atas semiring

adalah perluasan dari teori modul atas ring. Definisi dari semimodul atas semiring

sedikit berbeda dari definisi modul atas ring.

Definisi 2.1.35 Diberikan himpunan tak kosong M dan semiring komutatif dengan

elemen satuan S. M disebut semimodul kanan atas semiring S, dinotasikan M :S-

semimodul kanan, apabila memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. ⟨M,+⟩ merupakan monoid komutatif;

2. Didefinisikan pemetaan fungsi • : M × S → M

(m, r) 7→ •(m, r) = m • r = mr dan untuk setiap r, r1, r2 ∈ S, untuk setiap

m,m1,m2 ∈ M memenuhi:

(a) (m1 +m2)r = m1r +m2r;

(b) m(r1 + r2) = mr1 +mr2;

(c) m(r1r2) = (mr1)r2;

(d) m · 1 = m;

(e) m0s = 0m = 0m ·m (Andari, 2016).
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Berikut diberikan contoh semimodul kanan atas semiring.

Contoh 2.1.36 Diberikan Z6 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄}. Z6 merupakan semimodul kanan

atas semiring Z6, dinotasikan Z6 : Z6− semimodul kanan, sebab:

1. ⟨Z6,+⟩ merupakan monoid komutatif;

2. Didefinisikan pemetaan • : Z6 × Z6 → Z6

(m, r) 7→ •(m, r) = mr dan untuk setiap r, r1, r2 ∈ Z6, untuk setiap m,m1,

m2 ∈ Z6 memenuhi:

(a) (m1 +m2)r = m1r +m2r;

(b) m(r1 + r2) = mr1 +mr2;

(c) m(r1r2) = (mr1)r2;

(d) m · 1 = m;

(e) m0s = 0m = 0m ·m

Diperoleh Z6 merupakan semimodul kanan, sedemikian sehingga dapat di-

simpulkan bahwa Z6 merupakan semimodul atas semiring Z6(Z6 : Z6− se-

mimodul).

Definisi 2.1.37 Diberikan M himpunan tak kosong dan S merupakan semiring ko-

mutatif dengan elemen satuan. M disebut semimodul kiri atas semiring S, dinota-

sikan M :S- semimodul kiri, apabila memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. ⟨M,+⟩ merupakan monoid komutatif;

2. Didefinisikan pemetaan fungsi • : S ×M → M

(r,m) 7→ •(r,m) = r •m = rm dan untuk setiap r, r1, r2 ∈ S, untuk setiap

m,m1,m2 ∈ M memenuhi:

(a) r(m1 +m2) = rm1 + rm2;

(b) (r1 + r2)m = r1m+ r2m;

(c) (r1r2)m = r1(r2m);
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(d) 1 ·m = m;

(e) 0sm = 0m = m · 0m (Andari, 2016).

Berikut diberikan contoh semimodul kiri atas semiring.

Contoh 2.1.38 Diberikan Z6 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄}. Z6 merupakan semimodul kiri atas

semiring Z6, dinotasikan Z6 : Z6− semimodul kiri, sebab:

1. ⟨Z6,+⟩ merupakan monoid komutatif;

2. Didefinisikan pemetaan • : Z6 × Z6 → Z6

(r,m) 7→ rm dan untuk setiap r, r1, r2 ∈ Z6, untuk setiap m,m1,m2 ∈ Z6

memenuhi:

(a) r(m1 +m2) = rm1 + rm2;

(b) (r1 + r2)m = r1m+ r2m;

(c) (r1r2)m = r1(r2m);

(d) 1 ·m = m;

(e) 0sm = 0m = m · 0m.

Diperoleh Z6 merupakan semimodul kiri, sehingga dapat disimpulkan bahwa

Z6 merupakan semimodul atas semiring Z6(Z6 : Z6− semimodul).

2.2 Himpunan Rough

Sebelum membahas mengenai himpunan rough, terlebih dahulu diberikan definisi-

definisi tentang relasi, ruang aproksimasi, dan himpunan fuzzy.

Relasi merupakan hubungan antara dua elemen himpunan. Berikut definisi relasi

pada himpunan.

Definisi 2.2.1 Relasi R dari himpunan A ke himpunan B adalah himpunan bagian

dari A×B. Dalam simbol dapat dituliskan: Relasi R ⊆ A×B (Fitriani dan Faisol,

2022).
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Berdasarkan Definisi 2.2.1, produk kartesius A × B, dapat dinyatakan A × B =

{(a, b)|a ∈ A dan b ∈ B}. Himpunan A disebut daerah asal (domain) dari R dan

himpunan B disebut daerah hasil (range) dari R. Misalkan R relasi dari himpunan

A ke himpunan B. Jika (x, y) ∈ R maka ditulis xRy, dibaca x berelasi dengan y

terhadap relasi R. Jika A = B, maka relasi R disebut relasi biner pada A. Berikut

contoh relasi R.

Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan A = {2, 3, 4} dan himpunan B = {p, q, r}.

Jika didefinisikan R = {(2, p), (2, q), (3, p)} ⊆ A × B, maka R adalah relasi dari

himpunan A ke himpunan B. Karena (2, p) ∈ R, dapat dikatakan bahwa 2 berelasi

dengan p dan dapat ditulis 2Rp.

Berikut definisi dari sifat-sifat relasi R.

Definisi 2.2.3 Diberikan relasi biner R pada himpunan A. Relasi R disebut:

1. refleksif, jika untuk setiap x ∈ A,x Rx;

2. simetris, jika untuk setiap x, y ∈ A,xRy berakibat yRx;

3. transitif, jika untuk setiap x, y, z ∈ A,xRy dan yRz berakibat xRz (Fitriani

dan Faisol, 2022).

Berdasarkan Definisi 2.2.3 relasi R tidak bersifat refleksif jika terdapat x ∈ A

sedemikian sehingga x tidak berelasi dengan x. Relasi R tidak bersifat simetris jika

terdapat (x, y) ∈ A tetapi (x, y) /∈ A. Relasi R tidak bersifat transitif jika terdapat

(x, y) dan (y, z) didalam R tetapi (x, z) tidak didalam R. Berikut diberikan contoh

relasi R yang berkaitan dengan sifat-sifatnya.

Contoh 2.2.4 Misalkan himpunan A = {2, 3, 4} dan didefinisikan relasi R pada

himpunan A yaitu R = {(2, 2), (3, 3), (4, 4), (2, 3), (3, 4)}. Karena {(2, 2), (3, 3),

(4, 4)} ⊂ R yang berarti xRx, untuk setiap x ∈ A, maka relasi R bersifat refleksif.

Karena (2, 3) ∈ R dan (3, 2) /∈ R, maka relasi R R tidak bersifat simetris. Karena

(2, 3) ∈ R, (3, 4) ∈ R dan (2, 4) /∈ R, maka relasi R tidak bersifat transitif.
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Jika suatu relasi R bersifat refleksif, simetris, dan transitif, maka relasi R tersebut

dinamakan relasi ekuivalensi. Berikut diberikan definisinya.

Definisi 2.2.5 Diberikan relasi biner R pada himpunan A. Relasi R disebut relasi

ekuivalensi jika relasi R bersifat refleksif, simetris dan transitif (Fitriani dan Faisol,

2022).

Berikut contoh relasi ekuivalensi.

Contoh 2.2.6 Didefinisikan relasi R pada himpunan bilangan asli N sebagai be-

rikut: xRy jika dan hanya jika x2 = y2, untuk setiap x, y ∈ N. Akan ditunjukkan

relasi R merupakan relasi ekuivalensi.

1. Diberikan sebarang x ∈ N. Karena x2 = x2, diperoleh xRx. Oleh karena itu,

relasi R bersifat refleksif;

2. Diberikan sebarang x, y ∈ N, dengan xRy. Oleh karena itu, x2 = y2 yang

berakibat y2 = x2 sehingga diperoleh yRx. Jadi, relasi bersifat simetris;

3. Diberikan sebarang x, y, z ∈ N dengan xRy dan yRz. Oleh karena itu, x2 =

y2 dan y2 = z2 yang berakibat x2 = z2 atau xRz. Jadi, relasi R bersifat

transitif.

Dari (1)-(3), dapat disimpulkan bahwa relasi R merupakan relasi ekuivalensi.

Kelas ekuivalensi adalah partisi dalam suatu himpunan yang dilakukan berdasarkan

suatu relasi ekuivalensi. Berikut definisi kelas ekuivalensi.

Definisi 2.2.7 Diberikan relasi ekuivalensi R pada himpunan tak kosong A. Un-

tuk suatu x ∈ A, kelas ekuivalensi dari x yang ditentukan oleh relasi R adalah

himpunan: [x]R = {y ∈ A|(x, y) ∈ R. Himpunan semua kelas ekuivalensi pada

A disebut A modulo R didefinisikan sebagai: A|R = {[x]R|x ∈ A} (Fitriani dan

Faisol, 2022).
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A|R atau A habis membagi R artinya R = kA. Berikut contoh kelas ekuivalensi.

Contoh 2.2.8 Diberikan A = {1, 2, 3, 4, 5} dan relasi R pada A yaitu R = {(1, 1),

(1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 4), (5, 5)}. Relasi R merupakan relasi ekuiva-

lensi. Misalkan Sx dinotasikan sebagai himpunan elemen-elemen A yang berelasi

dengan x, maka diperoleh tabel sebagai berikut:

Tabel 2.3 Tabel kelas ekuivalensi pada A

x Sx

1 {1, 2}
2 {1, 2}
3 {3}
4 {4, 5}
5 {4, 5}

Berdasarkan Tabel 2.3, diperoleh kelas-kelas ekuivalensi pada himpunan A adalah

[1]R = [2]R = {1, 2}, [3]R = {3} dan [4]R = [5]R = {4, 5}. Himpunan semua kelas

ekuivalensi pada A adalah A|R = {{1, 2}, {3}, {4, 5}}.

Setelah memahami definisi dan contoh relasi dan kelas ekuivalensi, selanjutnya di-

berikan definisi dari ruang aproksimasi.

Definisi 2.2.9 Pasangan terurut (U, θ), dengan U ̸= ∅ dan θ merupakan relasi ekui-

valensi pada U disebut ruang aproksimasi (Miao dkk., 2005).

Berikut diberikan contoh ruang aproksimasi.

Contoh 2.2.10 Berdasarkan Contoh 2.2.6, pasangan (N, R) merupakan ruang ap-

roksimasi, dengan N ̸= ∅ dan R merupakan relasi ekuivalensi dengan definisi untuk

setiap x, y ∈ N dan xRy jika dan hanya jika x2 = y2.

Berikut diberikan definisi aproksimasi bawah dan aproksimasi atas.

Definisi 2.2.11 Diberikan pasangan (U, θ) adalah ruang aproksimasi dan X ada-

lah himpunan bagian dari U dengan pemetaan: Apr : P (U) → P (U) × P (U).
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Aproksimasi bawah dan aproksimasi atas didefinisikan sebagai berikut: untuk se-

tiap X ∈ P (U), Apr(X) = (X,X) dengan X = {x ∈ X|[x]θ ⊆ X}, dan

X = {x ∈ X|[x]θ ∩ X ̸= ∅}. Dalam hal ini X disebut aproksimasi bawah dari

X di (U, θ) sedangkan X disebut aproksimasi atas dari X di (U, θ) (Davvaz, 2004).

Untuk memahami Definisi 2.2.11 Berikut diberikan contoh aproksimasi bawah dan

aproksimasi atas dari suatu himpunan bagian U .

Contoh 2.2.12 Diberikan ruang aproksimasi (U, θ) dengan himpunan U = {x1, x2,

· · · , x10} dan θ adalah relasi ekuivalensi sebagai berikut: E1 = {x1, x2}, E2 =

{x3, x4}, E3 = {x5}, E4 = {x6, x7}, E5 = {x8, x9}, E6 = {x10}. Jika dipilih X =

{x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}, maka aproksimasi bawah X adalah X = {x3, x4}∪{x5}

∪{x6, x7} = {x3, x4, x5, x6, x7} dan aproksimasi atas X adalah X = {x1, x2}∪

{x3, x4} ∪ {x5} ∪ {x6, x7} ∪ {x8, x9} = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9}. Dengan

demikian Apr(X) = (X,X) = ({x3, x4, x5, x6, x7}, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8,

x9}).

Zadeh pertama kali mengembangkan himpunan fuzzy pada tahun 1965. Berikut de-

finisi dasar himpunan fuzzy.

Definisi 2.2.13 Jika X adalah kumpulan objek yang dilambangkan secara umum

dengan x, maka himpunan fuzzy Ã dalam X adalah himpunan pasangan terurut:

Ã = {(x, µÃ(x))|x ∈ X}, dengan µÃ(x) adalah derajat keanggotaan dari x di

Ã yang memetakan X keruang keanggotaan M yang terletak pada rentang [0, 1]

(Zimmermann, 1991).

Definisi 2.2.14 Keanggotaan suatu elemen di dalam himpunanf fuzzy dinyatakan

dengan derajat keanggotaan yang nilainya terletak di dalam selang [0, 1].

µF : X → [0, 1].

Arti derajat keanggotaan adalah sebagai berikut.

1. Jika µF (x) = 1, maka x adalah anggota penuh dari himpunan A.
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2. Jika µF (x) = 0, maka x adalah bukan anggota himpunan A.

3. Jika µF (x) = µ, dengan 0 < µ < 1, maka x adalah anggota himpunan A

derajat keanggotaan sebesar µ (Munir, 2012).

Berikut diberikan contoh berdasarkan Definisi 2.2.13.

Contoh 2.2.15 Seorang agen properti ingin mengklasifikasikan rumah yang akan

ditawarkan kepada konsumennya. Salah satu indikator kenyamanan rumah tersebut

adalah letaknya yang strategis. Misalkan X = {1, 2, 3, 4, 5} adalah himpunan tipe

rumah yang dideskripsikan oleh x = letak rumah yang strategis, dengan 1 adalah

tipe rumah ke-1, 2 adalah tipe rumah ke-2, dan seterusnya. Himpunan fuzzy Ã dapat

ditulis sebagai Ã = {(1; 0, 8), (2; 0, 6), (3; 0, 3), (4; 0, 1), (5; 0, 2)} yang berarti tipe

rumah pertama memenuhi tingkat kenyamanan 0,8 dari skala kenyamanan antara

0 sampai 1, tipe rumah kedua memenuhi tingkat kenyamanan 0,6 dari skala ke-

nyamanan antara 0 sampai 1, tipe rumah ketiga memenuhi tingkat kenyamanan 0,3

dari skala kenyamanan antara 0 sampai 1, tipe rumah keempat memenuhi tingkat

kenyamanan 0,1 dari skala kenyamanan antara 0 sampai 1, dan tipe rumah kelima

memenuhi tingkat kenyamanan 0,2 dari skala kenyamanan antara 0 sampai 1.

Konsep himpunan rough pertama kali diperkenalkan oleh Pawlak, sebagai alat for-

mal untuk memodelkan dan memproses informasi lengkap di sistem informasi. Te-

ori himpunan rough merupakan perluasan dari teori himpunan, yaitu suatu him-

punan bagian dari semesta dideskripsikan oleh suatu pasangan dari himpunan asli

yang dinamakan himpunan aproksimasi atas dan bawah. Kunci gagasan pada mo-

del himpunan rough adalah relasi ekivalensi. Kelas ekivalensi adalah pondasi dalam

mengkonstruksi aproksimasi bawah dan atas. Aproksimasi bawah dari suatu him-

punan adalah gabungan dari seluruh kelas ekivalensi yang merupakan himpunan

bagian dari himpunan tersebut, dan aproksimasi atas adalah gabungan seluruh ke-

las ekivalen yang irisannya tidak kosong dengan himpunan tersebut. Berikut definisi

himpunan rough.

Definisi 2.2.16 Diberikan relasi ekuivalensi R pada himpunan semesta U , pasa-
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ngan (U,R) merupakan ruang aproksimasi. Suatu himpunan bagian X ⊆ U dapat

didefinisikan X −X ̸= ∅ sehingga X disebut himpunan rough (Pawlak, 1982).

Berikut diberikan contoh himpunan rough.

Contoh 2.2.17 Berdasarkan Contoh 2.2.12, pasangan terurut aproksimasi bawah

dan aproksimasi atas dari X yaitu:
Apr(X) = (X,X)

= ({x3, x4, x5, x6, x7}, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9})

Karena X −X = {x1, x2, x8, x9} ≠ ∅, X merupakan himpunan rough.

Berikut diberikan sifat himpunan rough.

Proposisi 2.2.18 Diberikan himpunan X, Y ⊂ berlaku sifat-sifat berikut:

1. X ⊂ X ⊂ X;

2. R = R = R,U = U = U ;

3. X ∩ Y = X ∩ Y ;

4. X ∩ Y ⊂ X ∩ Y ;

5. X ∪ Y ⊂ X ∪ Y ;

6. X ∪ Y = X ∪ Y ;

7. X ⊂ Y Jika dan hanya jika X ⊂ Y dan X ⊂ Y (Isaac dan Neelima, 2013).

Bukti.

1. Jika x ∈ X, x ∈ [x]R ⊂ X . Akibatnya, X ⊂ X . Selanjutnya, jika x ∈ X

maka dari x ∈ [x]R, diperoleh [x]R ∩X ̸= ∅ sehingga x ∈ X . Jadi X ⊂ X .

2. Jika X = X , dengan X ⊂ U dan U ̸= ∅, maka ∅ = ∅ dan U = U .

3. x ∈ X ∩ Y ⇐⇒ [x]R ⊂ (X ∩ Y ) ⇐⇒ [x]R ⊂ X dan ⇐⇒ [x]R ⊂ Y ⇐⇒

[x]R ⊂ X dan [x]R ⊂ Y ⇐⇒ x ∈ X ∩ x ∈ Y . Jadi, X ∩ Y = X ∩ Y .
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4. Jika X ∩ Y ⊂ X dan X ∩ Y ⊂ Y maka X ∩ Y ⊂ X dan X ∩ Y ⊂ Y

akibatnya X ∩ Y ⊂ X ∩ Y .

5. Jika X ⊂ X ∪ Y dan Y ⊂ X ∪ Y maka X ⊂ X ∪ Y dan Y ⊂ X ∪ Y

akibatnya X ∪ Y ⊂ X ∪ Y .

6. x ∈ X ∪ Y ⇐⇒ [x]R ⊂ (X ∪Y ) ̸= ∅ ⇐⇒ ([x]R∩X)∪ ([x]R∩Y ) ̸= ∅ ⇐⇒

[x]R ∩X atau [x]R ∩ Y ̸= ∅ ⇐⇒ [x]R ∩X ̸= ∅ atau [x]R ∩ Y ̸= ∅ ⇐⇒ x ∈

X ∪ Y . Jadi, X ∪ Y = X ∪ Y .

7. Diketahui X ⊂ Y jika dan hanya jika X ⊂ Y dan X ⊂ Y . Berdasarkan (4),

terbukti X ∩ Y ⊂ X ∩ Y dan berdasarkan (5), terbukti X ∪ Y ⊂ X ∪ Y

akibatnya X ⊂ Y ⇐⇒ X ⊂ Y dan X ⊂ Y (Kuroki, 1997).

■

Berikut diberikan ilustrasi Proposisi 2.2.18.

Contoh 2.2.19 Diberikan himpunan tak kosong A = Z20, dan relasi R merupakan

relasi ekuivalensi pada himpunan A dengan definisi untuk setiap x, y ∈ A berlaku

xRy jika dan hanya jika x− y habis dibagi 4. Berikut kelas-kelas ekuivalensi untuk

A = Z20 adalah E1 = {1̄, 5̄, 9̄, 1̄3, 1̄7}, E2 = {2̄, 6̄, 1̄0, 1̄4, 1̄8}, E3 = {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5,

1̄9}, dan E4 = {0̄, 4̄, 8̄, 1̄2, 1̄6}. Diberikan X = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9} dan

Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9}. Diperoleh aproksimasi bawah dan aprok-

simasi atas dari himpunan X dan himpunan Y sebagai berikut:

X = E3 = {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5, 1̄9},

X = E2 ∪ E3 = {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

Y = E2 ∪ E3 = {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

Y = E1 ∪ E2 ∪ E3 = {1̄, 2̄, 3̄, 5̄, 6̄, 7̄, 9̄, 1̄0, 1̄1, 1̄3, 1̄4, 1̄5, 1̄7, 1̄8, 1̄9},

Selanjutnya, diberikan himpunan X, Y ⊂ berlaku sifat-sifat berikut:

1. Diketahui X = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9},

X = {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X = {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5, 1̄9}.

Jadi X ⊆ X ⊆ X .
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2. Diketahui A = Z20, A = Z20, A = Z20.

Jadi A = A = A.

3. Diketahui X = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9}, dan

Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∩ Y = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9},

X ∩ Y = {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5, 1̄9},

X ∩ Y = {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5, 1̄9}.

Jadi X ∩ Y = X ∩ Y .

4. Diketahui X = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9}, dan

Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∪ Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∪ Y = {1̄, 2̄, 3̄, 5̄, 6̄, 7̄, 9̄, 1̄0, 1̄1, 1̄3, 1̄4, 1̄5, 1̄7, 1̄8, 1̄9}, dan

X ∪ Y = {1̄, 2̄, 3̄, 5̄, 6̄, 7̄, 9̄, 1̄0, 1̄1, 1̄3, 1̄4, 1̄5, 1̄7, 1̄8, 1̄9}.

Jadi X ∪ Y = X ∪ Y .

5. Diketahui X = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9}, dan

Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9}, sehingga X ⊆ Y , diperoleh X ⊆ Y

yaitu {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9} ⊆ {1̄, 2̄, 3̄, 5̄, 6̄, 7̄, 9̄, 1̄0, 1̄1, 1̄3, 1̄4, 1̄5,

1̄7, 1̄8, 1̄9}, dan X ⊆ Y yaitu {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5, 1̄9} ⊆ {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5,

1̄8, 1̄9}.

Jadi X ⊆ Y dan X ⊆ Y .

6. Diketahui X = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9}, dan

Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∪ Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∪ Y = {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9}, dan

X ∪ Y = {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5, 1̄9}.

Jadi X ∪ Y ⊆ X ∪ Y .

7. Diketahui X = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9}, dan

Y = {1̄, 2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∩ Y = {3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄5, 1̄9},

X ∩ Y = {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∩ Y = {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9}.
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X ∪ Y = {2̄, 3̄, 6̄, 7̄, 1̄0, 1̄1, 1̄4, 1̄5, 1̄8, 1̄9},

X ∪ Y = {3̄, 7̄, 1̄1, 1̄5, 1̄9}.

Sehingga X ∩ Y ⊂ X ∩ Y dan X ∪ Y ⊂ X ∪ Y , akibatnya X ⊂ Y

⇐⇒ X ⊂ Y dan X ⊂ Y .

2.3 Penerapan Himpunan Rough pada Beberapa Struktur Aljabar

Berikut diberikan definisi grup rough.

Definisi 2.3.1 Misalkan K = (S, θ) adalah ruang aproksimasi dan ∗ adalah ope-

rasi biner pada S. Himpunan G ⊆ S disebut grup rough jika memenuhi aksioma-

aksioma berikut:

1. untuk setiap x, y ∈ G, berlaku x ∗ y ∈ G;

2. untuk setiap x, y, z ∈ G, berlaku (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) ∈ G (∗ bersifat

assosiatif di G);

3. terdapat e ∈ G sedemikian sehingga x ∗ e = e ∗ x = x, untuk setiap x ∈ G,

elemen e disebut sebagai elemen identitas rough di G;

4. untuk setiap x ∈ G, terdapat y ∈ G sedemikian sehingga x ∗ y = y ∗ x = e.

Elemen y disebut sebagai elemen invers rough dari x di G (Miao dkk., 2005).

Berikut diberikan contoh grup rough.

Contoh 2.3.2 Diberikan Z9 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄, 7̄, 8̄} dengan operasi penjumla-

han modulo 9 dan +9. Kelas-kelas ekuivalensi Z9 adalah Z9/R = {E1, E2, E3},

dengan: E1 = {0̄, 1̄, 2̄}, E2 = {3̄, 4̄, 5̄} dan E3 = {6̄, 7̄, 8̄}. Diberikan X1 =

{1̄, 2̄, 7̄, 8̄}, diperoleh X1 = E1 ∪ E3 = {0̄, 1̄, 2̄, 6̄, 7̄, 8̄}. Karena 2̄(+9)1̄ = 3̄ /∈ X1,

sehingga X1 bukan grup rough.

Diberikan X2 = {0̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄, 6̄, 7̄}, diperoleh X2 = E1 ∪ E2 ∪ E3 = Z9. Karena:

1. untuk setiap x, y ∈ X2, x(+9)y ∈ X2;

2. operasi (+9) bersifat assosiatif di X2;
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3. terdapat 0̄ ∈ X2, sehingga 2̄(+9)0̄ = 0̄(+9)2̄ = 2̄;

4. untuk setiap x̄ ∈ X2, terdapat ȳ ∈ X2 sehingga, x̄(+9)ȳ = 0̄ atau ȳ = (x̄)−1,

yaitu (0̄)−1 = 0̄ ∈ X2, (2̄)
−1 = 7̄ ∈ X2, (7̄)

−1 = 2̄ ∈ X2, (3̄)
−1 = 6̄ ∈

X2, (6̄)
−1 = 3̄ ∈ X2, (5̄)

−1 = 4̄ ∈ X2, (4̄)
−1 = 5̄ ∈ X2.

Karena (1)− (4) terpenuhi, X2 merupakan grup rough (Miao dkk., 2005).

Berikut diberikan definisi semigrup rough.

Definisi 2.3.3 Misalkan (U,R) adalah ruang aproksimasi dan ∗ operasi biner yang

didefinisikan pada U . S himpunan bagian dari U disebut semigrup rough pada ru-

ang aproksimasi, jika memenuhi sifat-sifat berikut:

1. untuk setiap x, y ∈ S, xy ∈ R̄(S);

2. untuk setiap x, y, z ∈ S, (xy)z = x(yz) di R̄(S) (Bagirmaz dan Ozcan,

2015).

Berikut diberikan definisi ring rough.

Definisi 2.3.4 Diberikan ruang aproksimasi (U, θ) dan (+, ∗) adalah dua operasi

biner pada U . Himpunan bagian dari disebut ring rough jika memenuhi sifat-sifat

berikut:

1. ⟨R,+⟩ merupakan grup rough komutatif yaitu:

(a) untuk setiap x, y ∈ X, x+ y ∈ R̄;

(b) untuk setiap x, y, z ∈ R̄, (x+y)+z = x+(y+z) sifat asosiatif berlaku

di R̄;

(c) untuk setiap x ∈ R, terdapat e ∈ R̄ sedemikian hingga x + e = x =

e+ x, e disebut elemen identitas rough (rough identity element);

(d) untuk setiap x ∈ R, terdapat y ∈ R sedemikian hingga x + y = e =

y + x, y disebut elemen invers rough (rough inverse element);

(e) untuk setiap x, y ∈ R, x+ y = y + x, ⟨R,+⟩ bersifat komutatif.
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Dari lima kondisi pertama ini menunjukkan bahwa ⟨R,+⟩ adalah grup rough

komutatif (commutative rough group).

2. ⟨R, ∗⟩ merupakan semigrup rough yaitu:

(a) Untuk setiap x, y ∈ R, xy ∈ R̄;

(b) Untuk setiap x, y, z ∈ R̄, (xy)z = x(yz) sifat asosiatif berlaku di R̄;

Dari dua kondisi ini menunjukkan bahwa ⟨R, ∗⟩ adalah semigrup rough

(rough semigroup).

3. Untuk setiap x, y, z ∈ R, berlaku:

(a) (x+ y)z = (xz) + (yz);

(b) x(y + z) = (xy) + (xz).

Dua sifat ini merupakan sifat distributif di R (Isaac dan Neelima, 2013).

Berikut diberikan definisi modul rough.

Definisi 2.3.5 Diberikan ring rough (Apr(R),+, ∗) dan grup komutatif rough

(Apr(M),+). Apr(M) disebut modul kiri rough dari ring rough Apr(R) jika ter-

dapat pemetaan R×M → M, (a, x) → ax sehingga:

1. a(x+ y) = ax+ ay, a ∈ R;x, y ∈ M ;

2. (a+ b)x = ax+ bx, a, b ∈ R;x ∈ M ;

3. (ab)x = a(bx), a, b ∈ R;x ∈ M ;

4. 1 · x = x, 1 adalah elemen unit dari R dan x ∈ M .

Modul kanan rough dari ring Apr(R) dapat didefinisikan dengan cara yang sama

(Zhang dkk., 2006).
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2.4 Himpunan Rough Menggunakan Konsep Praba

Indiscernibility merupakan konsep inti dari teori himpunan rough dan didefinisikan

ekuivalensi antara objek (Praba dkk., 2015). Berikut definisi relasi indiscernibility.

Definisi 2.4.1 Misalkan himpunan P ⊆ R, terdapat kelas ekuivalensi IND(P ),

dengan IND(P ) = {(x, y) ∈ U2|∀a ∈ P, a(x) = a(y)}. IND(P ) atau relasi

indiscernibility ini berhubungan dengan kelas ekuivalensi yang mana dua objek

ekuilvalensi jika dan hanya jika keduanya memiliki kesamaan vektor nilai atribut

untuk atribut di P . Partisi U yang ditentukan oleh IND(P ) dilambangkan dengan

U/IND(P ) atau U/P yang merupakan himpunan kelas ekuivalen yang dihasilkan

oleh IND(P ).

U/IND(P ) = ⊗{U/IND({a})|a ∈ P},

dengan,

A⊗B = {X ∩ Y |∀X ∈ A,∀Y ∈ B,X ∩ Y ̸= ∅}.

Jika (x, y) ∈ IND(P ), maka x dan y adalah indiscernibility dari atribut P . Kelas

ekuivalen dari relasi indiscernibility terhadap P dilambangkan dengan [x]p, x ∈ U

(Jensen dkk., 2014).

Berikut contoh relasi indiscernibility.

Contoh 2.4.2 Misalkan himpunan U = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10} dan

A = {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8} merupakan himpunan fuzzy yang nilai keanggo-

taannya dinyatakan dengan bilangan antara 0 dan 1 seperti pada tabel berikut.
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Tabel 2.4 Tabel nilai keanggotaan himpunan fuzzy

A/U a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
x1 0 0, 2 0, 3 0, 1 0, 7 0, 5 0, 6 0, 4
x2 1 0, 3 0, 8 0, 2 0, 9 0, 1 0, 7 0, 5
x3 0 0, 2 0, 3 0, 1 0, 7 0, 5 0, 6 0, 4
x4 1 0, 3 0, 8 0, 2 0, 9 0, 1 0, 7 0, 5
x5 0, 1 0, 5 0, 4 0, 7 0, 6 0, 3 1 0, 2
x6 1 0, 3 0, 8 0, 2 0, 9 0, 1 0, 7 0, 5
x7 0 0, 2 0, 3 0, 1 0, 7 0, 5 0, 6 0, 4
x8 1 0, 3 0, 8 0, 2 0, 9 0, 1 0, 7 0, 5
x9 0, 2 0, 4 0, 1 0, 3 0, 5 0, 6 0, 8 1
x10 0, 1 0, 5 0, 4 0, 7 0, 6 0, 3 1 0, 2

Kelas-kelas ekuivalensi berdasarkan definisi IND(P ), diberikan sebagai berikut.

E1 = [x1]p = {x1, x3, x7};

E2 = [x2]p = {x2, x4, x6, x8};

E3 = [x5]p = {x5, x10};

E4 = [x9]p = {x9}.

Selanjutnya dijelaskan mengenai himpunan rough, indiscernibility weight, Praba

meet △, operasi biner Praba meet △, elemen pivot, Praba join ▽ , operasi biner

Praba join ▽,monoid dari himpunan rough, semiring dan order dari semiring rough.

Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi dan untuk setiap X ⊆ U dan

(P (X), P (X)) merupakan aproksimasi bawah dan aproksimasi atas, maka berikut

definisi himpunan rough dan struktur aljabar.

Definisi 2.4.3 Himpunan rough yang berkoresponden dengan X , dengan X meru-

pakan sebarang subset dari U di ruang aproksimasi P , dapat dinyatakan RS(X) =

(P (X), P (X)) (Praba dkk., 2013).

Berikut contoh himpunan rough.

Contoh 2.4.4 Berdasarkan Contoh 2.4.2, diberikan himpunan U = {x1, x2, x3, x4,

x5, x6, x7, x8, x9, x10} dengan kelas-kelas ekuivalensi berdasarkan definisi IND(P)
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sebagai berikut:

E1 = [x1]p = {x1, x3, x7};

E2 = [x2]p = {x2, x4, x6, x8};

E3 = [x5]p = {x5, x10};

E4 = [x9]p = {x9}.

Diberikan himpunan X = {x1, x3, x6, x7, x9, x10}, Y = {x1, x6, x10} dan P = A.

Karena aproksimasi bawah dari X adalah P (X) = E1 ∪ E4 = {x1, x3, x7, x9} dan

aproksimasi atas dari X adalah P (X) = U = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10},

maka diperoleh himpunan rough dari X adalah RS(X) = ({x1, x3, x7, x9}, {x1, x2,

x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10}). Karena aproksimasi bawah dari Y adalah P (Y ) = ∅

dan aproksimasi atas dari Y adalah P (Y ) = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x10}, ma-

ka diperoleh himpunan rough dari Y adalah RS(Y ) = (∅, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7,

x8, x10}).

Berikut diberikan definisi indiscernibility weight.

Definisi 2.4.5 Jika X ⊆ U , maka banyaknya kelas ekuivalensi (berdasarkan IND(P ))

pada X disebut Indiscernibility weight dari X , dinotasikan dengan IW (X) (Praba

dkk., 2013).

Berikut diberikan definisi Praba meet △.

Definisi 2.4.6 Misalkan X, Y ⊆ U , Praba meet △ didefinisikan sebagai berikut:

1. Jika IW (X∪Y ) = IW (X)+IW (Y )−IW (X∩Y ), maka X △ Y = X∪Y .

2. Jika IW (X ∪ Y ) > IW (X) + IW (Y ) − IW (X ∩ Y ), maka identifikasi

kelas ekuivalensi yang diperoleh dari X∪Y , kemudian hapus elemen-elemen

dari kelas tersebut yang termasuk dalam Y . Didapatkan himpunan baru Y ,

sehingga diperoleh X △ Y . Ulangi proses hingga IW (X ∪ Y ) = IW (X) +

IW (Y )− IW (X ∩ Y ) (Praba dkk, 2013).
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Berikut diberikan contoh Praba meet △.

Contoh 2.4.7 Berdasarkan Contoh 2.4.2 dan 2.4.4, diberikan himpunan U = {x1,

x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10}, seperti pada Tabel 2.4 dengan kelas-kelas ekui-

valensi berdasarkan definisi IND(P ) sebagai berikut:

E1 = [x1]p = {x1, x3, x7};

E2 = [x2]p = {x2, x4, x6, x8};

E3 = [x5]p = {x5, x10};

E4 = [x9]p = {x9}.

Diberikan himpunan X = {x1, x3, x6, x7, x9, x10}, Y = {x1, x6, x10} ⊆ U , sehing-

ga diperoleh:

Ind. weight dari X adalah IW (X) = 2;

Ind. weight dari Y adalah IW (Y ) = 0.

Karena X ∪ Y = {x1, x3, x6, x7, x9, x10} dan X ∩ Y = {x1, x10} maka Ind. weight

dari X∪Y adalah IW (X∪Y ) = 2 dan Ind. weight dari X∩Y adalah IW (X∩Y ) =

0. Berdasarkan Definisi 2.4.6 IW (X ∪Y ) = IW (X)+IW (Y )−IW (X ∩Y ) = 2

maka diperoleh X △ Y = X ∪ Y = {x1, x3, x6, x7, x9, x10}.

Selanjutnya didefinisikan operasi biner Praba meet △.

Definisi 2.4.8 Diberikan himpunan semesta U dan himpunan T yaitu himpunan

semua himpunan rough pada U . Didefinisikan operasi biner meet ▲ : T × T → T ,

dengan

▲(RS(X), RS(Y )) = RS(X △ Y )

(Praba dkk., 2017).
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Berikut contoh operasi biner Praba meet △.

Contoh 2.4.9 Berdasarkan Contoh 2.4.2, 2.4.4 dan 2.4.7, karena

X △ Y = {x1, x3, x6, x7, x9, x10}

diperoleh aproksimasi bawah dari X △ Y adalah P (X △ Y ) = {x1, x3, x7, x9} dan

aproksimasi atas dari X △ Y adalah P (X △ Y ) = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9,

x10}, sehingga himpunan rough dari X △ Y adalah

RS(X △ Y ) = ({x1, x3, x7, x9}, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10}).

Selanjutnya, akan dibahas mengenai Praba join ▽ dan operasi biner Praba join ▽.

Definisi 2.4.10 Diberikan himpunan X, Y ⊆ U . Elemen x ∈ U disebut elemen

pivot, jika [x]p ⊈ X ∩Y , tetapi [x]P ∩X ̸= ∅ dan [x]P ∩Y ̸= ∅ (Praba dkk., 2013).

Definisi 2.4.11 Diberikan himpunan X, Y ⊆ U . Himpunan elemen pivot X dan Y

disebut himpunan pivot dari X dan Y yang dinotasikan dengan PX∩Y (Praba dkk.,

2013).

Definisi 2.4.12 Praba join ▽ dari X dan Y dinotasikan dengan X▽Y dan didefini-

sikan sebagai berikut:

X▽Y = {x|[x]p ⊆ X ∩ Y } ∪ PX∩Y , dengan X, Y ⊆ U .

(Praba dkk., 2013).

Berdasarkan Definisi 2.4.10, 2.4.11 dan 2.4.12, berikut contoh untuk memperoleh

PX∩Y dan Praba join ▽ dari X dan Y .

Contoh 2.4.13 Berdasarkan Contoh 2.4.2, diberikan himpunan U = {x1, x2, x3,

x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10}, dengan kelas-kelas ekuivalensi berdasarkan definisi IND(P )
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sebagai berikut:

E1 = [x1]p = {x1, x3, x7};

E2 = [x2]p = {x2, x4, x6, x8};

E3 = [x5]p = {x5, x10};

E4 = [x9]p = {x9}.

Diberikan himpunan X = {x1, x3, x6, x7, x9, x10}, Y = {x1, x6, x10} ⊆ U , sehing-

ga diperoleh:

X ∩ Y = {x1, x10}.

Misalkan dipilih:

1. x1 dengan [x1]p = {x1, x3, x7}, karena [x1]P ⊂ X ∩ Y , maka [x1]P bukan

elemen pivot.

2. x2 dengan [x2]p = {x2, x4, x6, x8}, karena [x2]P ⊈ X∩Y , tetapi [x2]P ∩X =

{x6} ≠ ∅ dan [x2]P ∩ Y = {x6} ≠ ∅ maka [x2]P elemen pivot.

3. x5 dengan [x5]p = {x5, x10}, karena [x5]P ⊂ X ∩ Y , maka [x5]P bukan

elemen pivot.

4. x9 dengan [x9]p = {x9}, karena [x9]p ⊈ X ∩ Y, [x9]p ∩X = {x9} ≠ ∅, tetapi

[x9]p ∩ Y = ∅ maka [x9]p bukan elemen pivot.

diperoleh x2, x4, x6, x8 merupakan elemen pivot, sehingga PX∩Y = {x2, x4, x6, x8}.

Oleh karena itu, X▽Y = (X ∩ Y ) ∪ PX∩Y = {x1, x2, x4, x6, x8, x10}.

Berikut didefinisikan operasi biner Praba join ▽.

Definisi 2.4.14 Diberikan himpunan semesta U dan himpunan T yaitu himpunan

semua himpunan rough pada U . Didefinisikan operasi biner join ▼ : T × T → T ,

dengan

▼(RS(X), RS(Y )) = RS(X▽Y ) (Manimaran dkk., 2017).
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Berikut contoh operasi biner Praba join ▽.

Contoh 2.4.15 Berdasarkan Contoh 2.4.13, karena

X▽Y = {x1, x2, x4, x6, x8, x10}

diperoleh aproksimasi bawah dari X▽Y adalah P (X▽Y ) = {x2, x4, x6, x8} dan

aproksimasi atas dari X▽Y adalah P (X▽Y ) = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x10},

sehingga himpunan rough dari X▽Y adalah

RS(X▽Y ) = ({x2, x4, x6, x8}, {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x10}).

Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi. Untuk setiap X ⊆ U,RS(X) =

(P (X), P (X)) dan himpunan T = {RS(X)|X ⊆ U} merupakan semua himpunan

rough di I . Berikut ini akan diberikan teorema-teorema dari Praba meet △ dan join

▽ yang berkaitan. Berikut teorema monoid untuk Praba meet △.

Teorema 2.4.16 Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi dengan U him-

punan universal berhingga dan A himpunan atribut pada U . Jika T merupakan him-

punan dari semua himpunan rough, maka (T,▲) merupakan monoid (Praba dkk.,

2013).

Bukti.

1. Akan ditunjukkan T tertutup terhadap operasi meet ▲. Diberikan X, Y ⊆ U ,

jika X △ Y = Z ⊆ U , maka RS(X △ Y ) = RS(Z) ∈ T . Oleh karena itu

terbukti T tertutup terhadap operasi meet ▲.

2. Diberikan sebarang X, Y, Z ⊆ U dan RS(X), RS(Y ), RS(Z) ∈ T . Akan

ditunjukkan bahwa RS(X △ (Y △ Z)) = RS((X △ Y ) △ Z), yaitu

P (X △ (Y △ Z)) = P ((X △ Y ) △ Z), dan

P (X △ (Y △ Z)) = P ((X △ Y ) △ Z).

(a) Diberikan sebarang x ∈ P (X △ (Y △ Z)), diperoleh {x ∈ U |[x]p ⊆

X △ (Y △ Z)}. Jadi [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y △ Z. Akibatnya [x]p ⊆ X
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atau [x]p ⊆ Y atau [x]p ⊆ Z. Oleh karena itu, [x]p ⊆ X △ Y atau

[x]p ⊆ Z. Hal ini berarti [x]p ⊆ (X △ Y ) △ Z, sehingga x ∈ P ((X △

Y ) △ Z).

Jadi P (X △ (Y △ Z)) ⊆ P ((X △ Y ) △ Z).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P ((X △ Y ) △ Z),

diperoleh {x ∈ U |[x]p ⊆ ((X △ Y ) △ Z)}. Jadi [x]p ⊆ X △ Y atau

[x]p ⊆ Z. Akibatnya [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y atau [x]p ⊆ Z. Oleh

karena itu, [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y △ Z. Hal ini berarti [x]p ⊆ X △

(Y △ Z), sehingga x ∈ P (X △ (Y △ Z)).

Jadi P ((X △ Y ) △ Z) ⊆ P (X △ (Y △ Z)).

Oleh karena itu diperoleh P (X △ (Y △ Z)) = P ((X △ Y ) △ Z).

(b) Diberikan sebarang x ∈ P (X △ (Y △ Z)), diperoleh {x ∈ U |[x]p ∩

(X △ (Y △ Z)) ̸= ∅}. Jadi [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ (Y △ Z) ̸= ∅.

Akibatnya [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ Y ̸= ∅ atau [x]p ∩ Z ̸= ∅. Oleh

karena itu [x]p ∩ (X △ Y ) ̸= ∅ atau [x]p ∩ Z ̸= ∅. Hal ini berarti

[x]p ∩ ((X △ Y ) △ Z) ̸= ∅, sehingga x ∈ P ((X △ Y ) △ Z).

Jadi P (X △ (Y △ Z)) ⊆ P ((X △ Y ) △ Z).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P ((X △ Y ) △ Z),

diperoleh {x ∈ U |[x]p∩((X △ Y ) △ Z) ̸= ∅}. Jadi [x]p∩(X △ Y ) ̸= ∅

atau [x]p ∩ Z ̸= ∅. Akibatnya [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ Y ̸= ∅ atau

[x]p∩Z ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p∩X ̸= ∅ atau [x]p∩(Y △ Z) ̸= ∅. Hal

ini berarti [x]p ∩ (X △ (Y △ Z)) ̸= ∅, sehingga x ∈ P (X △ (Y △ Z)).

jadi P ((X △ Y ) △ Z) ⊆ P (X △ (Y △ Z)).

Oleh karena itu diperoleh P (X △ (Y △ Z)) = P ((X △ Y ) △ Z).

Jadi RS(X △ (Y △ Z)) = RS((X △ Y ) △ Z) yang bersifat asosiatif.

Dalam hal ini juga dapat dikatakan (T,▲) merupakan semigrup pada him-

punan rough.
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3. Diberikan sebarang RS(X) ∈ T . Terdapat RS(∅) ∈ T , sehingga RS(X)▲

RS(∅) = RS(X △ ∅) = RS(X). Jadi, RS(X △ ∅) = RS(∅ △ X) =

RS(X). Oleh karena itu, RS(∅) adalah elemen identitas T terhadap operasi

meet ▲.

Karena (1)− (3) terpenuhi, (T,▲) merupakan monoid pada himpunan rough. ■

Berikut diberikan teorema mengenai monoid komutatif pada himpunan rough.

Teorema 2.4.17 Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi dengan U him-

punan universal berhingga dan A himpunan atribut pada U . Jika T merupakan him-

punan dari semua himpunan rough, maka (T,▲) merupakan monoid komutatif pada

himpunan rough (Praba dkk., 2013).

Bukti.

Berdasarkan Teorema 2.4.16, diperoleh (T,▲) merupakan monoid. Akan dibuktik-

an meet △ bersifat komutatif. Diberikan sebarang X, Y ⊆ U dan RS(X), RS(Y ) ∈

T . Akan ditunjukkan bahwa RS(X △ Y ) = RS(Y △ X), yaitu P (X △ Y ) =

P (Y △ X), dan P (X △ Y ) = P (Y △ X).

1. Diberikan sebarang x ∈ P (X △ Y ), dengan {x ∈ U |[x]p ⊆ (X △ Y )}.

Akibatnya [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y , sehingga [x]p ⊆ Y atau [x]p ⊆ X . Oleh

karena itu, [x]p ⊆ (Y △ X), sehingga x ∈ P (Y △ X).

Jadi P (X △ Y ) ⊆ P (Y △ X).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P (Y △ X), dengan {x ∈

U |[x]p ⊆ (Y △ X)}. Akibatnya [x]p ⊆ Y atau [x]p ⊆ X , sehingga [x]p ⊆ X

atau [x]p ⊆ Y . Oleh karena itu, [x]p ⊆ (X △ Y ), sehingga x ∈ P (X △ Y ).

Jadi P (Y △ X) ⊆ P (X △ Y ).

Oleh karena itu P (X △ Y ) = P (Y △ X).

2. Diberikan sebarang x ∈ P (X △ Y ), dengan {x ∈ U |[x]p ∩ (X △ Y ) ̸= ∅}.

Akibatnya [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ Y ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ Y ̸= ∅ atau
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[x]p∩X ̸= ∅. Oleh karena itu, [x]p∩(Y △ X) ̸= ∅, sehingga x ∈ P (Y △ X).

Jadi P (X △ Y ) ⊆ P (Y △ X).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P (Y △ X), dengan {x ∈

U |[x]p∩ (Y △ X) ̸= ∅}. Akibatnya [x]p∩Y ̸= ∅ atau [x]p∩X ̸= ∅, sehingga

[x]p∩X ̸= ∅ atau [x]p∩Y ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p∩(X △ Y ) ̸= ∅, sehingga

x ∈ P (X △ Y ).

Jadi P (Y △ X) ⊆ P (X △ Y ).

Oleh karena itu P (X △ Y ) = P (Y △ X).

Jadi RS(X △ Y ) = RS(Y △ X) yang bersifat komutatif. Oleh karena itu (T,▲)

merupakan monoid komutatif pada himpunan rough. ■

Berikut diberikan teorema mengenai monoid regular idempotent pada himpunan

rough.

Teorema 2.4.18 Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi dengan U him-

punan universal berhingga dan A himpunan atribut pada U . Jika T merupakan him-

punan dari semua himpunan rough, maka (T,▲) merupakan monoid regular yang

idempotent (Praba dkk., 2013).

Bukti.

Diberikan sebarang RS(X), RS(Y ) ∈ T . Akan ditunjukkan bahwa RS(X)▲RS(Y )

▲RS(X) = RS(X), untuk RS(X) ∈ T . Diberikan Y = EX = {x ∈ U |[x]p ⊆ X}

sehingga Y △ X = X . Oleh karena itu X △ Y △ X = X .

Jadi RS(X)▲RS(Y )▲RS(X) = RS(X △ Y △ X) = RS(X).

Dari hal itu, maka (T,▲) merupakan monoid regular. Selanjutnya, diberikan RS(X)

∈ T , sehingga RS(X)▲RS(X) = RS(X △ X) = RS(X).

Jadi RS(X) merupakan idempotent di T , yaitu semua elemen dari T juga merupa-

kan idempotent. oleh karena itu, (T,▲) merupakan monoid regular yang idempo-

tent. ■
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Berikut teorema monoid untuk Praba join ▽.

Teorema 2.4.19 Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi dengan U him-

punan universal berhingga dan A himpunan atribut pada U . Jika T merupakan him-

punan dari semua himpunan rough, maka (T,▼) merupakan monoid

(Manimaran dkk., 2014).

Bukti.

1. Akan ditunjukkan T tertutup pada operasi join ▼. Diberikan sebarang X, Y ⊆

U , jika X▽Y = Z ⊆ U , maka RS(X▽Y ) = RS(Z) ∈ T . Oleh karena itu

terbukti join ▼ tertutup.

2. Diberikan sebarang X, Y, Z ⊆ U dan RS(X), RS(Y ), RS(Z) ∈ T . Akan

ditunjukkan bahwa RS(X▽(Y ▽Z)) = RS((X▽Y )▽Z), yaitu

P (X▽(Y ▽Z)) = P ((X▽Y )▽Z), dan P (X▽(Y ▽Z)) = P ((X▽Y )▽Z).

(a) Diberikan sebarang x ∈ P (X▽(Y ▽Z)), dengan {x ∈ U |[x]p ⊆ X▽(Y

▽Z)}. Akibatnya [x]p ⊆ (X ∩ (Y ▽Z))∪PX∩(Y ▽Z), sehingga [x]p ⊆ X

dan [x]p ⊆ Y ▽Z atau [x]p ⊆ PX∩(Y ▽Z). Oleh karena itu, [x]p ⊆ X dan

[x]p ⊆ (Y ∩Z)∪[x]p ⊆ PY ∩Z . Hal ini berarti [x]p ⊆ X dan [x]p ⊆ Y ∩Z

atau [x]p ⊆ PY ∩Z , sehingga [x]p ⊆ X dan [x]p ⊆ Y dan [x]p ⊆ Z. Aki-

batnya [x]p ⊆ X ∩ Y dan [x]p ⊆ Z. Jika [x]p ⊆ (X▽Y )▽Z, maka

x ∈ P ((X▽Y )▽Z).

Jadi P (X▽(Y ▽Z)) ⊆ P ((X▽Y )▽Z).

Demikian pula sebaliknya, diberikan x ∈ P ((X▽Y )▽Z), dengan {x ∈

U |[x]p ⊆ ((X▽Y )▽Z)}. Akibatnya [x]p ⊆ ((X▽Y ) ∩ Z) ∪ P(X▽Y )∩Z ,

sehingga [x]p ⊆ X▽Y atau [x]p ⊆ P(X▽Y )∩Z) dan [x]p ⊆ Z. Oleh

karena itu, [x]p ⊆ (X∩Y )∪ [x]p ⊆ P(X∩Y ) dan [x]p ⊆ Z. Hal ini berarti

[x]p ⊆ X ∩ Y atau [x]p ⊆ PX∩Y dan [x]p ⊆ Z, sehingga [x]p ⊆ X dan

[x]p ⊆ Y dan [x]p ⊆ Z. Akibatnya [x]p ⊆ X dan [x]p ⊆ Y ∩ Z. Jika
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[x]p ⊆ (X▽(Y ▽Z)), maka x ∈ P (X▽(Y ▽Z)). Jadi P ((X▽Y )▽Z) ⊆

P (X▽(Y ▽Z)).

Oleh karena itu P (X▽(Y ▽Z)) = P ((X▽Y )▽Z).

(b) Diberikan sebarang x ∈ P (X▽(Y ▽Z)), dengan {x ∈ U |[x]p ∩ (X▽(Y

▽Z)) ̸= ∅}. Akibatnya [x]p ∩ (X ∩ (Y ▽Z))∪ PX∩(Y ▽Z) ̸= ∅, sehingga

[x]p ∩ (X ∩ (Y ▽Z)) ̸= ∅ atau [x]p ∩ PX∩(Y ▽Z) ̸= ∅.

Kasus 1:

[x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ (Y ▽Z) ̸= ∅. Akibatnya [x]p ∩ X ̸= ∅ dan

[x]p∩(Y ∩Z)∪PY ∩Z ̸= ∅, sehingga [x]p∩X ̸= ∅ dan [x]p∩(Y ∩Z) ̸= ∅

atau [x]p ∩ PY ∩Z ̸= ∅.

i. Jika [x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅, maka

[x]p ∩ (X ∩ Y ) ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p ∩

((X▽Y )▽Z) ̸= ∅. Jadi P (X▽(Y ▽Z)) ⊆ P ((X▽Y )▽Z).

ii. Jika [x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ PY ∩Z ̸= ∅, maka [x]p ∩ X ̸= ∅ dan

[x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩Z ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p ∩ (X ∩ Y ) ̸= ∅

dan [x]p ∩ Z ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ ((X▽Y )▽Z) ̸= ∅.

Jadi P (X▽(Y ▽Z)) ⊆ P ((X▽Y )▽Z).

Kasus 2:

[x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ PX∩(Y ▽Z) ̸= ∅. Akibatnya [x]p ∩ X ̸= ∅ dan

[x]p ∩ (Y ▽Z) ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ ((X▽Y )▽Z) ̸= ∅.

Jadi P (X▽(Y ▽Z)) ⊆ P ((X▽Y )▽Z).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P ((X▽Y )▽Z), de-

ngan {x ∈ U |[x]p ∩ ((X▽Y )▽Z) ̸= ∅}. Akibatnya [x]p ∩ ((X▽Y ) ∩

Z)) ∪ P(X▽Y )∩Z ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ ((X▽Y ) ∩ Z) ̸= ∅ atau [x]p ∩
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P(X▽Y )∩Z ̸= ∅.

Kasus 1:

[x]p∩(X▽Y ) ̸= ∅ dan [x]p∩Z ̸= ∅. Akibatnya [x]p∩(X∩Y )∪PX∩Y ̸=

∅ dan [x]p ∩Z ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ (X ∩ Y ) ̸= ∅ atau [x]p ∩ PX∩Y ̸= ∅

dan [x]p ∩ Z ̸= ∅.

i. Jika [x]p∩X ̸= ∅ dan [x]p∩Y ̸= ∅ dan [x]p∩Z ̸= ∅, maka [x]p∩X ̸=

∅ dan [x]p∩ (Y ∩Z) ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p∩ (X▽(Y ▽Z)) ̸= ∅.

Jadi P ((X▽Y )▽Z) ⊆ P (X▽(Y ▽Z)).

ii. Jika [x]p ∩ PX∩Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅, maka [x]p ∩ X ̸= ∅ dan

[x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p ∩X ̸= ∅ dan

[x]p ∩ (Y ∩ Z) ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ (X▽(Y ▽Z)) ̸= ∅.

Jadi P ((X▽Y )▽Z) ⊆ P (X▽(Y ▽Z)).

Kasus 2:

[x]p ∩ P(X▽Y )∩Z ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅. Akibatnya [x]p ∩ (X▽Y ) ̸= ∅

dan [x]p ∩ Z ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ (X▽(Y ▽Z)) ̸= ∅

Jadi P ((X▽Y )▽Z) ⊆ P (X▽(Y ▽Z)).

Oleh karena itu, P (X▽(Y ▽Z)) = P ((X▽Y )▽Z).

Jadi RS(X▽(Y ▽Z)) = RS((X▽Y )▽Z) yang bersifat asosiatif.

Dalam hal ini juga dapat dikatakan (T,▼) merupakan semigrup pada him-

punan rough.

3. Diberikan sebarang RS(X) ∈ T . Terdapat RS(U) ∈ T , sehingga RS(X)▼

RS(U) = RS(X▽U) = RS(X).

Jadi RS(X▽U) = RS(U▽X) = RS(X), dengan X▽U = (X ∩ U) ∪

PX∩U = X ∪ PX = X .

∴ RS(X▽U) = RS(X).
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Jadi terdapat elemen identitas RS(U) ∈ T terhadap operasi join ▼.

Karena (1)− (3) terpenuhi, (T,▼) merupakan monoid pada himpunan rough. ■

Selanjutnya, berikut diberikan teorema mengenai monoid komutatif yang idempo-

tent pada himpunan rough.

Teorema 2.4.20 Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi dengan U him-

punan universal berhingga dan A himpunan atribut pada U . Jika T merupakan

himpunan dari semua himpunan rough, maka (T,▼) merupakan monoid komutatif

yang idempotent (Manimaran dkk., 2014).

Bukti.

Berdasarkan Teorema 2.4.19, diperoleh (T,▼) merupakan monoid pada himpunan

rough. Sehingga akan dibuktikan join ▽ merupakan komutatif. Diberikan X, Y ⊆

U dan RS(X), RS(Y ) ∈ T . Akan ditunjukkan bahwa RS(X▽Y ) = RS(Y ▽X),

yaitu P (X▽Y ) = P (Y ▽X), dan P (X▽Y ) = P (Y ▽X).

1. Diberikan sebarang x ∈ P (X▽Y ), dengan [x]p ⊆ (X▽Y ). Akibatnya [x]p ⊆

((X∩Y )∪PX∩Y ), sehingga [x]p ⊆ (X∩Y ). Oleh karena itu [x]p ⊆ (Y ∩X).

Hal ini berarti [x]p ⊆ (Y ▽X).

Jadi P (X▽Y ) ⊆ P (Y ▽X).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P (Y ▽X), dengan [x]p ⊆

(Y ▽X). Akibatnya [x]p ⊆ ((Y ∩ X) ∪ PY ∩X), sehingga [x]p ⊆ (Y ∩ X).

Oleh karena itu [x]p ⊆ (X ∩ Y ). Hal ini berarti [x]p ⊆ (X▽Y ).

Jadi P (Y ▽X) ⊆ P (X▽Y ).

Oleh karena itu P (X▽Y ) = P (Y ▽X).

2. Diberikan sebarang x ∈ P (X▽Y ), dengan [x]p ∩ (X▽Y ) ̸= ∅. Akibat-

nya [x]p ∩ ((X ∩ Y ) ∪ PX∩Y ) ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ (X ∩ Y ) ̸= ∅ atau

[x]p ∩ PX∩Y ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ Y ̸= ∅ atau

[x]p ∩X ̸= ∅ dan [x]p ∩ Y ̸= ∅. Hal ini berarti [x]p ∩ (Y ∩X) ̸= ∅, sehingga
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[x]p ∩ (Y ▽X) ̸= ∅.

Jadi P (X▽Y ) ⊆ P (Y ▽X).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P (Y ▽X), dengan [x]p ∩

(Y ▽X) ̸= ∅. Akibatnya [x]p ∩ ((Y ∩X)∪PY ∩X) ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ (Y ∩

X) ̸= ∅ atau [x]p∩PY ∩X ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p∩Y ̸= ∅ dan [x]p∩X ̸= ∅

atau [x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ X ̸= ∅. Hal ini berarti [x]p ∩ (X ∩ Y ) ̸= ∅,

sehingga [x]p ∩ (X▽Y ) ̸= ∅.

Jadi P (Y ▽X) ⊆ P (X▽Y ).

Oleh karena itu, P (X▽Y ) = P (Y ▽X).

Jadi RS(X▽Y ) = RS(Y ▽X) yang bersifat komutatif. Oleh karena itu, (T,▼) me-

rupakan monoid komutatif dan semua elemen dari himpunan T merupakan idem-

potent, sehingga monoid komutatif ini dinamakan monoid komutatif idempotent. ■

Berikut diberikan teorema semiring pada himpunan rough.

Teorema 2.4.21 Diberikan I = (U,A) merupakan sistem informasi dengan U him-

punan universal berhingga dan A himpunan atribut pada U . Jika T merupakan him-

punan dari semua himpunan rough, maka (T,▲,▼) merupakan semiring pada him-

punan rough (Praba dkk., 2015).

Bukti.

Berdasarkan Teorema 2.4.16, 2.4.17, 2.4.18, 2.4.19 dan 2.4.20, diketahui bahwa

(T,▲) dan (T,▼) masing-masing merupakan semigrup. Selanjutnya akan ditun-

jukkan sifat distributif untuk RS(X), RS(Y ) dan RS(Z) ∈ T , yaitu

RS(X △ (Y ▽Z)) = RS((X △ Y )▽(X △ Z)), dan

RS(X▽(Y △ Z)) = RS((X▽Y ) △ (X▽Z)).

1. Akan ditunjukkan bahwa:

(a) P (X △ (Y ▽Z)) = P ((X △ Y )▽(X △ Z)).
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Diberikan sebarang x ∈ P (X △ (Y ▽Z)), sehingga [x]p ⊆ (X △

(Y ▽Z)). Akibatnya [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y ▽Z, sehingga [x]p ⊆ X

atau [x]p ⊆ ((Y ∩Z)∪PY ∩Z). Oleh karena itu, [x]p ⊆ ((X △ Y )▽(X △

Z)). Hal ini berarti x ∈ P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

Jadi P (X △ (Y ▽Z)) ⊆ P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

Demikian sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P ((X △ Y )▽(X △ Z)),

sehingga [x]p ⊆ ((X △ Y )▽(X △ Z)). Akibatnya [x]p ⊆ ((X △ Y ) ∩

(X △ Z)) ∪ P(X△Y )∩(X△Z), sehingga [x]p ⊆ X △ Y dan [x]p ⊆ X △ Z

atau [x]p ⊆ P(X△Y )∩(X△Z). Oleh karena itu, [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y

dan [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Z, sehingga [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y

dan [x]p ⊆ Z. Hal ini berarti [x]p ⊆ X atau [x]p ⊆ Y ∩ Z, sehing-

ga [x]p ⊆ (X △ (Y ▽Z)). Akibatnya [x]p ∈ P (X △ (Y ▽Z)).

Jadi P ((X △ Y )▽(X △ Z)) ⊆ P (X △ (Y ▽Z)).

∴ P (X △ (Y ▽Z)) = P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

(b) P (X △ (Y ▽Z)) = P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

Diberikan sebarang x ∈ P (X △ (Y ▽Z)), sehingga [x]p∩(X △ (Y ▽Z))

̸= ∅. Akibatnya [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ (Y ▽Z) ̸= ∅. Hal ini berarti

[x]p ∩X ̸= ∅ atau [x]p ∩ (Y ∩ Z) ∪ PY ∩Z ̸= ∅.

Kasus 1:

Jika [x]p∩X ̸= ∅ atau [x]p∩(Y ∩Z) ̸= ∅, maka [x]p∩(X △ Y ) ̸= ∅ atau

[x]p ∩ (X △ Z) ̸= ∅. Oleh karena itu, [x]p ∩ ((X △ Y )▽(X △ Z) ̸= ∅,

sehingga x ∈ P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

∴ P (X △ (Y ▽Z)) ⊆ P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

Kasus 2:

Jika [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ PY ∩Z ̸= ∅, maka [x]p ∩ X ̸= ∅ atau

[x]p∩Y ̸= ∅ dan [x]p∩Z ̸= ∅. Oleh karena itu, [x]p∩ ((X △ Y )▽(X △
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Z)) ̸= ∅, sehingga x ∈ P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

∴ P (X △ (Y ▽Z)) ⊆ P ((X △ Y )▽(X △ Z)).

Demikian sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P ((X △ Y )▽(X △ Z)),

sehingga [x]p∩((X △ Y )▽(X △ Z)) ̸= ∅. Akibatnya [x]p∩((X △ Y )∩

(X △ Z))∪P(X△Y )∩(X△Z) ̸= ∅, sehingga [x]p∩((X △ Y )∩(X △ Z)) ̸=

∅ atau [x]p ∩P(X△Y )∩(X△Z) ̸= ∅. Hal ini berarti [x]p ∩ (X △ Y ) ̸= ∅ dan

[x]p ∩ (X △ Z) ̸= ∅ atau [x]p ∩ P(X△Y )∩(X△Z) ̸= ∅.

Kasus 1:

Jika [x]p ∩ (X △ Y ) ̸= ∅ dan [x]p ∩ (X △ Z) ̸= ∅, maka [x]p ∩X ̸= ∅

atau [x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ Z ̸= ∅. Oleh kare-

na itu [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅, sehingga

[x]p ∩ (X △ (Y ▽Z)) ̸= ∅. Akibatnya x ∈ P (X △ (Y ▽Z)).

∴ P ((X △ Y )▽(X △ Z)) ⊆ P (X △ (Y ▽Z)).

Kasus 2:

Jika [x]p∩(X △ Y ) ̸= ∅ dan [x]p∩P(X△Y )∩(X△Z) ̸= ∅, maka [x]p∩(X △

Y ) ̸= ∅ dan [x]p ∩ (X △ Z) ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p ∩ X ̸= ∅

atau [x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ Z ̸= ∅, sehingga

[x]p ∩ X ̸= ∅ atau [x]p ∩ Y ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅. Hal ini berarti

[x]p ∩ (X △ (Y ▽Z)) ̸= ∅. Akibatnya x ∈ P (X △ (Y ▽Z)).

∴ P ((X △ Y )▽(X △ Z)) ⊆ P (X △ (Y ▽Z)).

Oleh karena itu diperoleh, RS(X △ (Y ▽Z)) = RS((X △ Y )▽(X △

Z)).

2. Akan ditunjukkan bahwa:

(a) P (X▽(Y △ Z)) = P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

Diberikan sebarang x ∈ P (X▽(Y △ Z)), sehingga [x]p ⊆ X▽(Y △

Z). Akibatnya [x]p ⊆ (X ∩ (Y △ Z) ∪ PX∩(Y △Z)), sehingga [x]p ⊆
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X ∩ Y atau [x]p ⊆ X ∩ Z. Oleh karena itu, [x]p ⊆ (X▽Y ) △ (X▽Z),

sehingga x ∈ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

∴ P (X▽(Y △ Z)) ⊆ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)),

sehingga [x]p ⊆ ((X▽Y ) △ (X▽Z)). Akibatnya [x]p ⊆ X▽Y atau

[x]p ⊆ X▽Z, sehingga [x]p ⊆ ((X ∩ Y ) ∪ PX∩Y atau [x]p ⊆ ((X ∩

Z) ∪ PX∩Z). Oleh karena itu [x]p ⊆ (X ∩ Y ) atau [x]p ⊆ (X ∩ Z),

sehingga [x]p ⊆ X dan [x]p ⊆ Y atau [x]p ⊆ Z. Hal ini berarti

[x]p ⊆ (X▽(Y △ Z)), sehingga [x]p ∈ P (X▽(Y △ Z)).

∴ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)) ⊆ P (X▽(Y △ Z)).

Oleh karena itu, P (X▽(Y △ Z)) = P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

(b) P (X▽(Y △ Z)) = P ((X▽Y ) △ (X▽Z))

Diberikan sebarang x ∈ P (X▽(Y △ Z)), sehingga [x]p ∩ (X▽(Y △

Z)) ̸= ∅. Akibatnya [x]p ∩ (X ∩ (Y △ Z) ∪ PX∩(Y △Z)) ̸= ∅, sehingga

[x]p ∩X ̸= ∅ dan [x]p ∩ Y △ Z ̸= ∅ atau [x]p ∩ PX∩(Y △Z)) ̸= ∅.

Kasus 1:

Jika [x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ (Y △ Z) ̸= ∅, maka [x]p ∩ (X▽Y ) ̸= ∅

atau [x]p ∩ (X▽Z) ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p ∩ (X▽Y ) △ (X▽Z) ̸= ∅,

sehingga x ∈ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

∴ P (X▽(Y △ Z)) ⊆ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

Kasus 2:

Jika [x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ PX∩(Y △Z) ̸= ∅, maka [x]p ∩ X ̸= ∅

dan [x]p ∩ Y △ Z ̸= ∅. Oleh karena itu [x]p ∩ X▽Y ̸= ∅ atau [x]p ∩

(X▽Z) ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ (X▽Y ) △ (X▽Z) ̸= ∅. Hal ini berarti

x ∈ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

∴ P (X▽(Y △ Z)) ⊆ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).
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Demikian pula sebaliknya, diberikan sebarang x ∈ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)),

sehingga [x]p∩ ((X▽Y ) △ (X▽Z)) ̸= ∅. Akibatnya [x]p∩ (X▽Y ) ̸= ∅

atau [x]p ∩ (X▽Z) ̸= ∅, sehingga [x]p ∩ (X ∩ Y ) ∪ PX∩Y ̸= ∅ atau

[x]p ∩ (X ∩ Z) ∪ PX∩Z ̸= ∅.

Kasus 1:

Jika [x]p ∩ (X ∩ Y ) ̸= ∅ atau [x]p ∩ (X ∩ Z) ̸= ∅, maka [x]p ∩X ̸= ∅

dan [x]p ∩ Y ̸= ∅ atau [x]p ∩X ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅. Oleh karena itu

[x]p ∩ (X▽(Y △ Z)) ̸= ∅, sehingga x ∈ P (X▽(Y △ Z)).

∴ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)) ⊆ P (X▽(Y △ Z)).

Kasus 2:

Jika [x]p ∩ PX∩Y ̸= ∅ atau [x]p ∩ PX∩Z ̸= ∅, maka [x]p ∩ X ̸= ∅ dan

[x]p ∩ Y ̸= ∅ atau [x]p ∩ X ̸= ∅ dan [x]p ∩ Z ̸= ∅. Oleh karena itu

[x]p ∩ (X▽(Y △ Z)) ̸= ∅, sehingga x ∈ P (X▽(Y △ Z)).

∴ P ((X▽Y ) △ (X▽Z)) ⊆ P (X▽(Y △ Z)).

Oleh karena itu, P (X▽(Y △ Z)) = P ((X▽Y ) △ (X▽Z)).

Berdasarkan hal itu, diperoleh RS(X▽(Y △ Z)) = RS((X▽Y ) △

(X▽Z))

Jadi (T,▲,▼) merupakan semiring pada himpunan rough. ■

Berikut lemma mengenai order dari semiring pada himpunan rough.

Lemma 2.4.22 Misalkan X adalah himpunan kelas ekuivalensi dan Px merupakan

himpunan perwakilan kelas ekuivalensi yang kardinalitasnya lebih besar dari 1dan

misalkan |X| = n dan |Px| = m dengan 1 ≤ m ≤ n, sehingga order dari semiring

rough adalah 2n−m3m (Manimaran dkk., 2017).
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Bukti.

|T | =
(
m

0

)
2n +

(
m

1

)
(2n − 2n−1) +

(
m

2

)
(2n − (22 − 1)2n−2) + . . .

+

(
m

m

)
(2n − (2m − 1)2n−m) +

m∑
k=0

(
m

k

)
{2n − (2k−1 − 1)2n−k}

=

m∑
k=0

(
m

k

)
2n−k

= 2n
m∑
k=0

(
m

k

)
2−k = 2n−m3m.

■



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun 2023/2024, bertempat di Ju-

rusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas

Lampung.

3.2 Tahapan Penelitian

Penelitian ini menggunakan pendekatan studi literatur sebagai berikut:

1. Studi literatur dari jurnal, buku dan artikel ilmiah yang berhubungan dengan

penelitian ini.

2. Mempelajari definisi dan teorema yang berkaitan dengan permasalahan yang

berhubungan dengan penelitian.

Langkah-langkah dalam mencapai tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. mengkonstruksi semimodul atas semiring pada himpunan rough mengguna-

kan konsep Praba;

2. mengkonstruksi direct sum dari dua semimodul atas semiring pada himpunan

rough menggunakan konsep Praba;

3. menyelidiki sifat-sifat direct sum dari dua semimodul atas semiring pada him-

punan rough yang telah dikonstruksi sebelumnya.

Langkah-langkah penelitian diberikan pada Gambar 3.1.
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Gambar 3.1 Tahapan penelitian



BAB V

SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Berdasarkan pembahasan semimodul atas semiring pada himpunan rough yang te-

lah dikonstruksi sebelumnya, diperoleh kesimpulan bahwa diperlukan suatu sistem

informasi I = (U,A) dengan nilai keanggotaannya himpunan fuzzy yang selanjut-

nya telah dibentuk kelas-kelas ekuivalensi dan T yang merupakan himpunan dari

semua himpunan rough. Kemudian himpunan T dengan operasi Praba meet ▲ dan

Praba join ▼ membentuk semimodul atas semiring yang memenuhi aksioma berikut

yaitu (T,▲) merupakan monoid pada himpunan rough; (T,▲,▼) merupakan semi-

ring pada himpunan rough dan dapat didefinisikan perkalian skalar ▼ : T×T → T .

Direct sum dari dua semimodul atas semiring pada himpunan rough terbentuk dari

T1 dan T2 yang merupakan himpunan dari semua himpunan rough pada U1 dan U2

secara berturut-turut dengan operasi Praba meet ▲ dan Praba join ▼ dengan me-

menuhi aksioma (T1 × T2,▲2) merupakan monoid pada himpunan rough, (T1 ×

T2,▲2,▼2) merupakan semiring pada himpunan rough dan dapat didefinisikan per-

kalian skalar ▼2 : (T1, T2)× (T1, T2) → (T1, T2).

Himpunan T1 dan T2 dengan operasi meet ▲ telah membentuk monoid terhadap

operasi (RS(X1), RS(Y1))▲2(RS(X2), RS(Y2)) = (RS(X1▲X2), RS(Y1▲Y2))

untuk setiap RS(X1), RS(X2) ∈ T1 dan RS(Y1), RS(Y2) ∈ T2. Himpunan T1 dan

T2 dengan operasi meet ▲ dan join ▼ juga membentuk semiring pada himpunan

rough serta dapat didefinisikannya perkalian skalar join ▼2 : (T1, T2)× (T1, T2) →

(T1, T2).
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5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian, dalam mengkonstruksikan semimodul atas semiring

pada himpunan rough menggunakan konsep Praba masih menggunakan operasi

perkalian skalar yang sama dengan operasi perkalian pada semiring. Oleh karena

itu terbuka peluang untuk dapat operasi perkalian skalar yang lain. Selanjutnya ma-

sih sedikit ditemukan sifat-sifatnya, sehingga tidak menutup kemungkinan masih

terdapat sifat-sifat lain dari semimodul atas semiring yang dapat diterapkan meng-

gunakan konsep Praba. Selain itu, dalam mengkonstruksi semimodul atas semiring

pada himpunan rough menggunakan konsep Praba ke dalam contoh-contoh dapat

menggunakan himpunan universal dan atribut lain selain yang terdapat pada pene-

litian ini.
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