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ABSTRACT

THE UPPER BOUND OF PARTITION DIMENSION OF THE
TRIANGULAR ROW GRAPH AND ITS BARBELL

By

Nazila Adelia Azzahra

The partition dimension of a graph G, denoted by pd(G) is the minimum cardinality
of the resolving partition. In this research, the upper bound of the partition dimen-
sion of the triangular row graph 7'S(n) and the barbell triangular row graph Brg(»)
are discussed. We obtained, pd(T'S(n)) < 4 for2 < n < 9; pd(TS(n)) < 5 for
10 <n < 12; pd(TS(n)) < 6for 13 < n < 15; pd(T'S(n)) < 7for 16 < n < 18;
and pd(T'S(n)) < 8 for n = 19. Furthermore, for its barbell, pd(Brs(,)) < 4 for
2 < n < 6; pd(Brsm)) < 5for 7 < n < 10; pd(Brspmy) < 6 for 11 < n < 13;
pd(Brgm)) < 7for 14 < n < 16; and pd(Brgm)) < 8for 17 < n < 19.

Keywords: Partition dimension, triangle row graph, barbell triangle row graph.



ABSTRAK

BATAS ATAS DIMENSI PARTISI GRAF BARISAN SEGITIGA
DAN BARBELNYA

Oleh

Nazila Adelia Azzahra

Dimensi partisi suatu graf GG, dinotasikan dengan pd(G) merupakan kardinalitas
minimum dari partisi pembeda. Pada penelitian ini dibahas batas atas dimensi par-
tisi graf barisan segitiga 7'S(n) dan graf barbel barisan segitiga Brg(»). Hasil yang
diperoleh, pd(T'S(n)) < 4 untuk 2 < n < 9; pd(T'S(n)) < 5untuk 10 < n < 12;
pd(TS(n)) < 6 untuk 13 < n < 15; pd(T'S(n)) < 7 untuk 16 < n < 18; dan
pd(T'S(n)) < 8 untuk n = 19. Selanjutnya pada graf barbelnya, pd(Brgm)) < 4
untuk 2 < n < 6; pd(Brgm)) < 5untuk 7 < n < 105 pd(Brgm)) < 6 untuk
11 < n < 13; pd(Brgm)) < 7untuk 14 < n < 16; dan pd(Brgm)) < 8 untuk
17<n <19.

Kata-kata kunci: Dimensi partisi, graf barisan segitiga, graf barbel barisan
segitiga.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika diskrit yang mempelajari hu-
bungan antar objek yang direpresentasikan dalam bentuk graf. Teori graf pertama
kali dikenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736 untuk memecahkan masalah
jembatan Konigsberg. Euler merepresentasikan daratan dengan simpul (vertex),
dan jembatan ditunjukkan dengan garis atau sisi (edge). Menurut Euler, tidak mung-
kin ada lintasan yang dapat melewati ketujuh jembatan yang ada, dengan setiap
jembatan hanya boleh dilalui satu kali jika derajat setiap simpul tidak seluruhnya
genap (Munir, 2010).

[ 19]

=y
I :

Gambar 1.1 Representasi graf untuk masalah jembatan Konigsberg

(Sumber:https://id.wikipedia.org/wiki/Berkas:Konigsberg_bridges.png)

Salah satu kajian ilmu dalam teori graf adalah dimensi partisi. dimensi partisi ber-
awal dari konsep himpunan pembeda. Konsep ini pertama kali diusulkan oleh Sla-
ter pada tahun 1975, yang menyatakan bahwa himpunan pembeda pada W adalah
simpul-simpul di graf GG sehingga jarak yang berbeda diperoleh untuk setiap simpul
di W. Konsep ini juga dikenalkan oleh Chartand dkk. (1998), sebagai kardinalitas

minimum dari himpunan pembeda.

Telah dilakukan beberapa penelitian mengenai dimensi partisi suatu graf. Chartrand
dkk. (1998) menentukan dimensi partisi graf terhubung dari graf bintang. (Asmiati,



2012) menemukan dimensi partisi pada graf amalgamasi bintang. (Asmiati, 2016)
berhasil mendapatkan dimensi partisi n graf amalgamasi bintang yang dihubungkan

suatu lintasan.

Penelitian tentang dimensi partisi graf ini terus berkembang. Sanjaya dkk. (2019)
berhasil mendapatkan dimensi partisi dari graf kubik. Penelitian oleh Daming dkk.
(2020) berhasil mendapatkan dimensi partisi graf hasil amalgamasi siklus. Ramdha-
ni & Rahmi (2021) berhasil mendapatkan dimensi partisi graf lintasan. Penelitian
oleh Nabila dkk. (2023) berhasil memperoleh dimensi partisi amalgamasi sisi pa-
da graf siklus. Hafidh & Barkoro (2024) berhasil mendapatkan dimensi partisi graf
pohon.

Dalam konsep batas atas dimensi partisi graf belum ada penelitian yang mengkaji
graf barisan segitiga 7'S(n). Oleh karena itu, penulis tertarik untuk membahas dan
mengkaji batas atas dimensi partisi pada graf barisan segitiga 7'S(n) dengan 2 <
n < 19.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini untuk menetukan batas atas dimensi partisi da-
ri graf barisan segitiga 7'S(n) dan batas atas dimensi partisi graf barbel barisan
segitiga Brg(,) untuk 2 < n < 19.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. Memberikan pengetahuan mengenai batas atas dimensi partisi dari graf barisan
segitiga 7S (n) dan batas atas dimensi partisi graf barbel barisan segitiga Brg(,)
untuk 2 < n < 19.

2. Sebagai referensi untuk mempelajari lebih lanjut tentang batas atas dimensi par-

tisi dari suatu graf dan graf barisan segitiga lainnya.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Konsep dasar tentang graf pada penelitian ini diambil dari (Deo, 1989). Graf G
adalah himpunan terurut (V(G), E(G)), dengan V (G) himpunan simpul dari G dan
V(G) adalah himpunan tak kosong serta £'(G) himpunan sisi (edge) atau pasangan
tak berurut dari V(G). Banyaknya simpul pada V(G) disebut orde dari graf G.
Jika simpul v; dan v, terhubung oleh sisi e, maka v; dan vy disebut bertetangga

(adjacent), dan sisi e juga disebut menempel (incident) dengan vy dan v,.

Himpunan simpul-simpul yang bertetangga dengan simpul v, disebut himpunan te-
tangga (neigborhood) dinotasikan dengan N (v). Jika terdapat setidaknya satu lin-
tasan untuk setiap pasangan simpul berbeda di graf GG, maka graf G disebut graf
terhubung (connected graph) jika tidak, maka graf G disebut graf tak terhubung
(disconnected graph). Pada graf terhubung G, jarak (distance) kedua simpul ber-
beda v; dan v; dinotasikan dengan d(v;,v;) adalah panjang lintasan terpendek di
antara kedua simpul dalam suatu graf.

ey

Yy LE]

g4

Gambar 2.1 Contoh graf dengan 5 simpul dan 7 sisi



Pada Gambar 2.1 graf dengan V(G) = {vi,v9,v3,04,05} dan E(G) =
{e1, €9, €3, €4, €5, €, €7}. Simpul v; bertetangga dengan vy, v4 dan vs, sedangkan
vy dan vs; menempel dengan e;. Sebaliknya, sisi e; menempel pada simpul v; dan
vs. Himpunan tetangga dari vy, yaitu N (vy) = {va, vy, v5}.

Pada graf, derajat (degree) simpul v adalah banyaknya sisi yang menempel pada
simpul v. Daun (pendant vertax) adalah simpul berderajat 1. Pada Gambar 2.1 v5
adalah daun berderajat 1, d(vy) = d(vs) = d(v3) = 3, d(vy) = 4.

Sisi yang memiliki simpul awal dan simpul akhir yang sama disebut gelung (loop).
Graf sederhana tidak memiliki sisi paralel dan loop, sisi paralel (parallel edges)
adalah sisi yang memiliki dua ujung yang sama. Pada Gambar 2.1 terdapat [oop

yaitu eg, serta eg dan e; disebut sisi paralel.

Dalam pembahasan graf, istilah lain yang sering muncul adalah jalan (walk), lin-
tasan (path), sirkuit (circuit), dan siklus (cycle). Jalan (walk) adalah barisan yang
dimulai dari simpul dan diakhiri oleh simpul sehingga setiap sisi bertemu dengan
simpul sebelum dan sesudahnya. Contoh jalan dari v; dan v, berdasarkan Gambar
2.1 adalah v; — e; — vo — e — v3 — e; — vy. Lintasan (path) adalah jalan yang
melewati beberapa simpul yang berbeda-beda. Contoh lintasan pada Gambar 2.1
vy — €4 — VU3 — €5 — Uy — €5 — V1 — €1 — vs. Siklus (cycle) adalah lintasan dengan
simpul awal dan simpul akhir yang sama. Contoh sirkuit pada Gambar 2.1 adalah
vy — €4 — V3 — €5 — Vg — €5 — U1 — ez — V4. Diberikan contoh jarak dari v; ke vg

berdasarkan Gambar 2.1 diperoleh d(vy,v3) = 2.

2.2 Graf Barisan Segitiga dan Barbelnya

Menurut Hasmawati (2023), sebuah graf G(V, E') dikatakan graf barisan segitiga ji-
ka tidak terdapat sisi yang saling menyilang dan terdapat satu sisi bersama (sebagai
alas) dari n segitiga-segitiga dan simpul dari setiap segitiga yang tidak terkait de-
ngan sisi alas, terletak pada suatu lintasan yang sama. Masing-masing simpul pada

lintasan disebut simpul puncak segitiga.



Berikut diberikan contoh graf barisan segitiga 7'5(2):

Va

¥y

Uz uy

Gambar 2.2 Graf barisan segitiga 7'S(2)

Pada Gambar 2.2 sisi uyuy merupakan sisi bersama dari semua segitiga. Simpul
vy, vy terletak pada lintasan yang sama. Misalkan C' = vyusu v, adalah sebuah se-
gitiga. Misalkan v, yaitu sebuah simpul baru di luar C' kemudian v, dihubungkan
dengan vy, u; dan us, demikian sampai simpul vy, v, ..., v, terletak pada suatu lin-
tasan yang sama. Barisan segitiga dinotasikan 7'S(n), nilai n yaitu banyak simpul

puncak segitiga.
Graf barbel barisan segitiga dilambangkan dengan Brg(,), diperoleh dengan me-
nyalin graf barisan segitiga dan menghubungkan ke dua graf tersebut dengan jem-

batan (uju).

Berikut diberikan contoh graf barbel barisan segitiga Brg(z):

Va V'z

uy uy 'y 2

Gambar 2.3 Graf barbel barisan segitiga Brg(z)



2.3 Dimensi Partisi Graf

Chartrand dkk. (1998) pertama kali memperkenalkan dimensi partisi graf sebagai
pengembangan atau variasi dari gagasan dimensi matrik. Chartrand dkk. (1998)
membagi semua simpul di graf ke dalam sejumlah kelas partisi dan menentukan
jarak antara setiap kelas partisi tersebut.

Misalkan G(V, E') graf terhubung untuk himpunan bagian S dari V' (G) dan se-
buah simpul v € V/(G), jarak antara v dan S didefiniskan sebagai d(v,S) =
min{d(v,z) | * € S} dengan d(v,z) adalah jarak dari simpul v ke x. Mi-
salkan V(G) dipartisi menjadi k£ himpunan Sj,Ss,..., S, yang saling lepas,
untuk k-partisi terurut II = {S57,S5,,...,5} dari V(G) dan sebuah simpul
v € V(Q), representasi dari v terhadap II didefinisikan sebagai r(v | II) =
d(v, S1),d(v,Ss),...,d(v,Sk)). Selanjutnya, IT partisi pembeda (partisi penyele-
saian) dari V(G) jika r(u | II) # r(v | II) untuk setiap dua simpul berbeda
u,v € V(G). Nilai k terkecil (kardinalitas minimum) sedemikian sehingga graf
G memiliki partisi pembeda dengan k kelas partisi adalah dimensi partisi dari graf
G. Dimensi partisi graf G dinotasikan dengan pd(G) (Chartrand dkk., 2000).

Berikut ini diberikan graf G dan akan ditentukan dimensi partisinya.

Gambar 2.4 Dimensi partisi pada graf G

Graf G dipartisi, sehingga diperoleh II = {S51,S5,,S55}, dengan S; =

{01, V4, Us, VU7, V9, U11,U12}, Sy = {037 Vg, Vs, V10, U13,U14} dan S3 = {Uz}-



Selanjutnya perhatikan bahwa:

r(vr [ ) =(0,1,1) r(vy | 1) = (1,2,0)
r(vg [ T1) = (1,0,2) r(vg | TI) = (0,2,2)
r(vs [ 1) = (0,1,2) r(ve | ) = (1,0,3)
r(vr | 1) = (1,0,4) r(vs | II) = (2,0, 4)
7(vg [ II) = (0,1, 4) r(vio | II) = (1,0,5)
r(vyy | 1) = (0,1,5) r(vis | 1) = (0, 1,6)
r(vis | II) = (1,0, 6) r(v | 1) = (0,1,7)

Karena representasi dari setiap simpul berbeda, maka II adalah partisi pembeda dari
graf G dan pd(G) < 3.

Untuk menunjukan pd(G) > 3, andaikan terdapat partisi pembeda II = {5, S5}

dari GG. Perhatikan simpul vg, vg memiliki 3 simpul yaitu, vs, v7, vg dengan S; =

{vs,v7}, So = {we,vs} sehingga representasi setiap simpul terhadap IT sebagai
berikut:

r(vs | IT) = (0, 1) r(vr [ 1) = (0, 1)

r(ve | IT) = (1,0) r(vg [ 11) = (2,0)

Dapat dilihat bahwa terdapat simpul yang memiliki representasi yang sama, yaitu
r(vs | IT) = r(v; | II). Akibatnya representasi kedua simpul itu akan sama, karena
memiliki jarak yang sama terhadap simpul-simpul lainnya pada graf G, maka hal
ini kontradiksi. Jadi pd(G) > 3. Akibatnya, pd(G) = 3.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 bertempat di

Jurusan Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung.

3.2 Langkah-Langkah Penelitian

Dalam Penelitian ini, langkah-langkah yang dilakukan untuk menetukan dimensi
partisi pada graf barisan segitiga 7'S(n) adalah sebagai berikut:

1. Menentukan batas atas dimensi partisi graf barisan segitiga 7'S(n).
a. Mengonstruksi graf barisan segitiga 7°S(n), untuk 2 < n < 19.

b. Menentukan batas atas dari pd(7'S(n)), untuk 2 < n < 19. Batas atas da-
ri pd(T'S(n)) diperoleh dengan mengonstruksi graf barisan segitiga 7°S(n),
untuk 2 < n < 19. Setiap simpul pada graf barisan segitiga 7'S(n) dike-
lompokkan dalam kelas partisi pembeda, jumlah partisi yang paling sedikit

adalah dimensi partisi dari graf barisan segitiga 7'S(n).
c. Menarik simpulan.
2. Menentukan batas atas dimensi partisi graf barbel barisan segitiga Brg(y).
a. Mengonstruksi graf barisan segitiga Brg(y), untuk 2 < n < 19.

b. Menentukan batas atas dari pd(Brs(n)), untuk 2 < n < 19. Batas atas da-

ri pd(Brs(y)) diperoleh dengan mengonstruksi graf barisan segitiga Brg(n),



untuk 2 < n < 19. Setiap simpul pada graf barisan segitiga Brg(,) dike-
lompokkan dalam kelas partisi pembeda, jumlah partisi yang paling sedikit

adalah dimensi partisi dari graf barisan segitiga Brg(n).

c. Menarik simpulan.



BAB V
SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Pada penelitian ini telah berhasil ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf

barisan segitiga 7'S(n) dan graf barbel barisan segitiga Brg(,) sebagai berikut:

, untuk2 <n<9

untuk 10 < n <12
untuk 13 <n <15
untuk 16 < n <18

pd(T'S(n)) <

(SIS B S TN

untuk n = 19

,

dan,

4, untuk2 <n <6
5 untuk 7 <n <10
pd(Brsmy) < 46, untuk 11 <n <13
7, untuk 14 <n <16
8, untuk 17 < n <19

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk menentukan batas atas dimensi partisi graf

barisan segitiga 7°S(n) untuk n lainnya.
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