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ABSTRACT

THE UPPER BOUND OF LOCATING CHROMATIC NUMBER OF HELM
GRAPHS AND ITS BARBELL

By

Dini Hanifah

The locating chromatic number of a graph G, denoted by 1 (G), is the smallest in-
teger k such that GG has a locating k-coloring. This paper discussed the upper bound
of the locating chromatic number for the helm graph H,, and its barbell B(H,,). We
obtained, x1(H,) < 4for3 <n <9andn # 8; x(H,) < 5for8 <n <28
and n # 9; xr(H,) < 6 for 29 < n < 76. Furthermore, for the barbell helm
graph B(H,), xr(B(H,)) < 4forn = 4,6; x(B(H,)) < 5for3 <n < 18
and n # 4,6,15,17; x(B(H,)) < 6 for 15 < n < 57 and n # 16,18, 56;
xr(B(H,)) < 7for56 <n <76 andn # 57.

Keywords: : locating chromatic number, helm graph, barbell helm graph.



ABSTRAK

BATAS ATAS BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF HELM
DAN BARBELNYA

Oleh

Dini Hanifah

Bilangan kromatik lokasi dari graf GG, dinotasikan dengan y (), adalah bilangan
bulat terkecil k£ sedemikian sehingga G memiliki pewarnaan-k lokasi. Pada peneliti-
an ini dibahas mengenai batas atas bilangan kromatik lokasi graf helm /7,, dan bar-
belnya B(H,, ), untuk n > 3. Hasil yang diperoleh: x(H,) < 4untuk 3 <n <9
dan n # 8; xr(H,) < buntuk 8 < n < 28dann # 9; xr(H,) < 6 untuk
29 < n < 76. Selanjutnya, pada graf barbel helm, x(B(H,)) < 4 untuk n = 4, 6;
Xr(B(H,)) < 5untuk 3 < n < 18dann # 4,6,15,17; x.(B(H,)) < 6 untuk
15 <n < 57dann # 16,18,56; x(B(H,)) < 7untuk 56 < n < 76 dan n # 57.

Kata-kata kunci: bilangan kromatik lokasi graf, graf helm, graf barbel helm.
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Konsep teori graf pada awalnya digunakan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736
untuk menyelesaikan permasalahan jembatan Konigsberg (Deo, 2016). Konsep teori
graf terus berkembang seiring berjalannya waktu. Kini teori graf banyak diaplika-
sikan pada berbagai permasalahan. Salah satu perkembangan dari konsep teori graf

yaitu pewarnaan graf.

Konsep pewarnaan graf muncul dalam menyelesaikan permasalahan pewarnaan pa-
da peta. Pada tahun 1831-1899 Francis Guthrie mendapat konjektur empat warna
(The Four Color Conjecture) yang menyatakan semua negara di peta dapat diwar-
nai dengan menggunakan maksimal empat warna sedemikian sehingga dua negara
yang berbatasan memiliki warna yang berbeda. Keinginan yang kuat untuk menye-
lesaikan permasalahan empat warna (four color problem) tersebut menginspirasi
munculnya konsep pewarnaan daerah, titik, dan sisi. Konsep inilah yang digunakan

untuk mewarnai graf secara umum (Asmiati, 2023)).

Bilangan kromatik lokasi merupakan salah satu perkembangan dari konsep teori
graf mengenai pewarnaan graf. Konsep bilangan kromatik lokasi pertama kali di-
perkenalkan oleh Chartrand dkk., pada tahun 2002. Bilangan kromatik lokasi di-
tentukan berdasarkan penentuan minimal warna yang dibutuhkan dalam pewarnaan
lokasi sehingga setiap titik pada suatu graf memiliki kode warna yang berbeda. Bi-
langan kromatik lokasi suatu graf G dinotasikan dengan x(G) (Chartrand dkk.,
2002).

Sampai saat ini telah banyak dilakukan penelitian mengenai bilangan kromatik lo-
kasi. Asmiati dkk. (2021) mengkaji mengenai bilangan kromatik lokasi pada graf
barbel bayangan lintasan. Pada tahun 2022, Irawan dkk mengkaji mengenai pro-
sedur untuk menentukan bilangan kromatik lokasi dari graf origami, bilangan kro-
matik lokasi dari graf split siklus dibahas oleh Prawinasti dkk. (2020), bilangan kro-



matik lokasi graf origami oleh Irawan dkk. (2021), bilangan kromatik lokasi graf
split lintasan oleh Rahmatalia dkk. (2022)), bilangan kromatik lokasi untuk beberapa
amalgamasi graf lengkap oleh Yulianti dkk. (2024).

Penelitian mengenai penentuan bilangan kromatik lokasi masih terus dilakukan
hingga saat ini, begitu pula untuk graf helm. Lessya dkk. (2023) membahas me-
ngenai penentuan bilangan kromatik lokasi graf helm namun hanya sebatas graf
helm H,, untuk 3 < n < 9, belum ada pembahasan untuk »n yang lain dan mengenai
barbel dari graf helm tersebut, oleh karena itu penulis tertarik untuk melakukan pe-
nelitian mengenai penentuan batas atas bilangan kromatik lokasi untuk graf helm
H,,,n > 3 dan juga barbelnya secara lebih lanjut. Dalam penelitian ini, nilai n di-
batasi hingga n = 76 dikarenakan semakin besarnya nilai 7 maka jumlah simpul
dan sisi pada graf juga semakin bertambah, yang berdampak pada pola pewarnaan
yang cenderung berubah dan menjadi semakin kompleks untuk dianalisis. Pemba-
tasan ini dilakukan agar penelitian tetap fokus dan hasil yang diperoleh tetap dapat

dianalisis dengan jelas.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi pada
graf helm H,, dan graf barbel helm By, untuk 3 < n < 76.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini diharapkan dapat:

1. Menambah pengetahuan dan pemahaman pembaca mengenai bilangan kro-
matik lokasi pada suatu graf, khususnya pada graf helm H,,,3 < n < 76 dan
barbelnya.

2. Sebagai sumber referensi bagi penelitian selanjutnya mengenai penentuan bi-

langan kromatik pada graf yang lain.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf dan Kelas-Kelas Graf

Graf merupakan suatu model matematika yang digunakan untuk merepresentasikan
suatu permasalahan dalam bentuk objek. Dua bagian penting pada graf yaitu simpul
dan sisi merepresentasikan berbagai macam objek dan hubungan antar objek yang
dapat diaplikasikan ke dalam berbagai masalah seperti penentuan masalah jalur ter-
pendek, pewarnaan pada peta, dan masih banyak lagi. Konsep teori graf pada bab
ini diambil dari Deo (2016)), awal mula ditemukannya konsep teori graf sendiri di-
gunakan untuk menyelesaikan permasalahan jembatan Konigsberg yang berada di
Eropa oleh Leonhard Euler pada tahun 1736. Permasalahan jembatan Konigsberg
yaitu menemukan jalan dari salah satu wilayah daratan kota A, B, C, D melewati

tujuh jembatan tepat satu kali, dan kembali ke titik awal.

Gambar 2.1 Permasalahan Jembatan Konigsberg



Berikut diberikan representasi dari permasalahan Euler.

A

B

Gambar 2.2 Representasi permasalahan jembatan Konigsberg

Euler merepresentasikan permasalahan tersebut dengan sebuah graf seperti pada
Gambar 2.2. Simpul-simpul merepresentasikan wilayah daratan dan sisi-sisinya me-
representasikan jembatan. Euler membuktikan bahwa solusi untuk permasalahan
tersebut tidak ada.

Graf G(V, E) didefinisikan sebagai himpunan terurut (V' (G), E(G)), dengan V(G)
merupakan himpunan tak kosong yang menyatakan himpunan simpul (vertex) dari
G dan E(G) menyatakan himpunan sisi (edge) yang diidentifikasikan sebagai se-
buah pasangan simpul (v;, v;) yang tak terurut. Simpul-simpul v;, v; yang terhubung
dengan sisi e disebut simpul-simpul ujung dari e;. Berikut ini diberikan contoh

gambar graf dengan 5 simpul dan 7 sisi.

€
v
e, S

€

Y3 € Uy

Gambar 2.3 Contoh graf dengan 5 simpul dan 7 sisi

Sisi yang memiliki simpul awal dan akhir yang sama disebut sebagai gelung (loop)
seperti sisi e; yang ditunjukkan pada Gambar 2.3. Sepasang simpul pada graf dapat
memiliki lebih dari satu sisi yang berhubungan seperti yang tertera pada Gambar 2.3

yaitu pada sisi e4 dan sisi e5, yang disebut sebagai sisi-sisi paralel. Suatu graf yang



tidak memiliki loop dan sisi-sisi paralel disebut graf sederhana. Pada sebuah graf,
bentuk garis lurus atau melengkung dan panjang atau tidaknya suatu sisi tidaklah

penting, yang penting adalah keterkaitan (incidence) antara sisi dan simpul.

Pada Gambar 2.3, terdapat dua simpul v; dan v, yang dihubungkan dengan sisi
es, maka v; dan v, dikatakan saling bertetangga (adjacent), dan simpul v; dan
vo menempel (incident) dengan sisi es. Himpunan tetangga (neigborhood) dari
suatu simpul v;, dinotasikan dengan N (v;) adalah himpunan simpul-simpul yang
bertetangga dengan v; pada Gambar 2.3 simpul v; memiliki himpunan tetangga
N(v1) = {vg,v3}. Orde (order) dari graf adalah banyaknya simpul dalam graf, se-
dangkan ukuran (size) dari graf adalah banyaknya sisi dalam graf, graf pada Gambar
2.3. memiliki orde 5, dan ukuran 7.

Derajat (degree) dari suatu simpul pada graf adalah banyaknya sisi yang menem-
pel pada simpul tersebut dan dinotasikan dengan d(v;), contohnya pada simpul v3
memiliki derajat 3 atau dapat ditulis d(v3) = 3. Simpul dengan derajat 1 disebut
daun (pendant vertex) seperti simpul v5 yang ditunjukkan pada Gambar 2.3. Sua-
tu graf dikatakan graf teratur jika semua simpul memiliki derajat yang sama. Jarak
dari dua simpul pada graf adalah minimum banyaknya sisi yang menghubungkan
dua buah simpul tersebut, jarak dari simpul v; dan v, pada Gambar 2.3 adalah 2 dan
dinotasikan dengan d(vy,v4) = 2.

Beberapa istilah yang sering muncul pada graf GG yaitu jalan (walk), lintasan (pa-
th), jalan tapak (trail) dan sirkuit (circuit). Jalan (walk) dalam graf adalah barisan
simpul-simpul sedemikian sehingga simpul-simpul yang berurutan dalam barisan
adalah bertetangga (adjacent). Jika v; = v;, maka W adalah jalan tertutup dan jika
v; # v; maka W adalah jalan terbuka. Banyaknya sisi yang muncul dalam satu walk
disebut panjang walk. Barisan v; — e3 — v9 — €3 — v4 — €g — v3 pada Gambar 2.3
merupakan jalan terbuka dengan panjang 3. Lintasan (path) v; — v; dalam graf G
adalah walk yang semua simpulnya (kecuali walk tertutup) berlainan. Jalan tapak
(trail) adalah walk yang semua sisinya berlainan. Jadi dapat dikatakan setiap path

pasti trail tetapi setiap trail belum tentu path.

Sirkuit adalah lintasan tertutup yang simpulnya tidak muncul lebih dari satu kali,
kecuali simpul awal dan simpul akhir. Suatu sirkuit juga biasa disebut siklus. Siklus
dengan panjang ganjil disebut siklus ganjil, sedangkan siklus dengan panjang genap
disebut siklus genap. Sebagai contoh, barisan v; —e3 —vs —e9 — vy — €5 — V3 — €4 — V1

pada Gambar 2.3 merupakan suatu lintasan, jalan tapak, sekaligus siklus genap



(Marsudil, 2016). Suatu graf G dikatakan terhubung jika terdapat lintasan yang
menghubungkan setiap dua simpul yang berbeda. Salah satu bentuk graf terhubung
adalah graf siklus. Graf ini terdiri dari sebuah siklus dan dinotasikan dengan C,,

dengan n > 3 (Harary, |1969). Berikut ini merupakan contoh dari graf siklus Cj.

Us ¢

Uy

U,

Gambar 2.4 Graf siklus C3

Perkembangan dari graf siklus C),, dengan menambahkan satu simpul yang biasa
disebut simpul pusat sedemikian sehingga setiap simpul pada graf siklus C,, ter-
hubung langsung dengan simpul pusat tersebut disebut sebagai graf roda yang di-
notasikan dengan W,,,n > 3. Graf roda W,, memiliki sebanyak n + 1 simpul dan
sebanyak 2n sisi (Frucht, [1979). Berikut ini merupakan contoh dari graf roda Ws.

u31

Uy o

Gambar 2.5 Graf roda W3

Menurut Ayel dan Favaron (1984) dikutip dari Stanley dan Jesintha (2012) graf
helm H, merupakan suatu graf yang terbentuk dari suatu graf roda W, dengan
menghubungkan sebuah simpul pendan pada setiap simpul siklusnya. Graf helm
memiliki 2n + 1 simpul dan 3n sisi. Diberikan notasi himpunan simpul dan him-
punan sisi dari graf helm H,,. Misalkan himpunan simpul dari H,, adalah V' (H,,) =
{v,u;, w;|1 <i < n} dan himpunan sisi E(H,,) = {vu;|1 <i <n}U{wu|l <
i <n—1}U{uu,} U{uw;|l <i<n}.



Berikut ini diberikan contoh dari graf helm Hj.

Wi
Uy
Us U,y
W3 w,
Gambar 2.6 Graf helm H;

Wilf (1989) mendefinisikan bahwa graf barbel G merupakan graf yang terdiri dari
graf G dan salinan dari graf G yang dihubungkan oleh sebuah jembatan, sehing-
ga graf barbel helm merupakan graf yang terbentuk dari gabungan graf helm H,
dan salinan graf helm (H,,’) yang dihubungkan oleh sebuah sisi sebagai jembatan.
Misalkan V' (H,') = {v',u;/,w;/|1 < i < n}, maka sisi u;u;’ merupakan jemba-
tan yang menghubungkan H, dan H,  sehingga terbentuk graf barbel helm yang

dinotasikan dengan By, . Berikut ini diberikan contoh graf barbel helm Byy,.

Wy

Uy

Uz U,

W3 W,

Gambar 2.7 Graf barbel helm By,

2.2 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Konsep bilangan kromatik lokasi pertama kali muncul diperkenalkan oleh Char-
trand dkk pada tahun 2002 yang merupakan perkembangan dari konsep dimensi
partisi dan pewarnaan graf. Diambil dari Chartrand dkk. (2002) misalkan ¢ adalah
pewarnaan lokasi sejati dari graf terhubung ¢, menggunakan 1,2, ...,k warna de-



ngan k bilangan bulat positif dan c¢(u) # c(v) untuk u, v yang saling bertetangga
di G. Notasi c¢(u) adalah warna dari simpul w. Partisi [ = {C,C,...,Cy} me-
rupakan himpunan kelas-kelas warna C;, 1 < i < k dari V (G) yang menginduksi
pewarnaan titik pada c. Kode warna cr(v) dari simpul v di G didefinisikan dengan:

cn(v) = (d(v, Cy),d(v,Cy), ..., d(v,Cy))

dengan d(v, C;) = min{d(v,u) | v € C;} untuk 1 < i < k. Jika setiap simpul di
G memiliki kode warna berbeda, maka ¢ pewarnaan lokasi dari graf G. Bilangan
kromatik lokasi dari G yang dinotasikan dengan y(G) adalah bilangan k terkecil
sehingga G mempunyai k pewarnaan lokasi.

Berikut ini teorema dasar yang telah dibuktikan Chartrand dkk., pada tahun 2002

mengenai bilangan kromatik lokasi graf.

Teorema 2.3.1 (Chartrand dkk., 2002) Misalkan ¢ merupakan pewarnaan lokasi
pada graf terhubung G. Jika v dan v adalah dua simpul berbeda di G sedemikian
sehingga d(u, w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) \ {u,v}, maka c(u) # c(v).
Secara khusus, jika v dan v bukan simpul yang saling bertetangga di G sedemikian
sehingga N (u) = N(v), maka c(u) # c(v).

Bukti. Misalkan c adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan mi-
salkan IT = (C4,Cs, ..., ) merupakan partisi dari setiap simpul di G ke da-
lam kelas warna C;. Untuk suatu simpul u dan v yang berbeda di G, andaikan
c(u) = ¢(v), sedemikian sehingga simpul u dan v berada dalam kelas warna yang
sama, dan misalkan simpul « dan v berada dalam kelas warna C; dari I1. Akibatnya
d(u,C;) = d(v,C;) = 0. Karena d(u, v) = d(v,w) untuk setiap w € V(G)\ {u, v},
maka d(u, C;) = d(v, C;) untuk setiap j # ¢, 1 < j < k. Akibatnya crj(u) = cn(v)
sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi di G. Jadi, haruslah c(u) # c(v). [

Akibat 2.3.1 Jika G adalah graf terhubung dengan suatu simpul yang bertetangga
dengan k daun, maka x(G) > k + 1.

Bukti. Misalkan v adalah sebuah simpul yang bertetangga dengan k£ daun di G.
Berdasarkan Teorema 2.3.1, setiap pewarnaan lokasi ¢ dari G memberikan warna
yang berbeda pada setiap simpul k. Karena v bertetangga dengan setiap simpul,
maka setiap simpul k£ dan v harus mempunyai warna yang berbeda. Jadi diperoleh
xo(G) > k+ 1. |



Penelitian mengenai bilangan kromatik lokasi pada suatu graf masih terus dilaku-
kan. Pada tahun 2012 Behtoei melakukan penelitian mengenai bilangan kromatik
lokasi pada graf roda dan didapatkan teorema mengenai bilangan kromatik lokasi

graf roda sebagai berikut:

Teorema 2.3.2 (Behtoei, 2012) Untuk n > 3, misalkan W,, = K; + C,, dan m =
min {k € N|n < L(k* — k?)}, maka

1+ x.(Cn), untuk 3 <n <9,

Xe(Wn) =dm+1, untuk n # $(m? —m?) — 1,

m+ 2, untuk n = $(m? —m?) — 1.

Berikut ini diberikan graf terhubung GG dan ditentukan bilangan kromatik dari graf

G tersebut.
V2 \ Ve Ve / V10
v, Vo
/ oy \
V3 Vo Vg V11

Gambar 2.8 Graf terhubung G

Barikut ini ditentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi dari graf G terlebih da-
hulu. Karena terdapat simpul v, yang bertetangga dengan 4 daun, maka berdasarkan
Akibat 2.3.1, x.(G) > 5.

Selanjutnya diberikan pewarnaan dengan 5 warna pada setiap simpul untuk menen-
tukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf G.

Uy @ 2

Gambar 2.9 Contoh pewarnaan lokasi minimum pada graf GG
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Misalkan ¢ merupakan pewarnaan dengan 5 warna pada graf G menggunakan
kelas-kelas warna I = {C4, Cy, C3,Cy, Cs}, dengan C = {vy,vs,v10}, Co =
{va,v4,v11},  C3 = {vs,v6,09}, Cy4 = {vr}, Cs5 = {vs}. Maka diperoleh
kode warna setiap simpul di G terhadap II sebagai berikut:

cn (v |IT) = (0,1, 1,2,2) cn(v7|I1) = (2,1, 2,0,2)
cn(vo|IT) = (1,0, 2, 3, 3) cn(vs|Il) = (2,1,2,2,0)
en(vs]TD) = (1,2,0,3,3) cn(volT) = (1,1,0,2,2)
cr(vaID) = (1,0,1,1,1) crn(vo|I) = (0,2, 1,3,3)
en(ws|IT) = (0,1,2,2,2) ern(on|IT) = (2,0,1,3,3)
cn(vg|ll) = (2,1,0,2,2)

Karena setiap simpul di G' memiliki kode warna berbeda, maka ¢ merupakan pe-

warnaan lokasi. Akibatnya, x(G) < 5. Jadi diperoleh, x.(G) = 5.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan

Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Lam-
pung.

3.2 Metode Penelitian

Langkah-langkah yang dilakukan untuk menentukan batas atas bilangan kromatik
lokasi pada graf helm H,, pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf helm H,

a. Mengontruksi graf helm H,,,3 < n < 76.

b. Menentukan batas atas dari bilangan kromatik lokasi graf helm H,, un-
tuk 3 < n < 76 dengan mengontruksi pewarnaan pada graf helm sede-
mikian sehingga memenuhi persyaratan pewarnaan lokasi dengan mem-
perhatikan setiap struktur dari graf tersebut. Saat dilakukan pewarnaan
simpul, mulai pewarnaan dari simpul pada graf siklus, kemudian pa-
da simpul pusat yang terakhir simpul daun dengan memberi label dari
warna terkecil sehingga didapatkan pewarnaan minimum pada graf dan

memenuhi persyaratan pewarnaan lokasi.
¢. Merumuskan hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan matematika.
d. Membuktikan hasil yang diperoleh dari Langkah c.

e. Menarik Kesimpulan.

2. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel helm By,
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a. Mengontruksi graf barbel helm By, ,3 < n < 76.

b. Menentukan batas atas dari bilangan kromatik lokasi graf barbel helm
By, untuk 3 < n < 76 dengan mengonstruksi pewarnaan pada graf bar-
bel helm sedemikian sehingga memenuhi persyaratan pewarnaan lokasi
dengan memperhatikan setiap struktur dari graf tersebut. Saat dilakukan
pewarnaan simpul, mulai pewarnaan dari simpul pada graf siklus kemu-
dian dilanjutkan simpul pusat lalu pada simpul daun dengan memberi
label dari warna terkecil sehingga didapatkan pewarnaan minimum pa-
da graf dan memenuhi persyaratan pewarnaan lokasi.

¢. Merumuskan hasil yang diperoleh dalam suatu pernyataan matematika.
d. Membuktikan hasil yang diperoleh dari Langkah c.

e. Menarik Kesimpulan.



BAB V
SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Pada penelitian ini diperoleh batas atas bilangan kromatik lokasi dari graf helm
xr(Hy,), adalah 4 untuk 3 < n < 9dann # 8, Suntuk 8 < n < 28 n # 9,
dan 6 untuk 29 < n < 76. Batas atas bilangan kromatik lokasi dari graf barbel
helm x (B, ) adalah 4 untuk n = 4 dan 6, 5 untuk 3 < n < 18, n # 4,6,15,17,
6 untuk 15 < n < 57,n # 16, 18,56, dan 7 untuk 56 < n < 76,n # 57.

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk n lainnya dan menentukan batas bawah bi-

langan kromatik lokasi graf helm.
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