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ABSTRACT

LOCATING CHROMATIC NUMBER OF FLOWERPOT GRAPHS
AND ITS BARBEL

By

Angelina Ayu Beto

The locating chromatic number of a graph G is the smallest integer k such that G
has a locating k-coloring. This research discussed the locating chromatic number
of flowerpot graphs (SnCm) and barbell flowerpot graphs (BSnCm). The locating
chromatic number of SnCm, m ≥ 3 is 4 for n = 3 and n for n ≥ 4. This result is
also similar for BSnCm .

Keywords: locating chromatic number, flowerpot graph, barbell flowerpot graph.



ABSTRAK

BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF POT BUNGA
DAN BARBELNYA

Oleh

Angelina Ayu Beto

Bilangan kromatik lokasi dari graf G adalah bilangan bulat terkecil k sedemikian
sehingga G memiliki pewarnaan-k lokasi. Penelitian ini membahas tentang bila-
ngan kromatik lokasi graf pot bunga (SnCm) dan graf barbel pot bunga (BSnCm).
Bilangan kromatik lokasi SnCm, m ≥ 3 adalah 4 untuk n = 3 dan n untuk n ≥ 4.
Hasil yang sama juga diperoleh untuk BSnCm .

Kata-kata kunci: bilangan kromatik lokasi, graf pot bunga, graf barbel pot bunga.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf adalah salah satu bidang kajian ilmu matematika diskrit yang mempela-
jari hubungan antara elemen-elemen yang ada pada graf yaitu titik (vertex) dan sisi
(edge). Konsep teori graf pertama kali dikemukakan pada tahun 1736 saat Leonha-
rd Euler berusaha memecahkan masalah jembatan konigsberg. Euler merepresenta-
sikan jembatan tersebut sebagai sisi dan daratan sebagai titik. Tujuan Euler adalah
untuk menyelidiki apakah setiap daratan dan jembatan dapat dilalui tepat satu kali
dengan syarat bahwa perjalanan dimulai dan berakhir di daratan yang sama, atau
dengan kata lain, setiap titik yang merepresentasikan daratan harus dilalui hanya
sekali (Munir, 2010).

Salah satu topik pada graf adalah pewarnaan graf. Secara sederhana pewarnaan graf
dapat dipahami sebagai pemberian warna pada unsur-unsur graf yaitu titik, sisi, dan
wilayah (Afriantini dkk., 2019). Bilangan kromatik lokasi merupakan banyaknya
warna (minimum) pada graf G sehingga graf G mempunyai pewarnaan lokasi dan
dinotasikan dengan χL(G)(Nur dkk., 2020). Banyak penelitian terdahulu yang telah
menemukan bilangan kromatik lokasi pada beberapa jenis graf. Salah satu peneli-
tian terdahulu yang mengkaji tentang bilangan kromatik lokasi adalah penelitian
yang dilakukan oleh Chartran dkk. (2002). Selain itu, beberapa penelitian terkait
bilangan kromatik lokasi pada graf antara lain: Bilangan kromatik lokasi pada graf
total dan graf splitting dari graf bintang oleh Fran dkk. (2021), bilangan kroma-
tik lokasi graf split lintasan oleh Rahmatalia dkk. (2022), bilangan kromatik lokasi
operasi tertentu graf origami oleh Asmiati dkk. (2023), bilangan kromatik lokasi
pada graf hasil amalgamasi sisi dari graf bintang dan graf lengkap oleh Hartian-
syah & Darmaji. (2023), dan bilangan kromatik lokasi gabungan graf palem oleh
Aishyah dkk. (2024).
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Meskipun sudah banyak penelitian mengenai bilangan kromatik lokasi, sampai saat
ini belum ada penelitian bilangan kromatik lokasi pada graf pot bunga. Graf pot bu-
nga adalah graf yang terbentuk dari gabungan dua graf yaitu graf bintang (Sn) dan
graf siklus (Cm). Struktur graf bintang terlihat unik karena memiliki satu titik seba-
gai pusat yang terhubung dengan semua titik, sedangkan titik lain selain titik pusat
pada graf bintang tidak terhubung satu sama lain. Dari pewarnaan titik yang dila-
kukan pada graf pot bunga, diperoleh bilangan kromatik lokasi pada graf pot bunga
(SnCm) dan graf barbel pot bunga (BSnCm) yang menjadi tujuan dari penelitian ini.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf pot
bunga (SnCm) dan graf barbel pot bunga (BSnCm) untuk m,n ≥ 3.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari hasil penelitian ini adalah:

1. Penelitian ini dapat memperluas pemahaman terkait bilangan kromatik lokasi
khususnya pada graf pot bunga (SnCm) dan graf barbel pot bunga (BSnCm)

untuk m,n ≥ 3.

2. Penelitian ini dapat digunakan sebagai referensi untuk pengembangan pene-
litian selanjutnya terkait graf pot bunga (SnCm) dan graf barbel pot bunga
(BSnCm) untuk m,n ≥ 3.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Menurut Deo (1989), definisi graf adalah himpunan terurut (V (G), E(G)) dengan
V (G) menyatakan himpunan titik dan E(G) menyatakan himpunan sisi. Banyak
titik pada suatu graf disebut (orde) dan banyak sisi yang ada pada graf disebut
ukuran (size). Dalam graf juga dikenal beberapa istilah seperti derajat (degree),
loop, daun (pendant vertex), jalan (walk), dan lintasan (path). Derajat pada suatu
graf adalah banyaknya sisi yang menempel pada suatu titik dinotasikan dengan
d(v). Loop adalah suatu sisi yang kedua ujungnya berakhir pada suatu titik yang
sama. Daun merupakan titik yang berderajat satu. Jalan adalah rangkaian titik dan
sisi yang berurutan, dengan ketentuan titik dapat dilalui beberapa kali namun sisi
hanya boleh dilalui sekali. Lintasan adalah rangkaian titik dan sisi yang berurutan,
dengan ketentuan titik dan sisi hanya boleh dilalui sekali. Berikut diberikan contoh
graf yang memuat lima titik dan tujuh sisi.

Gambar 2.1 Contoh graf dengan 5 titik dan 7 sisi

Gambar 2.1 merupakan graf G(V,E) dengan himpunan titik V (G) = {v1, v2, v3, v4,
v5} dan himpunan sisi E(G) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}. Jumlah derajat pada suatu
graf adalah dua kali banyak sisi pada graf tersebut. Pada graf ini, jumlah derajatnya
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adalah 14 dengan uraian d(v1) = d(v3) = d(v4) = 3, d(v2) = 4, d(v5) = 1. Karena
d(v5) = 1 maka v5 adalah daun. Dari graf tersebut, dapat diambil contoh jalan dan
lintasan yang dapat dilihat pada Gambar 2.2 dan Gambar 2.3. Pada Gambar 2.2 sua-
tu jalan terbentuk dari himpunan titik dan himpunan sisi {v4, e2, v2, e3, v1, e4, v3, e6,
v4, e7, v5}. Pada Gambar 2.3 suatu lintasan terbentuk dari himpunan titik dan him-
punan sisi {v1, e4, v3, e6, v4, e7, v5}.

Gambar 2.2 Contoh jalan pada graf

Gambar 2.3 Contoh lintasan pada graf

Berikut diberikan beberapa definisi graf yaitu graf bipartit lengkap, graf siklus, dan
graf bintang beserta contoh. Graf G disebut graf bipartit lengkap jika V (G) dapat
dipartisi menjadi dua himpunan yaitu A dan B sehingga ab adalah sisi dari G jika
dan hanya jika a ∈ A dan b ∈ B. Jika |A| = m dan |B| = n, maka graf bipartit
lengkap mempunyai orde m+ n yang berukuran mn dan dinotasikan dengan Km,n

(Chartrand dkk., 2016).

Gambar 2.4 Graf bipartit lengkap
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Graf bintang adalah graf bipartit lengkap Km,n dengan m = 1. K1,n berorde n

dan dinotasikan dengan Sn untuk n ≥ 3 (Roza dkk., 2014). Gambar 2.5 adalah
contoh graf bintang yang memiliki 5 titik V (G) = {v0, v1, v2, v3, v4} dan 4 sisi
E(G) = {e1, e2, e3, e4}. Graf bintang (S5) adalah graf terhubung yang memiliki
suatu titik pusat yaitu v1. d(v1) = 4 artinya titik v1 terhubung dengan 4 titik lainnya
yaitu himpunan daun V (G) = {v0, v1, v2, v3, v4}.

Gambar 2.5 Graf bintang (S5)

Graf siklus adalah graf yang memuat n titik, dengan masing-masing titik berderajat
dua. Titik dan sisi pada graf siklus membentuk lintasan tertutup dan dinotasikan
dengan Cm (Munir, 2010).

Gambar 2.6 Graf siklus (C4)

Gambar 2.6 adalah contoh graf siklus yang memiliki 4 titik dan 4 sisi yaitu him-
punan titik V (G) = {v0, v1, v2, v3} dan himpunan sisi E(G) = {e1, e2, e3, e4}.
Himpunan titik dan himpunan sisi tersebut membentuk lintasan tertutup.
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2.2 Graf Pot Bunga dan Barbelnya

Misalkan Sn adalah graf bintang berorde n untuk n ≥ 3 dan Cm adalah graf siklus
berorde m untuk m ≥ 3. Graf pot bunga, dinotasikan dengan SnCm adalah graf
yang diperoleh dengan menghubungkan salah satu titik di Cm (titik w) ke titik pusat
Sn. Dengan demikian, V (SnCm) = {ui | 1 ≤ i ≤ n}∪{w}∪{vi | 1 ≤ i ≤ m− 1}
adalah himpunan titik dari graf SnCm. Berikut diberikan gambar graf SnCm.

Gambar 2.7 Graf pot bunga (SnCm)

Graf barbel adalah suatu graf yang terbentuk dengan menghubungkan dua buah
graf dengan jembatan (sisi) (Asmiati dkk., 2018). Misal SnCm adalah graf pot bu-
nga, maka BSnCm adalah graf barbel pot bunga yang dibentuk dari graf SnCm dan
salinan SnCm yaitu SnCm

′ yang dihubungkan oleh satu sisi (jembatan). Himpunan
titik dari graf (BSnCm) adalah V (SnCm) = {ui | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {u′

i | 1 ≤ i ≤ n} ∪
{w,w′} ∪ {vi | 1 ≤ i ≤ m− 1} ∪ {v′i | 1 ≤ i ≤ m− 1} dengan ww′ adalah sisi
yang menghubungkan SnCm dan SnCm

′.
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Berikut diberikan contoh graf barbel pot bunga BSnCn .

Gambar 2.8 Graf barbel pot bunga (BSnCm)

2.3 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Pada bagian ini dijelaskan definisi bilangan kromatik dan bilangan kromatik lokasi
graf menurut Chartrand et al., (2002). Misalkan titik-titik di graf G diwarnai se-
banyak k warna dan tidak boleh diwarnai sebanyak k − 1 warna, serta titik-titik
di G yang bertetangga tidak memiliki warna yang sama, maka bilangan kromatik
dari graf G adalah bilangan asli terkecil k. Bilangan kromatik graf G dinotasikan
dengan χ(G).

Misalkan c adalah pewarnaan titik pada graf G = (V,E), maka titik u dan v yang
bertetangga di graf G tidak akan memiliki warna yang sama sehingga c(u) ̸= c(v).
Misalkan Ci adalah himpunan titik yang disebut kelas warna dari V (G) dengan 1 ≤
i ≤ k, maka himpunan kelas-kelas warna dari V (G) yaitu Π = {C1, C2, . . . , Ck}.
Kode warna yang dinotasikan dengan cΠ(v) dari v didefinisikan sebagai k-pasang
terurut (d(v, C1), d(v, C2), . . . , d(v, Ck)) dengan d(v, Ci) = min{d(v, x) | x ∈ Ci}
untuk 1 ≤ i ≤ k. c disebut pewarnaan lokasi jika setiap titik di graf G memiliki
warna yang berbeda. Bilangan kromatik lokasi adalah banyaknya warna (minimum)
pada graf G sehingga graf G mempunyai pewarnaan lokasi dan dinotasikan dengan
χL(G)(Nur dkk., 2020).
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Berikut diberikan terorema-teorema yang berkaitan dengan bilangan kromatik lo-
kasi:

Teorema 2.3.1 (Chartrand dkk., 2002) Misalkan c merupakan pewarnaan lokasi
pada graf terhubung G. Jika u dan v adalah dua titik berbeda di G sedemikian
sehingga d(u,w) = d(v, w) untuk setiap w ∈ V (G) \ {u, v}, maka c(u) ̸= c(v).
Secara khusus, jika u dan v bukan titik yang saling bertetangga di G sedemikian
sehingga N(u) = N(v), maka c(u) ̸= c(v).

Bukti:
Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung G dan misalkan Π =

{C1, C2, ..., Ck} merupakan partisi dari semua titik di G dalam kelas warna Ci.
Untuk suatu titik u, v ∈ V (G), andaikan c(u) = c(v) sedemikian sehingga titik u

dan v berada dalam kelas warna yang sama yaitu Ci dari Π. Akibatnya, d(u,Ci) =

d(v, Ci) = 0. Karena d(u,w) = d(v, w) untuk setiap w ∈ V (G) \ {u, v}, maka
c(u) ̸= c(v), maka d(u,Cj) ̸= d(v, Cj) untuk setiap j ̸= i, 1 ≤ j ≤ k. Akibatnya
cπ(u) = cπ(v). Sehingga c bukan pewarnaan lokasi. Jadi c(u) ̸= c(v).

Akibat 2.3.1 (Chartrand dkk., 2002) Jika G adalah graf terhubung dengan suatu
titik yang bertetangga dengan k daun, maka χL(G) ≥ k + 1.

Bukti:
Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan k daun, yaitu y1, y2, . . . , yk di
G. Berdasarkan teorema 2.3.1, setiap pewarnaan lokasi dari G mempunyai warna
yang berbeda untuk yi, i = 1, 2, . . . , k. Karena titik v bertetangga dengan semua
daun yi, maka v harus mempunyai warna yang berbeda dengan semua daun yi.
Akibatnya, χL(G) ≥ k + 1.

Berikut diberikan contoh graf terhubung dan akan ditentukan bilangan kromatik
lokasi dari graf G.

Gambar 2.9 Contoh pewarnaan lokasi minimum pada graf G
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Pada Gambar 2.9, diketahui bahwa titik v3 terhubung dengan 3 daun. Berdasarkan
Akibat 2.3.1, diperoleh χL(G) ≥ 4. Misalkan c pewarnaan titik menggunakan 4

warna pada graf G sehingga diperoleh Π = {C1, C2, C3, C4} dengan setiap kelas
warna yaitu C1 = {v1, v6, v8}, C2 = {v3, v9}, C1 = {v2, v5, v7}, dan C4 = {v4}.
Oleh karena itu, diperoleh kode warna sebagai berikut:

cΠ(v1) = (0, 1, 2, 2) cΠ(v6) = (0, 1, 1, 2)

cΠ(v2) = (2, 1, 0, 2) cΠ(v7) = (1, 1, 0, 3)

cΠ(v3) = (1, 0, 1, 1) cΠ(v8) = (0, 2, 1, 4)

cΠ(v4) = (2, 1, 2, 0) cΠ(v9) = (2, 0, 1, 4)

cΠ(v5) = (1, 2, 0, 3)

Karena setiap titik pada graf G memiliki kode warna yang berbeda, maka graf ter-
sebut merupakan pewarnaan lokasi. Akibatnya, χL(G) ≤ 4. Jadi, χL(G) = 4.

Teorema 2.3.2 (Chartrand dkk., 2002) Untuk suatu graf siklus Cn dengan
n ≥ 3, bilangan kromatik lokasi χL(Cn) yaitu:

χL(Cn) =

3, untuk n ganjil

4, untuk n genap



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun akademik 2024/2025 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lam-
pung yang berlokasi di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,
Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Langkah-langkah Penelitian

Langkah-langkah penelitian ini yaitu:

1. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf pot bunga SnCm untuk m,n ≥ 3.

(a) Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf pot bunga (SnCm)

dengan mengacu pada Akibat 2.3.1. Jika batas tersebut belum memenu-
hi kriteria pewarnaan lokasi, maka dilakukan penambahan warna secara
bertahap hingga memenuhi persyaratan pewarnaan lokasi.

(b) Menetapkan batas atas bilangan kromatik lokasi graf pot bunga (SnCm).
Pada tahap ini dilakukan konstruksi pewarnaan pada graf pot bunga
(SnCm) sehingga memenuhi persyaratan pewarnaan lokasi. Pewarna-
an pada graf pot bunga (SnCm) dimulai dengan mewarnai daun dengan
label terkecil dan kemudian dilanjutkan pewarnaan pada titik lain secara
berurutan.

(c) Apabila batas atas χL(SnCm) ≤ x dan batas bawah χL(SnCm) ≥ x

sama, maka diperoleh bilangan kromatik lokasi χL(SnCm) = x.
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(d) Hasil yang telah diperoleh dirumuskan dalam suatu pernyataan mate-
matika.

(e) Membuktikan hasil-hasil yang didapatkan dari Langkah d.

2. Menentukan bilangan kromatik lokasi graf barbel pot bunga (BSnCm) untuk
m,n ≥ 3.

(a) Menentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf barbel pot bu-
nga (BSnCm). Karena graf BSnCm memuat graf SnCm, maka batas ba-
wah pada graf barbel pot bunga (BSnCm) sekurang kurangnya sama de-
ngan batas bawah pada graf pot bunga (SnCm). Jika batas tersebut be-
lum memenuhi kriteria pewarnaan lokasi, maka dilakukan penambahan
warna secara bertahap hingga memenuhi persyaratan pewarnaan lokasi.

(b) Menetapkan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel pot bunga
(BSnCm). Pada tahap ini dilakukan konstruksi pewarnaan pada graf bar-
bel pot bunga (BSnCm) sehingga memenuhi persyaratan pewarnaan lo-
kasi. Pewarnaan pada graf barbel pot bunga (BSnCm) dimulai dengan
mewarnai daun dengan label terkecil dan kemudian dilanjutkan pewar-
naan pada titik lain secara berurutan.

(c) Apabila batas atas χL(BSnCm) ≤ x dan batas bawah χL(BSnCm) ≥ x

maka diperoleh bilangan kromatik lokasi yaitu χL(BSnCm) = x.

(d) Hasil yang telah diperoleh dirumuskan dalam suatu pernyataan mate-
matika.

(e) Membuktikan hasil-hasil yang didapatkan dari Langkah d.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang telah diuraikan sebelumnya, diperoleh kesimpu-
lan bilangan kromatik lokasi untuk graf pot bunga dan graf barbel pot bunga adalah
4 untuk n = 3 dan m ≥ 3, n untuk n ≥ 4 dan m ≥ 3.

5.2 Saran

Penelitian terkait bilangan kromatik lokasi graf pot bunga dan barbelnya dapat di-
perluas dengan menerapkan operasi graf lainnya. Selain itu, konsep bilangan kro-
matik lokasi dapat diterapkan pada graf lainnya.
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