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ABSTRACT

THE UPPER BOUND OF LOCATING CHROMATIC NUMBER OF
TRIANGLE SEQUENCE GRAPHS AND ITS BARBELL

By

Jonathan Marcelino

The locating chromatic number of a graph G is the smallest integer k£ such that
G has a locating k-coloring. This research discussed the upper bound of locating
chromatic number of triangle sequence graphs 7'S(n) and barbell triangle sequence
graphs Byg(,). The upper bound of locating chromatic number of 7'S(n) is 4 for
n=25for3 <n < 8§ and 6 for 9 < n < 20. The upper bound of locating
chromatic number of Brg ) is 5 forn = 2; 6 for 3 < n < 8;and 7 for 9 < n < 20.

Keywords: Location chromatic number, triangle sequence, barbell triangle sequence
graph.



ABSTRAK

BATAS ATAS BILANGAN KROMATIK LOKASI GRAF BARISAN
SEGITIGA DAN BARBELNYA

Oleh

Jonathan Marcelino

Bilangan kromatik lokasi graf G adalah bilangan bulat terkecil £ sedemikian sehingga
GG memiliki pewarnaan-k lokasi. Penelitian ini membahas tentang batas atas bilangan
kromatik lokasi graf barisan segitiga 7'S(n) dan graf barbel barisan segitiga Brg(y).
Batas atas bilangan kromatik lokasi 7°S(n) adalah 4 untuk n = 2; 5untuk 3 < n < §;
dan 6 untuk 9 < n < 20. Batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel barisan
segitiga Brg(n) adalah 5 untuk n = 2; 6 untuk 3 < n < 8; dan 7 untuk 9 < n < 20.

Kata-kata kunci: Bilangan kromatik lokasi, graf barisan segitiga, graf barbel barisan
segitiga.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Graf adalah salah satu cabang ilmu dalam matematika terapan yang telah dikenal
sejak tahun 1736, saat pertama kali digunakan oleh ahli matematika Swiss, Leonhard
Euler, untuk memecahkan masalah jembatan Konigsberg. Graf memainkan peran
penting dalam perkembangan matematika terapan karena dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah sehari-hari (Purwanto, 2010). Sering kali, solusi tersebut
membutuhkan pendekatan lintas disiplin, dan dengan bantuan simbol-simbol
matematika, masalah menjadi lebih mudah dipahami, lebih mudah diselesaikan,

atau bahkan dapat dibuktikan bahwa masalah tersebut tidak memiliki solusi.

Teori graf terus berkembang pesat, terutama pada topik bilangan kromatik. Dalam
teori pewarnaan graf, khususnya pada pewarnaan simpul, ditemukan beberapa
pengembangan dengan penambahan syarat tertentu, salah satunya adalah pewarnaan
lokasi. Konsep pewarnaan lokasi graf menggabungkan pewarnaan simpul dengan
dimensi partisi (Chartrand dkk., 2002). Pewarnaan simpul pada graf G disebut
sebagai pewarnaan lokasi apabila setiap simpul dalam G memiliki kode warna yang
unik atau berbeda satu sama lain. Tujuan dari pewarnaan lokasi tidak hanya untuk
memastikan apakah graf tersebut memenuhi kriteria pewarnaan lokasi, tetapi juga
untuk menentukan banyaknya warna minimum yang diperlukan dalam pewarnaan

tersebut, yang dikenal sebagai bilangan kromatik lokasi.

Beberapa penelitian telah dilakukan terkait dengan bilangan kromatik pada graf.
Asmiati dkk.[(2011) menemukan bilangan kromatik lokasi graf amalgamasi bintang
XL (Skym ), Asmiati dkk./(2012) mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf kembang
api x1(Fn,x ),/ Asmiati (2017) menemukan bilangan kromatik lokasi n amalgamasi
bintang yang dihubungkan suatu lintasan Sy,,, untuk k£, m > 2,k < m. Selanjutnya
Irawan dkk. (2021) mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf origami x(O,)
adalah 4 untuk n = 3 dan 5 untuk n > 4. Bilangan kromatik lokasi graf split



lintasan . (Spl(P,)) < 4 ditemukan oleh [Siti dkk. (2022). Bilangan kromatik
lokasi graf origami tertentu dan operasinya xr(HO,,) = x1(O,,) + 1 ditemukan
oleh |Asmiati dkk.| (2023). Selanjutnya bilangan kromatik lokasi beberapa hasil
operasi graf matahari .S,,, m > 4 adalah 4 ditemukan oleh |(Okzarima dkk. (2024)
dan Asmiati dkk. (2024) mendapatkan bilangan kromatik lokasi graf shadow siklus.

Meskipun sudah ada beberapa penelitian yang membahas tentang bilangan kromatik
lokasi, penelitian lebih lanjut masih diperlukan karena banyaknya jenis graf dengan

karakteristik yang beragam.

Graf barisan segitiga adalah graf yang memuat beberapa siklus dengan panjang dari
setiap siklus tersebut adalah tiga dan berpangkal pada lintasan. Barisan segitiga
dinotasikan dengan 7'S(n), nilai n menunjukkan banyak titik puncak segitiga.
Berdasarkan hasil penelusuran pustaka, belum ditemukan penelitian yang membahas
batas atas bilangan kromatik lokasi pada graf barisan segitiga 7'S(n) untuk n > 2
dan barbelnya. Penelitian ini dilakukan untuk menentukan batas atas bilangan

kromatik lokasi pada graf barisan segitiga dan barbelnya.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menetapkan batas atas bilangan kromatik lokasi
pada graf barisan segitiga 7'S(n) dan graf barbel barisan segitiga B(rg()) untuk
2 <n < 20.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain:

1) Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf, terutama untuk graf barisan

segitiga dan barbelnya untuk 2 < n < 20.

2) Sebagai sumber referensi untuk pembaca dan penelitian lanjutan mengenai batas

atas bilangan kromatik lokasi pada graf barisan lainnya.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Dalam penelitian ini, konsep dasar mengenai graf diuraikan berdasarkan referensi
dari|Deo| (1989). Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan terurut (V' (G), E(G))
dengan V(G) merupakan himpunan titik (verfex) dari G dengan V(G) # () dan
E(G) merupakan himpunan sisi (edge) yang terdiri atas pasangan tak terurut dari
elemen-elemen di V(). Jumlah titik pada V' (G) disebut orde dari graf G. Apabila
titik v; dan v, dikaitkan dengan sisi e, maka kedua titik tersebut dikatakan terhubung
oleh sisi e ataupun sisi e terhubung dengan v; dan vy, sehingga v, dikatakan
bertetangga dengan v,. Himpunan titik yang saling bertetangga dengan suatu titik v
dinotasikan N (v). Berikut diberikan contoh graf G dengan 6 titik dan 9 sisi.

€7

V4 Vg
e3 s Ve

V2 eq 9

Gambar 2.1 Contoh graf G’ dengan 6 titik dan 9 sisi

Gambarmerupakan contoh graf G(V, E') dengan titik V (G)={v1, ve, v3, vy, Us,
ve} dan sisi E(G) = {ey, eq, €3, €4, €5, €6, €7, €3, €9 }. Titik vy bertetangga dengan
titik v5 dan v5 atau titik v; dan v5 menempel dengan e,. Himpunan tetangga dari vy,
yaitu N(v;) = {vg, v5}.

Menurut Asmiati|(2023), derajat (degree) dari suatu titik v pada graf G adalah jumlah
sisi yang terhubung langsung dengan titik v, yang dinyatakan dengan notasi d(v).
Dari Gambar d(vi) = 4,d(v9) = 3,d(v3) = 2,d(vs) = 4,d(vs) = 4. Daun



(pendant vertex) merupakan titik berderajat 1, dari Gambar [2.1| titik v4 merupakan

daun (pendant vertex).

Gelung (loop) merupakan sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama
dan sisi paralel (parallel edges) merupakan sisi-sisi yang memiliki dua titik ujung
yang sama. Graf sederhana (simple graph) merupakan graf yang tidak mempunyai
sisi parallel dan loop. Gambar 2.1| bukan termasuk graf sederhana karena terdapat
sisi parallel yaitu e3 dan e7, juga terdapat loop yaitu ey.

Banyak istilah-istilah yang biasa digunakan dalam studi graf seperti jalan (walk),
lintasan (path), dan siklus (cycle). Jalan (walk) merupakan rangkaian terbatas dari
titik dan sisi yang dimulai dan berakhir pada titik, dengan setiap sisi menghubungkan
dua titik berturut-turut. Contoh walk dari titik v; ke v, berdasarkan Gambar [2.1

merupakan vy —e; — vy — €5 — VU3 — €5 — Uy — €3 — U5 — €7 — V4.

Lintasan (path) merupakan jalan yang melewati titik yang berbeda-beda.
Berdasarkan Gambar[2.T|contoh lintasan adalah vz —eg—v4—e3—v5—€e5—01 —€1 —Vs.
Siklus (cycle) merupakan lintasan tertutup (closed path), yaitu lintasan yang memiliki
titik awal dan titik akhir yang sama. Siklus dikelompokkan menjadi dua jenis, yaitu
siklus genap dan siklus ganjil. Siklus genap adalah siklus dengan banyaknya titik
genap, dan siklus ganjil adalah siklus dengan banyaknya titik ganjil. Berdasarkan
Gambar 2. 1|contoh siklus ganjil adalah vy —e5—v3 —eg—vy4 —e4—vo. Jarak (distance)
di antara dua titik berbeda v; dan v;, dinotasikan dengan d(v;, v;) merupakan panjang
dari lintasan terpendek di antara kedua titik tersebut. Contoh jarak dari titik v; ke vy
dan titik v, ke vg berdasarkan Gambar 2.1]diperoleh d(1,4) = 2 dan d(2,6) = 3.

2.2 Graf Barisan Segitiga dan Barbelnya

Menurut Hasmawati (2023) graf G(V, E') disebut sebagai graf barisan jika:

(i) tidak terdapat sisi yang saling menyilang dan

(i1) satu sisi berfungsi sebagai alas yang sama untuk n segitiga dan titik dari setiap
segitiga tidak terkait dengan sisi alas, terletak pada suatu lintasan yang sama.

Masing-masing titik pada lintasan disebut titik puncak segitiga.



Berikut diberikan contoh graf barisan segitiga 7'S(3).

V3

Uy uz

Gambar 2.2 Contoh graf barisan segitiga 7'5(3)

Pada Gambar sisi u; up merupakan sisi bersama dari semua segitiga. Titik
vy, Vg, v3 terletak pada lintasan yang sama. Misalkan C' = vjuqusv; yaitu sebuah
segitiga. Misalkan v, yaitu sebuah titik baru di luar C' kemudian v, dihubungkan
dengan vy, u; dan wuy. Sebuah titik baru vs di luar segitiga vouusv9, kemudian vg
dihubungkan dengan vy, u; dan us, demikian sampai titik vy, vs, . . . , v, terletak pada
suatu lintasan yang sama. Graf barisan segitiga dinotasikan 7'S(n), nilai n yaitu

banyak titik puncak segitiga.

Graf barbel barisan segitiga merupakan graf sederhana yang terbentuk dengan
menghubungkan dua tiruan dari graf barisan segitiga 7'S(n) yang dihubungkan
oleh sebuah sisi (uq, u}) sebagai jembatan. Graf barbel barisan segitiga dinotasikan

dengan Brg(y,). Berikut diberikan contoh graf barbel barisan segitiga Brg(s).

V3 V'3

uy uy u'y u'y

2% U

Gambar 2.3 Contoh graf barbel barisan segitiga Brg(3)

2.3 Bilangan Kromatik Lokasi Graf

Chartrand dkk. (2002) mendefinisikan bilangan kromatik lokasi sebagai berikut
ini. Misalkan G = (V, E) merupakan graf terhubung dan ¢ suatu pewarnaan
di graf G dengan c(u) # c(v) untuk titik v dan v yang bertetangga di graf G.
Misalkan C; yaitu himpunan titik-titik yang diberi warna 7, selanjutnya disebut kelas
warna, maka I = {C}, Cy, ..., Cy} yaitu himpunan yang berisi semua kelas warna

dari himpunan titik V' (G). Kode warna dari suatu titik v terhadap pewarnaan II,



dilambangkan dengan cyj(v), yaitu pasangan terurut berdimensi k& yang berbentuk
(d(v, CY),d(v,Cy),...,d(v,Cy)),dengan d(v, C;) = min {d(v, x) | x € C;}, untuk
setiap 1 < ¢ < k. Jika setiap titik dalam graf GG diberi warna yang berbeda satu
sama lain, maka pewarnaan tersebut merupakan pewarnaan lokasi graf G. Bilangan
kromatik lokasi dari G dinotasikan dengan y,(G) merupakan banyaknya minimum

warna k yang diperlukan agar graf G memiliki pewarnaan lokasi.

Chartrand dkk.| (2002) berhasil membuktikan sejumlah teorema mengenai bilangan

kromatik lokasi graf.

Teorema 2.3.1 Misalkan ¢ merupakan suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung
G. Jika titik u dan titik v yaitu dua titik yang berbeda pada graf G sehingga d(u, w) =
d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u, v}, akibatnya c(u) # c(v). Terutama, jika titik
u dan titik v adalah titik-titik yang tidak terhubung di G sehingga N(u) = N(v),
maka c(u) # ¢(v) (Chartrand dkk., 2002)

Bukti. Misal ¢ merupakan pewarnaan lokasi pada graf terhubung G. Anggap bahwa
IT = (Cy,Cs,...,Ck) merupakan partisi dari himpunan titik-titik G pada kelas
warna C;. Untuk setiap, v € V(G), misalkan c¢(u) = ¢(v). Dengan demikian, simpul
u dan v berada pada kelas warna yang sama, yaitu C; dari I1. Maka, d(u, C;) =
d(v,C;) = 0. Karena d(u, w) = d(v, w) untuk setiap w € V(G) — {u, v}, sehingga
d(u,C;) = d(v, C;) untuk setiap j # i, 1 < j < k. Akibatnya crj(u) = cy(v). Oleh

karena itu, ¢ bukan pewarnaan lokasi. Jadi c(u) # c(v). [

Akibat 2.1 Jika G merupakan graf terhubung yang memiliki sebuah simpul yang
bertetangga dengan k daun, maka . (G) > k + 1. Chartrand dkk. (2002)

Bukti. Misalkan v merupakan sebuah simpul dalam graf G yang bertetangga dengan
k daun, yaitu C, Cs, . .., C. Berdasarkan Teorema[2.3.1] dalam pewarnaan lokasi
graf GG, setiap daun C; dengan ¢ = 1,2, ..., k harus diberi warna yang berbeda satu
sama lain. Karena simpul v bertetangga langsung dengan seluruh daun tersebut,
maka v juga harus memiliki warna yang berbeda dari masing-masing C;. Oleh

karena itu, diperlukan minimal k£ + 1 warna, sehingga x(G) > k + 1. |



Berikut diberikan gambar pewarnaan lokasi minimum pada graf G
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Gambar 2.4 Pewarnaan lokasi minimum pada graf G

Pada Gambar [2.4] titik vs mempunyai tiga daun, maka berdasarkan Akibat 2.1 batas
bawah bilangan kromatik lokasi graf G adalah x.(G) > 4.

Misal ¢ merupakan pewarnaan titik menggunakan empat warna, pada graf G
diperoleh II = {01,02,03,04} dengan Cl = {U3,117}, Cg = {U4,U8}, 03 =
{v1,v6}, dan Cy = {v9, v5, v9} maka diperoleh kode warna sebagai berikut:

cn(vr) = (1,2,0,2)
cn(ve) = (1,2,2,0)
cn(vg) = (0,1,1,1)
cn(vg) = (1,0,1,1)

(vs) = ( )

Cri\VUs ) = 2,1,2,0

cn(ve) = (1,1,0,1)
cn(vr) = (0,2, 1,2)
cn(vg) = (2,0,1,2)
cn(vg) = (2,2, 1,0)

Karena semua titik pada graf memiliki kode warna yang tidak sama, maka dapat

disimpulkan bahwa c merupakan pewarnaan lokasi. Akibatnya batas atas bilangan

kromatik lokasi graf G adalah x(G) < 4.

Karena batas bawah bilangan kromatik lokasi graf G x.(G) > 4 dan batas atas

bilangan kromatik lokasi graf G x1(G) < 4 maka IT merupakan pewarnaan lokasi

graf G, dengan x(G) = 4.



BAB III
METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil 2024/2025 di Jurusan Matematika,

Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Lampung.

3.2 Langkah-Langkah Penelitian

Penelitian ini melalui beberapa tahapan dalam menentukan batas atas dari bilangan
kromatik lokasi pada graf barisan segitiga 7'S(n) yaitu:

1) Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi pada graf barisan segitiga
TS(n).

a. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barisan segitiga
TS(n) untuk n > 2 dengan mengonstruksi pewarnaan dilakukan
sedemikian rupa agar memenuhi ketentuan dalam pewarnaan lokasi, dengan
mempertimbangkan struktur dari graf yang dianalisis. Proses pewarnaan
dimulai dari simpul-simpul pada graf siklus, kemudian dilanjutkan ke
simpul-simpul di luar siklus, dimulai dari yang memiliki label terkecil.
Pendekatan ini bertujuan untuk memperoleh kelas warna serta jumlah warna

minimum yang tetap memenuhi syarat pewarnaan lokasi.

b. Apabila diperoleh pewarnaan minimum pada simpul-simpul graf yang
memenuhi maka batas atas x(7'S(n)) < x.

c. Merumuskan hasil yang diperoleh dalam satu pernyataan matematika.

d. Menarik kesimpulan.



2) Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi pada graf barbel barisan segitiga

Brsm)-

a. Menentukan batas atas bilangan kromatik lokasi graf barbel barisan segitiga
Brsm) untuk n > 2 dengan mengonstruksi pewarnaan agar memenuhi
ketentuan pewarnaan lokasi, dengan mempertimbangkan struktur dari graf
yang dianalisis. Proses pewarnaan dimulai dari simpul pada graf siklus,
kemudian dilanjutkan ke simpul-simpul di luar siklus, dimulai dari yang
memiliki label terkecil. Pendekatan ini bertujuan untuk memperoleh kelas
warna serta jumlah warna minimum yang tetap memenuhi syarat pewarnaan

lokasi.

b. Apabila diperoleh pewarnaan minimum pada simpul-simpul graf yang
memenuhi maka batas atas x.(Brgm)) < .

c. Merumuskan hasil yang diperoleh dalam satu pernyataan matematika.

d. Menarik kesimpulan.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bahwa batas atas bilangan kromatik lokasi

pada graf barisan segitiga 7°'S(n) dan graf barbel barisan segitiga Brg(,,) adalah:

4, n=2
Xo(T'S(n)) < 95 3<n<8
6; 9<n<20
dan,
5, n=2
XL(Brsm)) <6, 3<n<8
7, 9<n <20
5.2 Saran

Penelitian ini dapat dilanjutkan untuk nilai n > 21 dan menentukan batas bawahnya.
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