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ABSTRACT

PARTITION DIMENSION OF THE MILLIPEDE GRAPH AND
ITS BARBELLS

By

Miranda Nur Halimah

The partition dimension of a graph G denoted by pd(G) is the minimum cardinality
of the difference partition. The millipede graph Ln⊙Kr is obtained from the corona
operation of the ladder graph Ln with the complement of the complete graph Kr.
The thousand foot barbell graph (BLn⊙Kr

) is a graph formed by connecting two
thousand foot graphs by a bridge. As a result, pd(L2 ⊙ Kr) is r + 1 for r = 2, 3
and r for r ≥ 4. Furthermore, for n ≥ 3 pd(Ln ⊙Kr) is 4 for r = 2, 3 and r + 1
for r ≥ 4. The partition dimension of the millipede barbell graph, pd(BL2⊙Kr)

is
4 for r = 2, 3, r + 1 for 4 ≤ r ≤ 7 and r for r ≥ 8. Further, it is obtained that
pd(BLn⊙Kr

) = pd(Ln ⊙Kr) for n ≥ 3.

Keywords: partition dimension, millipede graph, millipede barbell graph.



ABSTRAK

DIMENSI PARTISI GRAF KAKI SERIBU DAN BARBELNYA

Oleh

Miranda Nur Halimah

Dimensi partisi suatu graf G dinotasikan dengan pd(G) merupakan kardinalitas
minimum dari partisi pembeda. Graf kaki seribu Ln ⊙ Kr diperoleh dari hasil
operasi korona graf tangga Ln dengan komplemen graf lengkap Kr . Graf barbel
kaki seribu (BLn⊙Kr

) merupakan graf yang terbentuk dengan menghubungkan dua
graf kaki seribu oleh suatu jembatan. Hasil yang diperoleh , pd(L2 ⊙ Kr) adalah
r + 1 untuk r = 2, 3 dan r untuk r ≥ 4. Selanjutnya, untuk n ≥ 3 pd(Ln ⊙ Kr)
adalah 4 untuk r = 2, 3 dan r + 1 untuk r ≥ 4. Dimensi partisi dari graf barbel
kaki seribu, pd(BL2⊙Kr

) adalah 4 untuk r = 2, 3, r + 1 untuk 4 ≤ r ≤ 7 dan r

untuk r ≥ 8. Lebih lanjut, diperoleh pd(BLn⊙Kr
) = pd(Ln ⊙Kr) untuk n ≥ 3.

Kata-kata kunci: dimensi partisi, graf kaki seribu, graf barbel kaki seribu.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika adalah suatu bidang ilmu yang sangat menarik untuk diteliti karena
dalam matematika ini terdapat beberapa cabang ilmu yang dapat mempermudah
penyelesaian masalah sehari-hari, salah satunya yaitu teori graf. Graf merupakan
salah satu bentuk model matematis yang dapat memberikan solusi untuk berbagai
masalah spesifik. Saat ini, teori graf semakin maju dan menarik perhatian karena
keunikan serta banyaknya aplikasi yang ada. Terdapat beberapa tema yang sering
dibahas dalam teori graf ini, seperti pelabelan, pewarnaan, bilangan kromatik, dan
dimensi partisi (Khairiah dkk., 2020).

Perkembangan teori graf kini semakin meluas, terutama dalam konteks dimensi
partisi. Dimensi partisi mengacu pada jumlah minimum partisi dari himpunan
titik dalam suatu graf sedemikian rupa sehingga setiap titik dalam graf dapat
dibedakan satu sama lain berdasarkan representasi jaraknya terhadap setiap partisi.
Harary & Melter (1976) kemudian memperkenalkan istilah himpunan pembeda
untuk konsep yang sama. Untuk mendapatkan perspektif yang berbeda dalam
menyelesaikan masalah penentuan dimensi metrik graf, Chartrand dkk (1998)
memperkenalkan istilah baru yang kemudian dikenal sebagai dimensi partisi graf,
yaitu nilai minimum k yang memungkinkan adanya partisi pembeda dari V (G),
yang dilambangkan dengan pd(G).

Konsep dimensi partisi pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand dkk. (1998),
yang diperoleh dengan cara mengelompokkan semua simpul pada graf G ke dalam
sejumlah kelas partisi. Selanjutnya menentukan jarak seluruh simpul terhadap
setiap kelas partisi untuk mendapatkan representasi. Representasi yang memiliki
vektor koordinat berbeda dan memiliki jumlah kardinalitas minimum merupakan
dimensi partisi dari graf G.
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Penelitian mengenai dimensi partisi graf ini semakin berkembang. Safriadi dkk.
(2020) berhasil mendapatkan dimensi partisi graf multipartit lengkap. Hasmawati
dkk. (2021) berhasil mendapatkan dimensi partisi graf kincir angin belanda.
Penelitian oleh Ramdhani & Rahmi (2021) berhasil mendapatkan dimensi partisi
graf lintasan. Nabila dkk. (2023) berhasil mendapatkan dimensi partisi hasil
amalgamasi sisi pada graf siklus. Rumahorbo dkk. (2024) berhasil mendapatkan
dimensi partisi graf payung.

Berdasarkan penelusuran literatur, belum ada penelitian tentang dimensi partisi
pada graf kaki seribu. Oleh karena itu, dalam penelitian ini dikaji mengenai dimensi
partisi pada graf kaki seribu dan graf barbel kaki seribu.

1.2 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan dimensi partisi dari graf kaki seribu Ln⊙
Kr dan dimensi partisi graf barbel kaki seribu BLn⊙Kr

dengan n ≥ 2 dan r ≥ 2.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. Memberikan pemahaman dan wawasan mengenai dimensi partisi dan
barbelnya dari graf kaki seribu.

2. Sebagai referensi untuk penelitian lanjutan mengenai dimensi partisi dari
operasi graf lainnya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Beberapa konsep dasar yang diterapkan dalam studi ini diambil dari (Deo,1989).
Graf merupakan sekumpulan terurut (V (G), E(G)) dengan (V (G) melambangkan
kumpulan titik atau vertex dari G yang memiliki nilai tidak kosong, sementara
E(G) menunjukkan kumpulan sisi atau edge yang merupakan pasangan tidak
terurut dari V (G). Banyaknya titik pada V (G) disebut orde dari graf G. Apabila
titik v1 dan v2 terhubung oleh sisi e, maka titik v1 dan v2 menempel pada sisi e, dan
dapat juga dikatakan bahwa sisi e menempel pada titik v1 dan v2, sehingga v1 dan
v2 dianggap bertetangga satu sama lain.

Gambar 2.1 Contoh graf dengan 7 titik dan 10 sisi

Pada Gambar 2.1 graf tersebut memiliki himpunan titik
V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7} dan himpunan sisi E(G) =

{e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8, e9, e10}. Titik yang bertetangga dengan titik v6

adalah titik v3, v5 dan v7. Sedangkan sisi yang menempel dengan titik v6 adalah
e7, e8, e9 dan e10. Derajat dari suatu titik v pada G adalah banyaknya sisi
yang menempel pada titik v yang dinotasikan dengan d(v). Pada Gambar 2.1
d(v1) = 4, d(v2) = 3, d(v3) = 3, d(v4) = 1, d(v5) = 2, d(v6) = 4, d(v7) = 3.
Pendant adalah titik yang berderajat satu, pada Gambar 2.1 yang dikatakan sebagai
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pendant adalah v4. Sisi parallel adalah beberapa sisi yang memiliki dua titik ujung
yang sama, loop adalah sisi yang memiliki titik awal dan titik akhir yang sama.
Sisi parallel pada Gambar 2.1 adalah e9 dan e10 sedangkan e4 merupakan loop.
Graf yang tidak memiliki loop dan sisi parallel disebut graf sederhana, graf pada
Gambar 2.1 bukan merupakan graf sederhana karena memiliki sisi parallel dan
loop.

Jalan (walk) adalah barisan yang dimulai dari titik dan diakhiri oleh titik sehingga
setiap sisi menempel dengan titik sebelum dan sesudahnya. Lintasan merupakan
jalan yang semua titiknya berbeda. Sebagai contoh, lintasan pada Gambar 2.1
ditunjukkan sebagai v4−e1−v3−e2−v2−e3−v1−e5−v7−e8−v6−e9−v5. Sirkuit
adalah lintasan yang dimulai dan diakhiri pada titik yang sama, yang sering dikenal
sebagai lintasan tertutup. Terdapat dua jenis sirkuit, yaitu sirkuit genap dan ganjil.
Sirkuit genap memiliki jumlah titik yang genap, sedangkan sirkuit ganjil memiliki
jumlah titik yang ganjil. Sebagai contoh, sirkuit pada Gambar 2.1 dituliskan sebagai
v2 − e3 − v1 − e5 − v7 − e6 − v2.

Suatu graf G disebut graf terhubung jika terdapat sekurang-kurangnya 1 lintasan
untuk setiap pasangan titik berbeda di G. Dalam graf terhubung G, jarak (distance)
antara dua titik yang berbeda vi dan vj dinotasikan dengan d(vi, vj) yang
merupakan panjang lintasan terpendek yang menghubungkan kedua titik dalam graf
tersebut.

Graf G(V,E) dikatakan graf lengkap jika untuk setiap pasangan titik vi dan vj

di G terdapat sebuah sisi yang menghubungkannya. Tiap titik dalam graf lengkap
selalu dihubungkan dengan titik lain melalui satu sisi, maka derajat tiap titik dalam
sebuah graf lengkap G dengan n titik adalah n − 1. Suatu graf sederhana yang
setiap titiknya bertetangga (adjacent) disebut graf lengkap. Graf lengkap dengan
n titik dinotasikan dengan Kn (Fletcher dkk, 1991). Berikut diberikan contoh graf
lengkap.

Gambar 2.2 Contoh graf lengkap



5

Komplemen dari graf G, yang dilambangkan dengan G, merupakan graf dengan
V (G) = V (G) dan uv merupakan sisi dalam G jika dan hanya jika sisi tersebut
bukan sisi-sisi yang ada di G (Chartrand dan Oellermann, 1993). Berikut diberikan
graf K5 beserta komplemennya.

Gambar 2.3 Graf dan komplemennya

Misalkan G1 dan G2 merupakan 2 buah graf, hasil kali kartesian G1 × G2 adalah
graf yang himpunan titiknya V (G1) × V (G2) dan himpunan sisi dua titik u1u2

dan v1v2 bertetangga di G1 × G2 jika dan hanya jika u1 = v1 dan u2v2 ∈ E(G2)

atau u2 = v2 dan u1v1 ∈ E(G1) (Oellermann dan Peters, 2007). Berikut diberikan
contoh graf hasil kali kartesian.

Gambar 2.4 Contoh graf hasil kali kartesian

Graf tangga (ladder graph), Ln, merupakan graf hasil kali kartesian dari graf
lintasan Pn dan graf lintasan P2. Graf tangga adalah bentuk khusus dari graf Pn×Pm

dengan m = 2 (Asmiati, 2023). Berikut diberikan contoh graf L4

Gambar 2.5 Graf tangga L4
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Operasi korona antara graf G dan graf H , yang dinotasikan dengan G ⊙H adalah
graf yang diperoleh dari salinan graf H berdasarkan jumlah titik yang terdapat
dalam graf G. Salinan graf H dinyatakan dengan Hi, i = 1, 2, 3, . . . , |V (G)|,
dengan |V (G)| menunjukkan banyaknya titik di G. Selanjutnya, setiap titik ke-i di
V (G) bertetangga dengan semua titik dalam Hi (Frucht& Harary., 1970). Diberikan
contoh untuk operasi korona L2 ⊙K2 .

Gambar 2.6 Graf hasil operasi korona L2 ⊙K2

2.2 Graf Kaki Seribu dan Barbelnya

Graf kaki seribu Ln ⊙ Kr merupakan operasi hasil korona dari graf tangga Ln

dengan komplemen graf lengkap Kr sehingga menghasilkan graf yang menyerupai
kaki seribu. Graf kaki seribu merupakan graf tangga Ln dengan menambahkan
sebanyak r lintasan yang memiliki panjang 1 pada setiap titik graf tangga. Graf
kaki seribu dinotasikan dengan Ln ⊙ Kr (Nurvazly dkk., 2022). Pada graf ini, n
menyatakan anak tangga yang membentuk bagian badan, dan r menyatakan derajat
dari titik yang membentuk kaki. Misalkan himpunan titik dan sisi dari (Ln ⊙ Kr)

adalah V (Ln⊙Kr) = {ui | i = 1, 2, 3, . . . , 2n}∪{uj
i | i = 1, 2, 3, . . . , 2n, 1 ≤ j ≤

r}, E(Ln⊙Kr) = {uiui+1 | i = 1, 3, 5, . . . , 2n−1}∪{uiui+2; | i = 1, 3, 5, . . . , 2n−
3} ∪ {uiui+2; | i = 2, 4, 6, . . . , 2n − 2} ∪ {uiu

j
i | i = 1, 2, 3, . . . , 2n, 1 ≤ j ≤ r}.

Contoh graf kaki seribu L2 ⊙K2 ditunjukkan pada Gambar 2.7 sebagai berikut:

Gambar 2.7 Contoh graf kaki seribu L2 ⊙K2
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Misalkan B(Ln⊙Kr)
adalah graf barbel kaki seribu yang diperoleh dari salinan graf

Ln⊙Kr dengan menghubungkan jembatan atau sisi di u2nu2n′. Misalkan himpunan
titik dari BLn⊙Kr

adalah
V (Ln ⊙ Kr) = {ui | i = 1, 2, 3, . . . , 2n} ∪ {ur

i | i = 1, 2, 3, . . . , 2n, 1 ≤ j ≤
r}∪{u′

i | i = 1, 2, 3, . . . , 2n} ∪ {ur
i
′ | i = 1, 2, 3, . . . , 2n, 1 ≤ j ≤ r}

E(Ln ⊙Kr) = {uiui+1 | i = 1, 3, 5, . . . , 2n− 1} ∪ {uiui+2 | i = 1, 3, 5, . . . , 2n−
1}∪{uiui+2 | i = 2, 4, 6, . . . , 2n−2}∪{u′

iu
′
i+1 | i = 1, 3, 5, . . . , 2n−3}∪{u′

iu
′
i+2 |

i = 1, 3, 5, . . . , 2n − 3} ∪ {u′
iu

′
i+2 | i = 2, 4, 6, . . . , 2n − 2} ∪ {u′

iu
j
i ′ | i =

1, 2, 3, . . . , 2n, 1 ≤ j ≤ r} ∪ {u2nu2n′}. Contoh graf barbel kaki seribu BL2⊙K2

ditunjukkan pada Gambar 2.8 sebagai berikut:

Gambar 2.8 Contoh graf barbel kaki seribu BL2⊙K2

2.3 Dimensi Partisi Graf

Untuk memahami konsep dimensi partisi, pertama-tama perlu diberikan pengertian
dasar mengenai dimensi dan partisi. Dimensi diartikan sebagai jumlah koordinat
minimum yang diperlukan untuk menentukan posisi titik-titik dalam suatu ruang
atau objek, sedangkan partisi merupakan pengelompokan elemen dari himpunan
dengan masing-masing kelompok memiliki anggota yang berbeda. Dimensi partisi
adalah panjang jalur terpendek yang diperlukan antara titik dalam suatu graf
terhadap partisi, sedangkan panjang jalur merujuk pada total jumlah sisi yang
dilalui antara titik pada graf tersebut. Selanjutnya, akan dijelaskan definisi dimensi
partisi pada graf, berbagai teorema yang berkaitan, serta beberapa contoh graf yang
memiliki nilai dimensi partisinya.

Diberikan G graf terhubung. Jarak antara 2 titik u dan v di G, dinotasikan dengan
d(u, v) adalah panjang lintasan terpendek antara u dan v di G. Jarak dari titik v di G
ke sebuah subhimpunan S dari titik G didefinisikan sebagai min{d(v, x) | x ∈ S},
dan dinotasikan dengan d(v, S). S adalah pembeda dua titik u dan v jika d(u, S) ̸=
d(v, S).
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Misalkan G = (V,E) suatu graf, dengan v ∈ V (G), dan S ⊂
V (G). Jarak dari titik v ke himpunan S, dinotasikan dengan d(v, S) adalah
min{d(v, x) | x ∈ S} dengan d(v, x) adalah jarak dari titik v ke x. Misalkan
{S1, S2, . . . , Sk} adalah partisi dari V (G) dengan S1, S2, . . . , Sk kelas-kelas dari
Π. Representasi v terhadap Π, dinotasikan dengan r(v | Π) adalah k-tupel terurut
(d(v, S1), d(v, S2), . . . , d(v, Sk)). Selanjutnya Π disebut partisi pembeda dari V (G)

jika r(u | Π) ̸= r(v | Π) untuk setiap dua titik berbeda u, v ∈ V (G). Dimensi
partisi dari G, dinotasikan pd(G) adalah nilai k terkecil sehingga G mempunyai
partisi pembeda dengan k kelas (Chartrand dkk., 1998). Misalkan partisi pembeda
Π = {S1, S2, S3, . . . , Sk} pada graf G. Titik v ∈ V (G) disebut titik dominan
jika representasi titik vi mempunyai nilai 0 pada ordinat ke-i dan 1 untuk lainnya
(Baskoro & Asmiati 2013).

Lemma 2.4.1 (Asmiati, 2023) Diberikan G graf terhubung dengan partisi pembeda
Π dari V (G) untuk u, v ∈ G, jika d(u,w) = d(v, w) untuk setiap w ∈ V (G) −
{u, v} maka u dan v merupakan elemen yang berbeda dari Π.

Bukti.

Misalkan Π = {S1, S2, S3, . . . , Sk} adalah himpunan terurut k- partisi dari V (G)

dengan k adalah bilangan asli yang dibatasi oleh jumlah titik di G dan misalkan
u, v adalah elemen-elemen yang terdapat pada kelas Π yang sama. Jika diketahui
d(u,w) = d(v, w) untuk setiap w ∈ V (G)− {u, v} maka akan ditunjuk
kan Π bukan suatu partisi pembeda dari V (G). ■

Contoh 2.1: Berikut ini diberikan contoh graf G dan selanjutnya ditentukan
dimensi partisi dari graf tersebut.

Gambar 2.9 Contoh dimensi partisi graf G

Graf G dipartisi sedemikian sehingga diperoleh Π = {S1, S2, S3}, dengan S1 =

{v2 , v3 , v7}, S2 = {v4, v6}, S3 = {v1 , v5} sehingga representasi dari graf G

adalah:
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r(v1 | Π) = (1, 1, 0) r(v5 | Π) = (2, 2, 0)

r(v2 | Π) = (0, 1, 1) r(v6 | Π) = (2, 0, 1)

r(v3 | Π) = (0, 2, 2) r(v7 | Π) = (0, 2, 1)

r(v4 | Π) = (1, 0, 2)

Terlihat bahwa representasi dari setiap titik berbeda, maka Π adalah partisi
pembeda dari graf G dan pd(G) ≤ 3.

Untuk menunjukkan batas bawah pd(G) ≥ 3, andaikan terdapat partisi pembeda
Π = {S1, S2} dari G, dengan S1 = {v2 , v3 , v7}, S2 = {v1 , v4 , v5 , v6}. Maka
representasi setiap simpul pada graf G sebagai berikut:

r(v1 | Π) = (1, 0) r(v5 | Π) = (2, 0)

r(v2 | Π) = (0, 1) r(v6 | Π) = (2, 0)

r(v3 | Π) = (0, 2) r(v7 | Π) = (0, 2)

r(v4 | Π) = (1, 0)

Terlihat bahwa terdapat titik yang memiliki representasi yang sama, yaitu r(v5 | Π)
dan r(v6 | Π). Hal ini kontradiksi jadi, pd(G) ≥ 3. Akibatnya pd(G) = 3.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas
Lampung yang beralamatkan di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong
Meneng, Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Dalam penelitian ini, langkah-langkah yang digunakan untuk menentukan dimensi
partisi graf kaki seribu Ln ⊙Kr sebagai berikut:

1. Menentukan dimensi partisi graf kaki seribu

a. Mengonstruksi graf Ln ⊙Kr, n ≥ 2, r ≥ 2

b. Menentukan batas bawah dimensi partisi dari garf kaki seribu Ln⊙Kr, n ≥ 2

dan r ≥ 2.

c. Menentukan batas atas dari pd(Ln ⊙ Kr). Himpunan titik-titik pada graf
(Ln⊙Kr) dikelompokkan dalam kelas partisi pembeda. Minimum banyaknya
partisi pembeda merupakan dimensi partisi dari graf kaki seribu (Ln ⊙Kr).

d. Jika batas atas dimensi partisi graf kaki seribu (Ln ⊙ Kr) ≤ x dan batas
bawah dimensi partisi pada graf kaki seribu (Ln ⊙Kr) ≥ x, maka diperoleh
dimensi partisi graf kaki seribu pd(Ln ⊙Kr) = x.

e. Menuliskan hasil yang didapatkan ke dalam pernyataan matematika.

f. Membuktikan hasil yang telah diperoleh lalu menarik kesimpulan.
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2. Menentukan dimensi partisi graf barbel kaki seribu

a. Mengonstruksi graf BLn⊙Kr
, n ≥ 2, r ≥ 2

b. Menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf kaki seribu BLn⊙Kr
, n ≥ 2

dan r ≥ 2.

c. Menentukan batas atas dimensi partisi dari graf kaki seribu BLn⊙Kr
.

Setiap titik pada graf barbel kaki seribu BLn⊙Kr
dikelompokkan ke

dalam himpunan-himpunan partisi pembeda. Minimum banyaknya partisi
merupakan dimensi partisi dari graf barbel kaki seribu BLn⊙Kr

.

d. Jika batas atas dimensi partisi graf barbel kaki seribu BLn◦Kr
≤ x dan

batas bawah dimensi partisi pada graf barbel kaki seribu BLn◦Kr
≥ x, maka

diperoleh dimensi partisi graf barbel kaki seribu adalah pd(BLn⊙Kr
) = x.

e. Menuliskan hasil yang didapatkan ke dalam pernyataan matematika.

f. Membuktikan hasil yang telah diperoleh lalu menarik kesimpulan.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari penelitian yang telah dilakukan untuk dimensi partisi pada
graf kaki seribu Ln ⊙Kr dan graf barbel kaki seribu B(Ln⊙Kr)

diperoleh:

pd(L2 ⊙Kr) =

r + 1; untuk r = 2, 3

r; untuk r ≥ 4

pd(Ln ⊙Kr) =

4; untuk n ≥ 3, r = 2, 3

r + 1; untuk n ≥ 3, r ≥ 4

dan

pd(BL2⊙Kr
) =


4; untuk r = 2, 3

r + 1; untuk 4 ≤ r ≤ 7

r; untuk r ≥ 8

pd(BLn⊙Kr
) = pd(Ln ⊙Kr) ; untuk n ≥ 3

5.2 Saran

Penelitian ini dapat dikembangkan untuk mencari dimensi partisi graf operasi
lainnya.
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