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Abstract

THE PARTITION DIMENSION AND THE LOCATION CHROMATIC
NUMBER FOR CORONA OPERATION OF PATH WITH CYCLES
AND ITS COMPUTATIONAL ANALYSIS

By

Nur Hamzah

The partition dimension of a graph is determined by minimum number of vertex
partitions such that every vertex has different representation to the ordered
partitions. This research discusses the partition dimension for the corona operation
of path and cycle (P, ® C,,). The results obtained are pd(P, ©® C3) = 4 forn = 3,4
and 5 for n > 5. Furthermore, if m = 4,5 then pd(P, ® C,,,) = 4 forn = 3 and 5
for n > 4. This research also discusses the algorithm for determining the partition
dimension and the locating chromatic number of P, ® C,,.

Keywords: path graph, cycle graph, partition dimension, locating chromatic
number, python.



ABSTRAK

DIMENSI PARTISI DAN BILANGAN KROMATIK LOKASI DARI GRAF
HASIL OPERASI KORONA LINTASAN DENGAN SIKLUS SERTA
ANALISIS KOMPUTASINYA

Oleh

Nur Hamzah

Dimensi partisi pada suatu graf ditentukan dari minimum banyaknya partisi titik
sedemikian sehingga setiap titik mempunyai representasi berbeda terhadap partisi
terurutnya. Pada penelitian ini dibahas dimensi partisi dari hasil operasi korona graf
lintasan dengan siklus (P, ® C,,). Hasil yang diperoleh pd(P, ® C3) = 4 untuk
n = 3,4 dan 5 untuk n > 5. Selanjutnya jika m = 4,5 maka pd(P, ® C,,) = 4
untuk n = 3 dan 5 untuk n > 4. Pada penelitian ini juga dibahas algoritma
penentuan dimensi partisi dan bilangan kromatik lokasi dari graf P, ® C,.

Kata-kata kunci: graf lintasan, graf siklus, dimensi partisi, bilangan kromatik
lokasi, python.
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BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika diskrit yang
mempelajari tentang himpunan titik dan sisi. Teori graf diperkenalkan pertama
kali oleh Leonardo Euler seorang matematikawan asal Swiss yang hidup pada
tahun 1707-1783. Euler menggunakan teori graf untuk menyelesaikan masalah
Tujuh Jembatan Konigsberg (Seven Konigsberg Bridges) pada tahun 1736.
Euler merepresentasikan daratan menjadi himpunan titik dan jembatan yang

menghubungkan daratan direpresentasikan menjadi sisi.
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Y] i
i‘“tﬂy

Gambar 1.1 Jembatan Konigsberg dan representasinya pada graf.

Penelitian tentang teori graf mengalami perkembangan yang signifikan dalam teori
maupun aplikasinya. Diantara studi tentang graf ialah dimensi matrik yang dikaji
oleh Harary F. dan Melter R.A. pada tahun 1976, kemudian konsep dimensi matrik
dikembangkan menjadi dimensi partisi oleh Chartrand, dkk. (2000). Dimensi partisi
didapatkan dengan membagi titik-titik pada suatu graf menjadi kelas-kelas partisi,
kemudian dihitung representasi dari masing-masing titik terhadap semua kelas

partisi yang dibentuk.



Chartrand, dkk. (2000) mempublikasi dimensi partisi untuk graf lintasan F,,, dan
diperoleh pd (P,) = 2, dimensi partisi untuk graf lengkap K, yaitu pd (K,,) = n.
Asmiati pada tahun 2016 meneliti tentang dimensi partisi dari graf amalgamasi
bintang yang dihubungkan oleh suatu lintasan, diperoleh pd (n.S,, ;) , dimana k& >
1, m > 2adalah kuntuk 1 < n < L%J dan (k1) untuk lainnya(Asmiati, 2016).
Daming, dkk. (2020) memperoleh dimensi partisi untuk graf hasil amalgamasi
siklus pd(Amal (Cy,),,) = 3 untuk m = 2, 3 dan n > 3. Empat tahun kemudian
Daming, dkk. (2024) meneliti dimensi partisi hasil amalgamasi graf roda dengan
graf bintang. Ramdhani & Rahmi (2021) mengkaji dimensi partisi pada graf
lintasan. Penelitian terbaru oleh Nabila dkk. (2023) membahas dimensi partisi hasil

amalgamasi sisi pada graf siklus.

Selanjutnya, perpaduan serta pengembangan dari dimensi matrik dan dimensi
partisi menghasilkan bilangan kromatik lokasi pada graf yang dikaji dan

diperkenalkan pertama kali oleh Chartrand, dkk. (2002).

Chartrand, dkk. (2002) telah berhasil menentukan bilangan kromatik lokasi pada
graf, diantaranya pada graf lengkap diperoleh x; (K,) = n, pada graf terhubung
(G) diperoleh 3 < x.(G) < n untuk orde n > 3, serta pada graf siklus
diperoleh x, (C,) = 3 untuk n ganjil dan x, (C,) = 4 untuk n genap.
Setahun kemudian Chartrand dkk. membuktikan bahwa bilangan kromatik lokasi

graf G dengan orde n yang memuat graf multipartit lengkap berorde (n — 1)

sebagai subgraf induksinya, berada pada selang ["T“, n} dan juga graf-graf yang
mempunyai bilangan kromatik lokasi dengan batas atasnya (n — 2). Selanjutnya
Chartrand, dkk. (2003) juga menunjukkan bahwa terdapat pohon berorde n > 5

dengan bilangan kromatik lokasi & € {3,4, ... , n — 2, }.

Asmiati, dkk. (2019) membahas bilangan kromatik lokasi pada graf subdivisi
barbell yang mengandung graf Petersen yang digeneralisasi. Studi lebih lanjut
oleh Asmiati dkk. (2021) menemukan bilangan kromatik lokasi pada graf lintasan
shadow barbell, menunjukkan batas atas dan batas bawah. Selain itu, penelitian

oleh Ghanem, dkk. (2019) meneliti bilangan kromatik lokasi pada graf hasil



operasi power untuk lintasan dan siklus. Tahun 2022, Sudarsana, dkk. mengkaji
bilangan kromatik lokasi pada graf m-shadow yang terhubung. Penelitian lainnya,
subdivisi graf friendship oleh Salindeho, dkk. (2020). Irawan, dkk. (2021), meneliti
tentang bilangan kromatik lokasi pada graf origami, kemudian Irawan, dkk. (2022)
menyajikan prosedur baru untuk menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf
origami, menggunakan bahasa pemerograman Python. Di sisi lain, studi tentang
graf split oleh Rahmatalia, dkk. (2022) dan Prawinasti, dkk. (2021) menunjukkan
bagaimana variasi struktur graf dapat menghasilkan hasil yang berbeda dalam

bilangan kromatik lokasinya.

Studi terbaru oleh Hamzah & Asmiati (2024) meneliti tentang bilangan kromatik
lokasi hasil operasi korona pada graf lintasan dan siklus, operasi korona merupakan
salah satu operasi pada graf yang diperkenalkan oleh Fucht dan Harary pada tahun
1970.

Menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf yang memiliki jumlah titik yang
banyak memerlukan waktu yang cukup lama, selain itu belum adanya teorema
untuk menentukan dimensi partisi sembarang graf sehingga untuk mendapatkan
dimensi partisi pada kelas-kelas graf yang berbeda diperlukan penelitian lebih
lanjut. Penelitian ini akan mengkaji dimensi partisi dan bilangan kromatik lokasi
dari graf hasil operasi korona graf lintasan dengan siklus, penelitian ini juga
mendiskusikan algoritma dimensi partisi dan bilangan kromatik lokasi dengan

bantuan bahasa pemrograman Python.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Untuk mendapatkan dimensi partisi dari hasil operasi korona graf lintasan

dengan graf siklus P, ® Cj,.

2. Untuk mendapatkan bilangan kromatik lokasi dari hasil operasi korona graf



lintasan dengan graf siklus P,, ® C,,.

3. Untuk mendapatkan algoritma dimensi partisi dan bilangan kromatik lokasi,
kemudian diterapkan kepada graf hasil operasi korona graf lintasan dengan

siklus.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini bagi pembaca diantaranya adalah:

1. Memberikan pemahaman tentang dimensi partisi dari hasil operasi korona

graf lintasan dengan graf siklus P, ® C,,

2. Memberikan pemahaman tentang algoritma dimensi partisi serta
penggunaaan algoritma tersebut dalam bahasa Python, khususnya dalam
kasus bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona graf lintasan dengan

graf siklus P, ® C,,

3. Memberikan pemahaman tentang algoritma bilangan kromatik lokasi serta
penggunaaan algoritma tersebut dalam bahasa Python, khususnya dalam
kasus bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona graf lintasan dengan graf

siklus P, ® C,,

4. Sebagai referensi bagi penelitian selanjutnya tentang bilangan kromatik

lokasi dan dimensi partisi pada graf.



BAB 11

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf

Deo (1989) menjelaskan bahwa suatu graf G = (V, FE) adalah suatu himpunan
yang terdiri dari himpunan V' = {vy, vy, ..., v} dengan k = 1,2, ... yang disebut
titik dan himpunan E = {ej,eq,..., e} yang disebut sisi, sisi e; dimana k =
1, 2, 3,... adalah pasangan tak terurut dari titik-titik (u,v), u,v € V. Titik u dan
v dikatakan bertetangga jika u dan v dihubungkan oleh sebuabh sisi e, dan e disebut
menempel dengan titik © dan v. Himpunan tetangga dari suatu titik v dinotasikan

dengan N (v) adalah himpunan yang memuat titik-titik yang bertetangga dengan v.

Banyaknya sisi yang menempel pada titik v disebut derajat titik v atau dinotasikan
dengan d(v). Sembarang titik v dikatakan titik terisolasi (isolated vertex) jika
d(v) = 0, sedangkan titik v disebut daun (pendant) jika d(v) = 1. Loop adalah sisi
yang memiliki titik ujung yang sama e = (v,v), sedangkan sisi ganda (multiple
edge) adalah graf yang memiliki beberapa sisi berbeda yang menempel pada
pasangan titik yang sama. Suatu graf G dikatakan graf sederhana (simple graph)
jika tidak terdapat loop dan sisi ganda. Jika terdapat lintasan untuk sebarang dua

titik pada graf G , maka G disebut graf terhubung (connected graph).

Gambar 2.1 Contoh graf GG dengan 5 titik dan 7 sisi.

Gambar 2.1 adalah contoh graf dengan 5 titik, yaitu V(G) = {u1, ua, us, ug, us}



dan 7 sisi, yaitu F(G) = {e1, ea, €3, €4, €5, eg,er}. Titik uy dan us terhubung
dengan satu sisi yaitu e;, maka titik u, dan us dikatakan bertetangga (adjencent),
dan sisi e; dikatakan menempel dengan titik us dan u;. Himpunan tetangga dari
titik us adalah N (us) = {us,us} . Titik uy disebut daun (pendant) karena hanya
memiliki tepat satu sisi, sedangakan sisi e; disebut [oop karena setiap ujung sisi
menempel ketitik yang sama yaitu u;. Sisi eg dan e; disebut sisi ganda karena
memiliki ujung-ujung titik yang sama. Adapun derajat masing-masing titik adalah

d(uy) =3, d(ug) =4, d(uz) =3, d(ug) =1, d(us) = 3.

Graf lintasan 1/ adalah urutan dari titik dan sisi W = vy, ey, v, eq,... €;, v;,
. e, v, dimana 1 < ¢ < n. Lintasan dengan n titik disebut P,. Titik v, adalah
titik awal lintasan dan v,, adalah titik akhir lintasan. Di bawah ini merupakan graf

lintasan dengan 4 titik (P,).

Gambar 2.2 Graf lintasan P.

Graf siklus adalah graf lintasan dengan titik awal dan titik akhir sama. Dengan kata
lain graf siklus adalah graf yang memiliki n titik yang setiap titik nya berderajat 2
dengan n > 3. Graf siklus dengan n titik disebut juga C,. Berikut ini contoh graf
siklus dengan 3 titik (C').

Gambar 2.3 Graf siklus Cs.

2.2 Operasi Korona pada Graf

Operasi korona pada graf diperkenalkan oleh Frucht dan Harary (1970). Operasi
korona untuk sembarang dua graf G dan H dinotasikan dengan G ® H adalah graf



yang diperoleh dari duplikat graf H sebanyak titik yang ada di graf G (duplikat graf
H dinyatakan dengan H; ,i = 1,2,3, ... , |V(G)|) kemudian setiap titik ke-i di
V(G) bertetangga dengan setiap titik di H;. Gambar dibawah ini adalah contoh dari
Py o Cy.

Gambar 2.4 Graf hasil operasi korona P; © Cj.

2.3 Dimensi Partisi pada Graf

Chartrand pada tahun 1998 mengembangkan dimensi matrik dari suatu graf
menjadi himpunan kelas-kelas partisi dari graf tersebut, kemudian menghitung
jarak dari setiap titik pada graf tersebut dengan himpunan partisi. Secara definisi
misalkan graf G = (V, E) adalah graf terhubung, titik-titik v,v € V(G), dan
himpunan partisi II = S5;,9,...,5, € V(G) dimana £ = 1,2,3,... dan
SiNS; = Quntuk,j =1,2,3,... dani # j, misalkan jarak antara v dan himpunan
Sy dinotasikan oleh d(v, Sy) dimana d(v,S;) = mind(v,z)|x € Sy adalah jarak
dari titik v ke z. Representasi dari sembarang titik v terhadap II didefinisikan
dengan 7 (v|II) = {d(v, S1),d(v,Ss),...,d(v, Sg)}. Urutan jarak titik v ke partisi
Sy disebut ordinat ke-k. Jika r(v|II) # r(u|II) untuk dua titik berbeda dari V' (G)
maka I disebut partisi pembeda. Dimensi partisi dari suatu graf adalah nilai % kelas

partisi terkecil dari partisi pembeda II.

Gambar 2.5 adalah graf G dengan 7 titik. Misalkan V' () dipartisi menjadi 2 partisi

I1;, maka akan terdapat representasi dua titik berbeda terhadap II;, yaitu r(u|Il;) =



u u 2
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w7 1 °1
Gambar 2.5 Graf G dengan minimum partisi pembeda 3.
r(v|{ Piy), maka II; bukan partisi pembeda. Misalkan diberikan tiga partisi I, =

Sh SQ, 83 dimana Sl = U2, U3, SQ = U1, Uy, Uy, S3 = Uj, Ug. Setiap titik pada graf

tersebut memiliki representasi terhadap 11, sebagai berikut:

r(uq|Iz) = 1,0, 1; r(ugTle) = 2,0,2; r(ur|lly) = 1,0, 2.
T(u2’H2) = 07 17 17 T'(’U/5‘H2) = 27 17 07
7"(“3’1_[2) =0,2,2 7“(”6‘1_[2) =1,2,0;

Karena r(v|Ily) # r(u|Ilz), maka I, adalah partisi pembeda, karena terdapat tiga
partisi pada I, dimana tiga adalah nilai minimum partisi pembeda pada graf G,

maka pd(G) = 3.

Teorema 2.3.1 Misalkan ), adalah graf siklus dengan n titik. Dimensi partisi dari
C,, adalah 3.

2.4 Bilangan Kromatik Lokasi pada Graf

Chartand, dkk.,(2002), mendefinisikan bilangan kromatik lokasi sebagai berikut.
Diberikan graf G, dan titik-titik u, v € V(G), dimana v dan v bertetangga.
Misalkan suatu pewarnaan titik ¢ untuk v dan v di G, dinotasikan dengan
c(u) dan c¢(v), maka c(u) # c(v). Misalkan kelas warna (); adalah himpunan
titik-titik yang di beri warna i, maka [[ = {Q1,Q2,Q@s,... ,Qx} adalah
himpunan kelas warna dari V(G). Kode warna gr(u) dari u adalah k—pasang
terurut {d(u,@Q1),d(u,Qs), d(u,Q3),...,d(u,Qr)} dengan d(u,Q;) =
min{d(u, x)| x € Q;} untuk 1 <4 < k. Urutan jarak titik u ke partisi @, disebut

ordinat ke-k. Pewarnaan ¢ disebut pewarnaan lokasi dari G, Jika setiap titik di G



mempunyai kode warna yang berbeda. Jika £ adalah minimum banyaknya kelas
warna yang digunakan sehingga memenuhi pewarnaan lokasi di GG, maka k disebut

bilangan kromatik lokasi dari GG, yang dinotasikan dengan x 1 (G).

Teorema 2.4.1 (Chatrand, dkk., 2002) Misalkan c adalah pewarnaan lokasi pada
graf (. Jika v dan v adalah dua titik yang berbeda di G sedemikian sehingga
d(u, w) = d(v, w)untuk semuaw € V(G) — {u, v}, makac(u) # c(v). Secara
khusus, jika u dan v adalah titik — titik yang tidak bertetangga di G sedemikian
sehingga N(u) = N(v), maka c(u) # c(v).

Bukti. Misalkan c adalah suatu pewarnaan lokasi pada graf terhubung dan misalkan
II = {a, ¢, ..., ¢} adalah partisi dari titik — titik G' ke dalam kelas warna
¢;. Untuk semua titik u, v € V(G), andaikan c¢(u) = c¢(v) sedemikian sehingga
titik v dan v berada dalam kelas warna yang sama, misal c¢; dari II. Akibatnya,
(u, ¢) = d(v, ¢;) = 0.Karenad(u, w) = d(v, w) untuk setiap w ¢ V(G) —
{u, v} maka d(u, ¢;) = d(v, ¢;) untuk setiap j # i, 1 < j < k. Akibatnya
qn(u) = g¢n(v) sehingga ¢ bukan pewarnaan lokasi. Sehingga, c(u) # c(v). B

Akibat 2.4.2 Jika GG adalah graf terhubung dengan suatu titik yang bertetangga
dengan k daun, maka x,(G) > k + 1.

Bukti. Misalkan v adalah suatu titik yang bertetangga dengan £ daun, yaitu
x1, To, ..., xp di G. Berdasarkan Teorema 2.4.1, setiap pewarnaan lokasi dari G
mempunyai warna yang berbeda untuk setiap x; dimana ¢+ = 1,2, ... , k. Karena

v bertetangga dengan semua x;, maka v harus mempunyai warna yang berbeda

dengan semua daun x;. Akibatnya x.(G) > k + 1. [
ue 38 ] i ”72
i, i,
L] 4 o1

Gambar 2.6 Graf GG dengan bilangan kromatik lokasi 4.
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Gambar 2.6 adalah graf G dengan 7 titik. Akan dicari bilangan kromatik lokasi
pada graf G tersebut. Terlebih dahulu ditentukan batas bawah dari graf GG, karena
titik uo pada graf G memiliki jumlah daun terbanyak diantara titik lainnya, yaitu
3 daun, maka berdasarkan Akibat 2.4.2 x1(G) > 4. Misalkan ¢ adalah pewarnaan
titik empat warna pada graf G sedemikian sehingga diperoleh kelas-kelas warna
yaitw: IT = {Q1, Q2, Q3,Qu} dimana Q; = {uy, uz}, Q2 = {ug,ur}, Q3 =
{us, wug}, dan Q4 = {us}. Setiap titik pada graf tersebut memiliki kode warna

sebagai berikut:
g (u1) =10, 1, 1, 1} qu (ua) = {1, 0, 2, 2}5 qn (ur) = {2, 0, 2, 1};
qn (ug) = {1, 1, 1, 0}; qu (us) = {1, 2, 0, 2};
qn (uz) = {0, 2, 2, 1}; qm (us) = {2, 2, 0, 1}.

Karena kode warna pada setiap titik di graf G tersebut berbeda dan merupakan
pewarnaan minimun maka x(G) < 4, sedemikian sehingga graf tersebut memiliki

bilangan kromatik lokasi y.(G) = 4.

Teorema 2.4.3 (Chartrand dkk., 2002)

Graf Siklus C,, misalkan n > 3, maka

3, untuk n ganjil

4, untuk n genap

Bukti. Dengan mempertimbangkan dua kasus
Kasus 1.

n > 3 adalah ganjil. Misal himpunan titik graf siklus V(C,,) = { vy, va, ..., v,}
ditetapkan warna 1 untuk v; diberi warna 1, warna 2 untuk v; jika i adalah genap dan
warna 3 untuk v; jika¢ > 3 dan ganjil. Berdasarkan Akibat 2.1 perlu ditunjukkan
bahwa ini adalah pewarnaan lokasi untuk membuktikan bahwa x.(C,) = 3.

Pertimbangkan dua sub kasus berikut :



11

Subkasus 1.1

Jikan > 4k + 1,dimanak > 1.Untuk1 < i < k, (vy) = (2i—1,0,1) dan
untuk & + 1 < @ < 2k, c(vy ) = (2k + 2—24, 0,1). Juga,untuk 1 < ¢ < k,
(b)) = (20 —1,1,0) danuntuk k + 1 < i < 2k, clvg) = (2k +
2 — 2i, 0,1). Karena vektor-vektor, ¢(v;) berbeda. Sehingga pewarnaan tersebut

adalah pewarnaan lokasi, jadi x(Cypr1) = 3.
Subkasus 1.2

n = 4k + 3, dimana k > 0. Membuktikan bahwa y(Cy3) = 3 dengan cara

yang sama pada subkasus 1.1 .
Kasus 2

Jikan > 4 adalah genap. Misalkan kembali himpunan titik graf siklus (C,) =
{v1, vg, ..., v,}. Diberi warna 1 untuk v; ,warna 2 untuk v;, warna 3 untuk v; ,
jika ¢ > 3,4 ganjil, dan warna 4 untuk v; jika ¢ > 4 genap. Akan ditunjukkan

bahwa pewarnaan lokasi dari C,, adalah x, (Cy, ) = 4.
Subkasus 2.1

Jikan = 4k,dimanak > luntuk1 < i < k, gn(vy+1) = (24, 20 — 1,0,1),
dimanak + 1 < i < 2k — 1, qu(ve; +1) = 4k — 2i, 4k — 20 + 1,0,1).
Untuk 2 < i@ < k, qn(vy) = (20 — 1,20 — 1,1,0),dimana k + 1 < i <

2k, qn(ve;) = (2k + 12i, 4k + 2 — 2i, 1,0). Karena ordinat- ordinat dari

qn(v;) berbeda, pewarnaan tersebut adalah pewarnaan lokasi.
Subkasus 2.2

Jikan = 4k 4 2, dimana £k > 1. Pembuktian bahwa pewarnaan tersebut
adalah pewarnaan lokasi sama seperti sub kasus 2.1. Selanjutanya ini hanya perlu
membuktikan bahwa x(G) = 4, jika n adalah genap. Asumsikan sebaliknya
bahwa terdapat pewarnaan lokasi c dari C,, memerlukan 3 warna, misalkan 1, 2, 3,

untuk n > 4. Setidaknya terdapat satu warna, misalkan 2 adalah warna bilangan
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genap ¢ dari titik C,,, dimana 2 < ¢ < n/2. Seperti proses siklus pada C,,.
Dimulai dengan 1 misalkan, v;1, vy, ... , v, titik-titik dari C),, bahwa berwarna
2. Karena tidak ada 2 titik yang bertetangga , termasuk untuk setiap bilangan bulat

dengan 1 < j St,interval Ij = {Uij+l7 Vij425 « -+ 5 Vij41 — 1}

Pertama, akan ditunjukkan bahwa tidak ada interval yang memiliki kardinalitas
ganjil untuk 3 atau lebih, untuk asumsi sebaliknya beberapa selang I, memuat
bilangan ganjil pada titik 3 atau lebih . Tanpa menghilangkan secara umum,
Asumsikan bahwa v;;;; dan v;;;; — 1 diberi warna 1. Meskipun demikian,

qu(vij +1) = qn(vij41 — 1) = (0,1,1) tetapi tidak mungkin.

Kedua, akan ditunjukkan bahwa tidak ada selang yang memuat bilangan genap
pada titik-titiknya, untuk asumsikan sebaliknya, bahwa terdapat selang-selang yang
memuat bilangan genap di titik —titiknya. Karena cs;, memilikisusunan genap,
pasti terdapat bilangan genap dari selang yang memuat bilangan genap pada
titik-titiknya. Misal /; dan [, menjadi 2 selang berbeda memuat bilangan genap

dititiktitiknya. Asumsikan, tanpa kehilangan keumuman, bahwa v;; + 1 diberi

pewarnan 1. Tepat hanya 1 dari v;; + 1 dan vy, — 1 diberi warna 1, maka
qu(vij + 1) = gqu(vijz1 — 1) = (0,1,1) kontradiksi. Akibatnya, semua
selang t = n/2 memuat tepat satu titik. Sehingga, terdapat bilangan bulat

terkecil /; (1 < j < n/2), maka vy, + 1 dan vy, — 1 diberi warna yang
berbeda, misalkan 1 dan 3, secara berturut-turut. Pentingnya, terdapat bilangan
bulat [, > I; bahwav;, — 1 diberi warna 3 dan v;, + 1 diberi warna 1. Meskipun
demikian gr;(v;; + 1) = qu(vij41 — 1) = (0,1, 1). Hasil akhir kontradiksi oleh
karena itu x(C,) = 4 jika n adalah genap. [

Teorema 2.4.4 (Hamzah, dkk., 2024)

Bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona P,, ® C3 adalah 5 untuk 3 < n < 7,

dan 6 untuk n > 7.

Bukti. Untuk membuktikan Teorema 2.3 akan dibagi menjadi dua kasus.
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Kasus 1 : Diberikan graf hasil operasi korona P, ® C3 dengan 3 < n < 7. Akan
dibuktikan batas bawah bilangan kromatik lokasi, karena pada graf P, ®C' terdapat
graf C3 berdasarkan Teorema 2.2 maka y, (P, ® C3) > 3. Misalkan pewarnaan
titik ¢ menggunakan 3 warna untuk graf hasil operasi korona P, ® Cj, jelas
pewarnaan tersebut tidak memenuhi syarat pewarnaan titik karena akan terdapat
kode warna yang sama pada titik yang bertetangga ¢ (uf) = ¢ (u}) dengan k #

[ atau ¢ (uf) = ¢ (v;). Sehingga x, (P, ® C5) > 4dengan3 <n < 7.

Misalkan pewarnaan titik ¢ menggunakan 4 warna untuk graf hasil operasi korona
P, ® Cs. Perhatikan bahwa d (u},v) = d (u?,v) dengan v ¢ {u},u}}. Akibatnya
c{uf} = {1, 2, 3, 4} / {v;}. Jika menggunakan 4 warna maka akan terdapat
c(ul") = c(uy) dengan i # b, m # ndan g (u?') = qu (uy'), sehingga kontradiksi
dengan syarat pewarnaan lokasi. Sehingga dibutuhkan sekurang-kurangnya 5

warna. Akibatnya x, (P, ® C3) > 5dengan3 <n < 7.

Selanjutnya, misalkan batas atas P, © (5 adalah 5, sehingga menghasilkan
5 kelas-kelas warna yaitu @, = {u}, ul}, Qo = {ui, ul, W3}, Q3 =
{ul, v3}, Qu={u3, vi, v;}, Q5= {u3, va},Jelas bahwa qri(u) # gn(v), yaitu
kode warna untuk sembarang dua titik berbeda pada P, ® C3dengan3 < n <7
adalah berbeda. Akibatnya x;, (P, ® C3) < 5dengan 3 < n < 7. Karena diperoleh

batas atas dan batas bawah sama maka x, (P, ® C3) =5untuk 3 <n < 7.

Kasus 2 : Diberikan graf hasil operasi korona P, ® C5 dengan n > 7. Akan
ditentukan batas bawah bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona P, ® Cj
untuk n > 7. Misalkan ¢ merupakan pewarnaan titik menggunakan 5 warna pada
P, ® Csuntuk n > 7 sedemikian sehingga akan terdapat c (u") = ¢ (u}) dengan
a # b, m # n dan ¢q(u]') = qnu(uy), sehingga kontradiksi dengan syarat

pewarnaan lokasi. Sehingga dibutuhkan sekurang-kurangnya 6 warna.

Misalkan ¢ pewarnaan titik pada P, © C5 untuk n > 7 dengan menggunakan 6

warna sebagai berikut :
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1, wuntuki=1,2,..., ndanj=1
; 2 , untuki=1,2,..., ndanj =2
qn (uf) =
3 , untuki=1,2,..., n—1danj=3
| 6 , untuki=ndanj=3
4 . wuntuk i ganjil
qn (vi) =

5 , wuntuk i genap

Jelas bahwa g (u) # gri(v) untuk sembarang dua titik berbeda di P, ® C5 dimana
n > 7.Maka x (P, ® C3) =6 untuk n > 7. [ |

Teorema 2.4.5 (Hamzah, dkk., 2024)

Bilangan kromatik lokasi hasil operasi korona P,, ® Cy adalah 5 untuk 3 < n < 6,
dan 6 untuk n > 6.

Bukti. Untuk membuktikan Teorema 2.3 akan dibagi menjadi dua kasus.

Kasus 1 : Diberikan graf hasil operasi korona P, ® C4 dengan 3 < n < 6.
Akan dibuktikan batas bawah bilangan kromatik lokasi, karena graf P, ® C;
memuat graf siklus dengan 4 titik berdasarkan Teorema 2.3 xi (P, ® Cy) >
4, Misalkan pewarnaan titik ¢ menggunakan 4 warna untuk graf hasil operasi
korona P, ® Cjy untuk n > 3 . Perhatikan bahwa d(u},v) = d(u},v)
dengan v ¢ {u},u}}. Akibatnya c {uf} = {1, 2, 3, 4} / {v;}. Jika menggunakan

4 warna maka akan terdapat c(u!') = c(uy) dengan i # b, m # n
dan g (u') = qu (uy), sehingga kontradiksi dengan syarat pewarnaan lokasi.

Sehingga dibutuhkan sekurang-kurangnya 5 warna. Akibatnya x, (P, ® Cy) > 5.
Selanjutnya, akan dicari batas atas P, © Cj, dengan 3 < n < 6. Misalkan
¢ pewarnaan titik dengan 5 warna sedemikian sehingga diperoleh 5 kelas-kelas
warna, maka qr(u) # qr(v) untuk dua titik berbeda. Sehingga xr (P, ® C4) =5
dengan 3 < n < 6.

Kasus 2 : Diberikan graf hasil operasi korona P,, ® C's dengan n > 7. akan dicari
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batas bawah dari P, ©® C untuk n > 6. Misalkan pewarnaan titik ¢ menggunakan
5 warna untuk graf hasil operasi korona P, ©® Cj untuk > 6 . Jika menggunakan
5 warna maka akan terdapat ¢ (u))') = ¢ (uy') dengan i # b, m # n dan gy (u})') =
qn (uy'), sehingga kontradiksi. Sehingga dibutuhkan sekurang-kurangnya 6 warna.
Akibatnya xr, (P, ® C4) > 6 untuk n > 6. Selanjutnya akan dicari batas bawah
P, ® Cj dengan n > 6. Misalkan P, ® C} dengan n > 6 diberikan pewarnaan
titik ¢ dengan menggunakan 6 warna sebagai Berikut:

/

1 , untuki=1danj=1
2 ,untuki=1danj=2;i= 2,3, ..., ndanj=1
j 3 , untuki=1danj=3;i=2,3, ..., ndanj =2
qn (uf) = . . . :
4 , untuki=1danj=4;1=2,3, ..., ndanj =3
5 , untuk i # 1 genap dan j =4
| 6, untuk i #1ganjil dan j =4
5 , wuntuk i ganjil
cn (vi) =

6 , wuntukigenap

Maka, diperoleh 6 kelas-kelas partisi. Karena ¢rj(u) # ¢n(v) untuk setiap dua titik
berbeda. Sehingga xr, (P, ® C4) = 5 dengann > 6. [ |

2.5 Python

Python adalah bahasa pemrograman tingkat tinggi yang terkenal karena
sintaksnya yang sederhana, mudah dipelajari, dan mendekati bahasa manusia.
Python dirancang untuk mendukung berbagai paradigma pemrograman seperti
pemrograman berorientasi objek, prosedural, dan fungsional. Python bersifat open
source, sehingga dapat digunakan secara gratis dan memiliki komunitas besar
yang terus mengembangkan pustaka dan framework untuk berbagai kebutuhan,
mulai dari pengembangan web, data science, dan komputasi yang lebih kompleks

(Halvorsen, 2020).
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Python memiliki /library yang terus berkembang sesuai dengan kebutuhan
pemerograman, diantara modul yang sangat berguna untuk computing yang
kompeks adalah multiprocessing library. Menurut Aziz, dkk. (2021) keuntungan

menggunakan multiprocessing adalah:

1. Peningkatan Throughput: lebih banyak pekerjaan dapat diselesaikan dalam

waktu yang sama dengan meningkatkan jumlah prosesor.

2. Menghemat biaya dengan berbagi memori, bus, dan periferal: dibandingkan
dengan beberapa sistem tunggal, sistem multiprosesor menghemat sumber
daya. Selain itu, jika banyak program berjalan pada data yang sama, lebih
hemat menyimpan data tersebut pada satu disk yang dibagi oleh semua

prosesor dalam sistem.

3. Meningkatkan keandalan: karena kemampuan dipusatkan pada banyak
prosesor, keandalan sistem meningkat. Jika salah satu prosesor gagal,
kecepatan sistem mungkin sedikit melambat, tetapi sistem akan tetap

berfungsi secara normal.

2.6 Kompleksitas Algoritma

Kumalasari, [2017] menjelaskan bahwa algoritma merupakan sekumpulan perintah
atau intruksi yang jelas untuk menyelesaikan suatu masalah. Suatu algoritma
terdapat bagian-bagian yang dapat dianalisis yaitu kecepatan waktu, kapasitas
biaya, kapistas ruang, dan lain-lain. Kompleksitas waktu biasa dinotasikan dengan
T(n) dimana n adalah banyak input dari suatu algoritma. Batas atas untuk
kompleksitas waktu dinotasikan dengan O(f(n)). Notasi Big-O adalah fungsi
asimtotik dari f(n). Jika n dibuat semakin besar, waktu yang dibutuhkan tidak akan
pernah melebihi suatu konstanta C' dikali dengan f(n). Berikut contoh perhitungan
kompleksitas waktu dari algoritma selection-sort [Maulana, 2016].

Algoritma:

Pass traversal [1..N — 1]



Min < Pass

i traversal [Pass + 1..NV]

if (Ti < Tmin) then

min < i

Temp < TPass

TPass <— Tmin

Tmin < Temp

T[1..Pass] terurut

Kompleksitas waktu diperoleh:
Tn)=mn—-1)+Mn—-2)+...+2+1=(
Sehingga, kompleksitasnya adalah O(n?)

n(n—1)

2

) = O0(n?)
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BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Magister Matematika Fakultas Matematika dan
Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung pada semester ganjil tahun ajaran

2025/2026.

3.2 Tahapan Penelitian

Penelitian ini melalui tahapan-tahapan sebagai berikut:

1. Mencari dimensi partisi pada graf hasil operasi korona graf lintasan dan graf

siklus P, ® C,,.
(a) Membangun graf hasil operasi korona graf lintasan dan graf siklus P, ®
Cn.-

(b) Menentukan batas bawah dari pd (P, ® C,,) dengan pembuktian

kontradiksi.
(c) Menentukan batas atas dari pd (P, ©® C,,).
(d) Jika batas bawah dan batas atas sama, maka diperoleh dimensi

partisinya.

2. Penerapan algoritma dimensi partisi pada graf hasil operasi korona graf
lintasan dan graf siklus P, ® C,, dengan bantuan bahasa pemerograman

Python.

18
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(a) Menentukan algoritma untuk mengkontruksi graf hasil operasi korona

graf lintasan dan graf siklus P, ® C,,.

(b) Membangun algoritma untuk class graf hasil operasi korona graf

lintasan dan graf siklus P, © C,.
(c) Menentukan algoritma dimensi partisi.
(d) Membangun algoritma dimensi partisi menggunakan bahasa Python.

(e) Menerapkan algoritma dimensi partisi pada graf operasi korona graf

lintasan dan graf siklus P, ® C,,.

(f) Evaluasi program.

3. Penerapan algoritma bilangan kromatik lokasi pada graf hasil operasi korona
graf lintasan dan graf siklus P, ® (), dengan bantuan bahasa pemerograman

Python.

(a) Menentukan algoritma untuk mengkontruksi graf hasil operasi korona

graf lintasan dan graf siklus P, © C,,.

(b) Membangun algoritma untuk class graf hasil operasi korona graf

lintasan dan graf siklus P, ©® C,,.
(c) Menentukan algoritma bilangan kromatik lokasi.

(d) Membangun algoritma bilangan kromatik lokasi menggunakan bahasa

Python.

(e) Menerapkan algoritma bilangan kromatik lokasi pada graf operasi

korona graf lintasan dan graf siklus P, ® C,,.

(f) Evaluasi program.



BAB V

SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Dimensi partisi untuk graf hasil operasi korona graf lintasan dengan graf siklus
(P, ®C,,) adalah 4 untuk n = 3,4 dan 5 untuk n > 5. Selanjutnya, untuk m = 4,5
diperoleh pd(P,, ® C,,) = 4 untuk n = 3 dan 5 untuk n > 4.

Algoritma dimensi partisi dan algoritma bilangan kromatik lokasi berhasil
diterapkan untuk graf P, ® C,,. Kompleksitas algoritma dimensi partisi adalah
O(n®), sedangkan kompleksitas algoritma bilangan kromatik lokasi adalah O(n?®).

Semakin banyak titik pada graf maka akan semakin lama waktu eksekusi program.

5.2 Saran

Pada penelitian ini penggunaan bahasa pemerograman Python memberikan
kemudahan untuk memperoleh dimensi partisi dan bilangan kromatik lokasi
graf hasil operasi korona graf lintasan dengan graf siklus, tetapi dalam proses
running program masih terkendala minimnya spesifikasi komputer yang digunakan
sehingga proses running kurang efisien. Penelitian dapat dilanjutkan dengan
memodifikasi program sedemikan sehingga algoritma yang dihasilkan dapat lebih

efisien dan cepat dalam menemukan bilangan kromatik lokasi.
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