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ABSTRACT

DERIVATIVES OF FUNCTIONS WITH VALUES IN lq

SEQUENCE ON INTERVAL 0 < q < 1

By

Anwar

A sequence is a function whose domain is the set of positive integers. A space that
contains a sequence is called a sequence space. One of the sequence spaces is the lq
sequence which consists of convergent sequence that satisfy certain norm criteria,

defined as ∥x∥q=
{∑∞

n=1|xn|q
} 1

q

with 0 < q < 1. This study shows the elementary
properties of derivatives of functions with values in lq sequence on the interval
0 < q < 1. This also shows maxima and minima criteria of functions with values in
lq sequence on the interval 0 < q < 1.

Keywords : Function, Limit, Derivative, Sequence, Function Sequence, lq Sequence.



ABSTRAK

DERIVATIF FUNGSI-FUNGSI BERNILAI BARISAN lq

PADA INTERVAL 0 < q < 1

Oleh

Anwar

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan bulat positif.
Ruang yang beranggotakan barisan disebut ruang barisan. Salah satu ruang barisan
yaitu barisan lq yang terdiri dari barisan konvergen yang memenuhi kriteria norma

tertentu, yang didefinisikan sebagai ∥x∥q=
{∑∞

n=1|xn|q
} 1

q

dengan 0 < q < 1.
Penelitian ini menunjukkan sifat-sifat dasar derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan
lq pada interval 0 < q < 1. Selain itu, penelitian ini juga menunjukkan kriteria
maksimal dan minimal fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada interval 0 < q < 1.

Kata Kunci : Fungsi, Limit, Turunan, Barisan, Barisan Fungsi, Barisan lq.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan bulat positif.
Misal terdapat bilangan bulat positif 1 , 2 , 3 , ..., n , ... yang bersesuaian dengan
bilangan real xn tertentu, maka x1, x2 , ..., xn , ... dikatakan barisan (Mizrahi &
Sulivan, 1982). Suatu fungsi f merupakan suatu aturan korespondensi (padanan)
yang menghubungkan setiap obyek a pada suatu himpunan, disebut daerah asal,
dengan suatu nilai tunggal f(a) dari suatu himpunan kedua. Himpunan nilai yang
akan diperoleh secara demikian disebut daerah hasil fungsi. Untuk memberi nama
fungsi dipakai suatu huruf tunggal seperti f (atau g atau F ), f(a), yang dibaca “f
dari a” atau “f pada a”, menunjukkan nilai yang diberikan f terhadap a (Purcel
dkk., 2007). Salah satu ilmu matematika yang termasuk dalam cabang ilmu analisis
adalah derivatif.

Proses pada derivatif suatu fungsi disebut diferensiasi sedangkan fungsi yang dapat di
derivatifkan disebut differentiable. Seiring perkembangan ilmu matematika, konsep
derivatif telah diperluas dari fungsi-fungsi bernilai riil ke berbagai jenis fungsi
lainnya, termasuk fungsi bernilai vektor dan fungsi bernilai barisan.

Terdapat penelitian yang mengkaji tentang derivatif. Asyhar (2014) mengenai
aplikasi derivatif dalam masalah analisis keuntungan maksimum. Penelitian lainnya
dilakukan oleh Kusuma & Yunianti (2017) tentang sifat-sifat derivatif mutlak fungsi
pada ruang metrik. Penelitian serupa juga dilakukan oleh Nurwahidah & Mariani
(2021) tentang derivatif sebuah pendekatan matematis dalam analisis keuntungan
maksimum. Penelitian lain dilakukan oleh Janan & Janan (2024) tentang derivatif
fraksional dari fungsi hiperbolik. Penelitian lainnya juga dilakukan oleh Fadilla
(2024) tentang derivatif fungsi hiperbolik.
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Berdasarkan penelitian sebelumnya, belum ada peneliti yang mengkaji tentang
derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada interval 0 < q < 1. Oleh karena itu,
penulis tertarik untuk meneliti tentang derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada
interval 0 < q < 1.

1.2 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penulisan proposal ini adalah :

1. Mendefinisikan derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada interval 0 < q < 1.

2. Menyelidiki sifat-sifat dasar derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada
interval 0 < q < 1.

3. Mendefinisikan maksimal dan minimal fungsi bernilai barisan lq pada interval
0 < q < 1.

1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penulisan proposal sebagai berikut :

1. Menambah pengetahuan mahasiswa tentang konsep derivatif fungsi-fungsi bernilai
barisan lq pada interval 0 < q < 1.

2. Memahami konsep dan sifat-sifat derivatif dalam fungsi bernilai barisan lq pada
interval 0 < q < 1.

3. Memberikan informasi tentang maksimal dan minimal fungsi bernilai barisan lq

pada interval 0 < q < 1.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Fungsi

Berikut diberikan penjelasan mengenai definisi, teorema, dan contoh fungsi.

Definisi 2.1.1

Suatu fungsi f merupakan suatu aturan korespondensi yang menghubungkan setiap
obyek a pada suatu himpunan, yang disebut daerah asal, dengan suatu nilai tunggal
f(a) dari suatu himpunan kedua. Himpunan nilai yang diperoleh secara demikian
disebut daerah hasil fungsi. Untuk memberi nama fungsi dipakai suatu huruf tunggal
seperti f (atau g atau F ), f(a), yang dibaca “f dari a” atau “f pada a”, menunjukkan
nilai yang diberikan f terhadap a (Purcel dkk., 2007).

Contoh 2.1.1

Misalkan f(x) = x2 − 2x, maka

f(4) = 42 − 2 · 4 = 16− 8 = 8.

Definisi 2.1.2

Diberikan f sebuah fungsi dari himpunan C ke himpunan D (f : C → D). Fungsi
ini disebut fungsi surjektif jika dan hanya jika ∀ z ∈ D ∃ y ∈ C sehingga f(y) = z

(Darwanto dkk., 2020).

Contoh 2.1.2

Diketahui fungsi f : R → R yang didefinisikan dengan rumus f(x) = x − 1.
Perhatikan bahwa, untuk setiap y ∈ R, terdapat x = y + 1, x ∈ R sedemikian
hingga f(x) = f(y + 1) = (y + 1)− 1 = y + 1− 1 = y. Sehingga f merupakan
fungsi surjektif.
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Definisi 2.1.3

Fungsi f : A → B disebut fungsi satu-satu (injektif), apabila setiap dua elemen
yang berlainan di A akan dipetakan pada dua elemen yang berbeda di B. Selanjutnya
secara singkat dapat dikatakan bahwa f : A → B adalah fungsi injektif apabila
a ̸= b berakibat f(a) ̸= f(b) Pernyataan ini ekuivalen, jika f(a) = f(b) maka
akibatnya a = b (Darwanto dkk., 2020).

Contoh 2.1.3

Misalkan fungsi f : R → R yang didefinisikan f(c) = c − 1. Ambil sebarang
c1 ̸= c2. Maka f(c1) = c1 − 1 ̸= c2 − 1 = f(c2). Dengan demikian untuk c1 ̸= c2

maka f(c1) ̸= f(c2). Sehingga f merupakan fungsi injektif.

Definisi 2.1.4

Fungsi f dikatakan sebagai fungsi bijektif jika fungsi tersebut adalah fungsi surjektif
dan juga fungsi injektif (Darwanto dkk., 2020).

Contoh 2.1.4

Diketahui fungsi f : R → R yang didefinisikan dengan rumus f(x) = x− 1. Telah
dibuktikan bahwa f merupakan fungsi injektif dan surjektif. Dengan demikian f

merupakan fungsi bijektif.

Definisi 2.1.5

Misalkan a adalah anggota himpunan A dan b adalah anggota himpunan B, maka
f−1(b) = a jika f(a) = b (Darwanto dkk., 2020).

Contoh 2.1.5

Diketahui f = {(1, u), (2, w), (3, v)} dari A = {1, 2, 3} ke B = {u, v, w} adalah
fungsi yang berkoresponden satu-ke-satu. Invers fungsi f adalah f−1 = {(u, 1), (w, 2),
(v, 3)}.

Definisi 2.1.6

Misalkan g adalah suatu fungsi dari himpunan K ke himpunan L dan f adalah
fungsi dari himpunan L ke himpunan M . Komposisi f dan g, dinotasikan dengan
f ◦ g didefinisikan oleh (f ◦ g)(a) = f(g(a)) (Darwanto dkk., 2020).
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Contoh 2.1.6

Diberikan fungsi f(b) = b− 1 dan g(b) = b2 + 1. Maka

(f ◦ g)(b) = f(g(b)) = f(b2 + 1) = b2 + 1− 1 = b2.

Definisi 2.1.7

Misalkan f terdefinisi pada suatu interval terbuka yang mengandung c. Dikatakan
bahwa f kontinu di c jika

limx→c f(x) = f(c)

(Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.1.8

Pertidaksamaan adalah sebuah bentuk pernyataan matematika yang mengandung
satu peubah atau lebih yang dihubungkan dengan tanda <,>,≤,≥. Tanda < dibaca
kurang dari, tanda > dibaca lebih dari, tanda ≤ dibaca kurang dari sama dengan,
dan tanda ≥ dibaca lebih dari sama dengan (Rifa’i, 2019).

Definisi 2.1.9

Jika terdapat dua fungsi f(x) dan g(x), maka pertidaksamaan fungsi dapat dituliskan
dalam bentuk
a. f(x) < g(x);
b. f(x) > g(x);
c. f(x) ≤ g(x);
d. f(x) ≥ g(x)

(Jumaidi & Fauzi, 2020).

Teorema 2.1.1

Untuk setiap a, b ∈ R berlaku

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

Bukti :

Perhatikan Untuk setiap a, b ∈ R berlaku
|a+ b|2 = (a+ b)2 = |a|2 + 2ab+ |b|2

≤ |a|2 + 2|a||b|+ |b|2 = (|a|+ |b|)2.

Karena itu, diperoleh
|a+ b| ≤ |a|+ |b|

(Gunawan, 2023).
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Definisi 2.1.10

Fungsi f dikatakan kontinu pada interval tertutup I = [k, l] jika dan hanya jika f

kontinu di setiap titik c ∈ (k, l), kontinu kanan di k, dan kontinu kiri di l (Gunawan,
2023).

Definisi 2.1.11

Misalkan T daerah asal f mengandung titik c. Dikatakan bahwa

1. f(c) adalah nilai maksimum f pada T jika f(c) ≥ f(x) untuk semua x di T ,

2. f(c) adalah nilai minimum f pada T jika f(c) ≤ f(x) untuk semua x di T ,

3. f(c) adalah nilai ekstrim f pada T jika ia adalah nilai maksimum atau nilai
minimum,

4. Fungsi yang ingin kita maksimumkan atau minimumkan adalah fungsi objektif

(Purcel dkk., 2007).

Teorema 2.1.2

Misalkan f kontinu pada interval [m,n]. Maka f terbatas pada [m,n] (Gunawan,
2023).

Bukti :

Misalkan f tak terbatas pada [m,n]. Maka terdapat suatu barisan (xn) di [m,n]

sedemikian sehingga

| f(xn) |→ +∞ untuk n → ∞

Karena (xn) terbatas, maka ∃ suatu sub-barisan (xn) yang konvergen ke sebuah titik
c ∈ [m,n]. Tetapi f kontinu di c, sedemikian rupa sehingga f(xnk) → f(c) untuk
k → ∞. Ini bertentangan, jadi mestilah f terbatas pada [m,n]. ■

Teorema 2.1.3

Misalkan f kontinu pada interval [b, c]. Maka f mencapai nilai maksimum dan nilai
minimum pada [b, c] (Gunawan, 2023).

Bukti :

Diketahui f terbatas pada [b, c]. Misalkan v := supf([b, c]). Konstruksi barisan
(xn) di [b, c] dengan f(xn) → v untuk n → ∞. Karena (xn) terbatas, terdapat
sub-barisan (xnk) yang konvergen ke suatu titik c ∈ [b, c]. Namun kekontinuan di
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c mengakibatkan f(xnk) → f(c) untuk k → ∞. Jadi mestilah v = f(c), dan ini
berarti bahwa v merupakan nilai maksimum. Serupa dengan itu, f juga mencapai
nilai minimumnya. ■

Teorema 2.1.4

Misalkan f didefinisikan dalam interval l yang memuat titik c. Jika f(c) adalah nilai
ekstrim, maka c haruslah berupa suatu titik kritis, dengan kata lain, c adalah salah
satu dari

1. Titik ujung dari l;

2. Titik stasioner dari f ; yakni titik di mana f ′(c) = 0; atau

3. Titik singular dari f ; yakni titik di mana f ′(c) tidak ada.

Bukti :

Lihatlah kasus pertama di mana f(c) adalah nilai maksimum f pada I dan misalkan
bahwa c bukan merupakan titik ujung atau pun titik singular. Akan dibuktikan bahwa
c adalah titik stasioner.

Sekarang, karena f(c) adalah nilai maksimum, maka f(x) ≤ f(c) untuk semua x

dalam I; yaitu

f(x)− f(c) ≤ 0

Jadi jika x < c, sehingga x–c < 0, maka
f(x)−f(c)

x−c
≥ 0

sedangkan jika x > c, maka
f(x)−f(c)

x−c
≤ 0

Tetapi f ′(c) ada, karena c bukan titik singular. Akibatnya, ketika kita misalkan x →
c− dalam f(x)−f(c)

x−c
≥ 0 dan x → c+ dalam f(x)−f(c)

x−c
≤ 0, diperoleh masing-masing,

f ′(c) ≥ 0 dan f ′(c) ≤ 0. Disimpulkan bahwa f ′(c) = 0, seperti yang diinginkan.

Kasus dimana f(c) adalah nilai minimum menggunakan cara yang serupa. ■

(Purcel dkk., 2007).

Teorema 2.1.5

Misalkan f kontinu dalam interval I dan terdiferensial pada setiap titik dalam dari I .

1. Jika f ′(x) > 0 untuk semua titik dalam I , maka f monoton naik pada I .

2. Jika f ′(x) < 0 untuk semua titik dalam I , maka f monoton turun pada I .
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Bukti :

Akan dibuktikan f monoton naik pada I dengan cara memperlihatkan jika u, v pada
I dengan u < v, maka f(u) < f(v). Karena f terdiferensialkan pada interval I
yang memuat interval [u, v], maka terdapat suatu c ∈ (u, v) sehingga

f ′(c) = f(v)−f(u)
v−u

Pada bentuk ini diketahui f ′(c) > 0 dan v − u > 0, yang mengakibatkan f(v) −
f(u) > 0. Dari sini diperoleh f(u) < f(v). Kasus dimana f monoton turun pada I

menggunakan cara yang serupa. ■

(Martono, 1999).

Teorema 2.1.6

Misalkan f kontinu pada sebuah interval terbuka (a, b) yang memuat sebuah titik
kritis c.

1. Jika f ′(x) > 0 untuk semua x dalam (a, c) dan f ′(x) < 0 untuk semua x dalam
(c, b), maka f(c) merupakan nilai maksimum lokal f .

2. Jika f ′(x) < 0 untuk semua x dalam (a, c) dan f ′(x) > 0 untuk semua x dalam
(c, b), maka f(c) merupakan nilai minimum lokal f .

Bukti :

Berdasarkan teorema 2.1.4, karena f ′(x) > 0 untuk semua x dalam (a, c), maka
f monoton naik pada (a, c) dan f ′(x) < 0 untuk semua x dalam (c, b), maka f

monoton turun pada (c, b). Jadi f(x) < f(c) untuk semua x dalam (a, b), kecuali di
x = c. Dapat disimpulkan bahwa f(c) adalah nilai maksimum lokal f . Kasus dimana
f(c) adalah nilai minimum lokal menggunakan cara yang serupa ■

(Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.1.12

f yang terdiferensialkan pada selang terbuka I dikatakan

1. Cekung ke atas pada selang I jika f ′ monoton naik pada I .

2. Cekung ke bawah pada selang I jika f ′ monoton turun pada I .

(Martono, 1999).
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Teorema 2.1.7

Misalkan f terdiferensialkan dua kali dalam selang terbuka I

1. Jika f ′′(x) > 0 pada I , maka f cekung ke atas pada I .

2. Jika f ′′(x) < 0 pada I , maka f cekung ke bawah pada I .

Bukti :

Karena f ′′(x) > 0 pada I , maka f ′ monoton naik pada I . Berdasarkan definisi
2.1.9 tentang kecekungan , kondisi ini mengakibatkan f cekung ke atas pada I .
Karena f ′′(x) < 0 pada I , maka f ′ monoton turun pada I . Berdasarkan definisi
2.1.9 tentang kecekungan , kondisi ini juga akan mengakibatkan f cekung ke bawah
pada I . ■

(Martono, 1999).

Teorema 2.1.8

Misalkan f ′ dan f ′′ ada pada setiap titik interval terbuka (a, b) yang berisikan c, dan
misalkan f ′(c) = 0.

1. Jika f ′′ < 0, maka f(c) adalah nilai maksimum lokal f ,

2. Jika f ′′ > 0, maka f(c) adalah nilai minimum lokal f .

Bukti :

Berdasarkan teorema 2.1.6 karena f ′′ < 0, maka f cekung ke bawah dekat c dan
menyatakan bahwa ini membuktikan (1). Namun, agar yakin bahwa f cekung ke
bawah di lingkungan c, diperlukan f ′′(x) < 0 di lingkungan tersebut, dan tidak ada
dalam hipotesis yang menjamin itu. Menurut definisi

f ′′(x) = limx→c
f ′(x)−f ′(c)

x−c
= limx→c

f ′(x)−0
x−c

< 0

sehingga dapat disimpulkan bahwa terdapat interval (α, β) di sekitar c di mana

limx→c
f ′(x)−0
x−c

< 0, x ̸= c

Tetapi pertidaksamaan ini mengimplikasikan bahwa f ′(x) > 0 untuk α < x < c

dan f ′(x) < 0 untuk c < x < β. Berdasarkan teorema 2.1.5 jadi f(c) adalah nilai
maksimum lokal. Kasus dimana f(c) yaitu nilai minimum lokal dapat menggunakan
cara yang serupa. ■

(Purcel dkk., 2007).
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2.2 Limit

Berikut merupakan definisi, teorema, dan contoh tentang limit.

Definisi 2.2.1

Untuk menyatakan bahwa limx→c f(x) = L, dikatakan bahwa ketika x mendekati c,
namun tidak sama dengan c, maka nilai f(x) akan mendekati L (Purcel dkk., 2007).

Contoh 2.2.1

Misalkan limx→3(4x− 5). Ketika x mendekati 3 maka 4x− 5 mendekati terhadap
4 · 3− 5 = 7. Dituliskan dalam bentuk

limx→3(4x− 5) = 7.

Definisi 2.2.2

Untuk menyatakan bahwa limx→c+ f(x) = L, berarti bahwa saat x mendekati nilai
c dari arah kanan, nilai fungsi f(x) mendekati L. Demikian pula, untuk menyatakan
bahwa limx→c− f(x) = L, berarti bahwa saat x mendekati nilai c dari arah kiri, nilai
fungsi f(x) juga mendekati L. (Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.2.3

Diberikan limx→c f(x) = L yang artinya untuk setiap ϵ > 0 yang nilainya sangat
kecil, ∃ δ > 0 sedemikian sehingga |f(x)− L| < ϵ dengan syarat 0 < |x− c| < δ

atau dengan kata lain 0 < |x− c| < δ → |f(x)− L| < ϵ (Purcel dkk., 2007).

Teorema 2.2.1

Misalkan n adalah bilangan bulat positif, k merupakan konstanta, dan f serta g

adalah fungsi-fungsi yang memiliki limit di titik c. Maka

1. limx→c k = k

2. limx→c x = c

3. limx→c

[
kf(x)

]
= k limx→c f(x)

4. limx→c

[
f(x) + g(x)

]
= limx→c f(x) + limx→c g(x)

5. limx→c

[
f(x)− g(x)

]
= limx→c f(x)− limx→c g(x)

6. limx→c

[
f(x) · g(x)

]
= limx→c f(x) · limx→c g(x)
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7. limx→c

[
f(x)
g(x)

]
= limx→c f(x)

limx→c g(x)
, asalkan limx→c g(x) ̸= 0

8. limx→c

[
f(x)

]n
=
[
limx→c f(x)

]n
9. limx→c

n
√

f(x) = n
√

limx→c f(x), asalkan limx→c f(x) > 0 ketika n genap

(Purcel dkk., 2007).

Bukti :

1. Akan dibuktikan bahwa limx→c k = k.

Ambil sebarang ϵ > 0, kemudian kita akan mencari δ > 0 , sehingga

| f(x)− k |< ϵ apabila 0 < |x− c| < δ

Ketidaksamaan sebelah kiri akan memenuhi untuk setiap nilai ϵ > 0 karena kita
sementara membuktikan nilai limit jika f(x) = k. Berarti dapat dipilih untuk
setiap δ > 0 , sehingga

| f(x)− k |= |k − k| = 0 < ϵ. ■

2. Akan dibuktikan bahwa limx→c x = c.

Ambil sebarang ϵ > 0 dan pilih δ = ϵ , sedemikian sehingga jika

0 < |x− c| < δ = ϵ, maka | f(x)− c |= |x− c| < δ = ϵ. ■

3. Akan dibuktikan bahwa limx→c

[
kf(x)

]
= k limx→c f(x).

Misalkan limx→c f(x) = K.

• Untuk k = 0 , maka kf(x) = 0, sehingga

limx→c[kf(x)] = limx→c[0] = 0 = 0f(x).

Berarti teorema diatas benar untuk k = 0 .

• Untuk k ̸= 0,

Ambil sebarang ϵ > 0 , karena limx→c f(x) = K dan berdasarkan definisi limit
berarti terdapat δ1 > 0, sehingga

| f(x)−K |< ϵ
|k| apabila 0 <| x− c |< δ1.

Sekarang, pilih δ = δ1 dan akan dibuktikan bahwa

| kf(x)− kK |< ϵ
|k| apabila 0 <| x− c |< δ.

Kemudian , andaikan 0 <| x− c |< δ berarti

| kf(x)− kK |< ϵ
|k| =| k || f(x)−K |<| k | ϵ

|k| = ϵ. ■
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4. Akan dibuktikan bahwa limx→c

[
f(x) + g(x)

]
= limx→c f(x) + limx→c g(x).

Misalkan limx→c f(x) = K dan limx→c g(x) = L.

Ambil sebarang ϵ > 0, karena limx→c f(x) = K dan limx→c g(x) = L, berarti
terdapat δ1 > 0 dan δ2 > 0, sehingga jika 0 < |x− c| < δ1 maka |f(x)−K| < ϵ

2

dan jika 0 < |x− c| < δ2 maka |g(x)− L| < ϵ
2
.

Sekarang, pilih δ = min{δ1, δ2}, kemudian akan ditunjukkan bahwa jika 0 <

|x− c| < δ maka |f(x) + g(x)− (K + L)| < ϵ.

Andaikan 0 < |x− c| < δ, maka diperoleh

|f(x) + g(x)− (K + L)| = |f(x) + g(x)−K − L|
= |(f(x)−K) + (g(x)− L)|
≤ |f(x)−K|+ |g(x)− L| (Ketidaksamaan

Segitiga)

<
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

< ϵ. ■

5. Akan dibuktikan bahwa limx→c [f(x)− g(x)] = limx→c f(x)− limx→c g(x).

Misalkan limx→c f(x) = K dan limx→c g(x) = L.

lim
x→c

[f(x)− g(x)] = lim
x→c

[f(x) + (−1)g(x)]

= lim
x→c

f(x) + lim
x→c

(−1)g(x)

= lim
x→c

f(x) + (−1) lim
x→c

g(x) (Teorema 2.2.1 nomor 3)

= K + (−1)L

Dengan demikian, diperoleh

limx→c [f(x)− g(x)] = K − L = limx→c f(x)− limx→c g(x). ■

6. Akan dibuktikan bahwa limx→c

[
f(x) · g(x)

]
= lim

x→c
f(x) · lim

x→c
g(x).

Misalkan limx→c f(x) = K dan limx→c g(x) = L.

Karena lim
x→c

f(x) = K dan lim
x→c

g(x) = L dengan menggunakan
teorema 2.2.1 nomor 1 dan 2, diperoleh

limx→c [f(x)−K] = limx→c f(x)− limx→cK = K −K = 0 dan



13

limx→c [g(x)− L] = limx→c g(x)− limx→c L = L− L = 0.

Ambil sebarang ϵ > 0. Maka terdapat δ1 > 0 dan δ2 > 0, sehingga
jika 0 < |x− c| < δ1 maka |(f(x)−K)− 0| <

√
ϵ dan jika

0 < |x− c| < δ2 maka |(g(x)− L)− 0| <
√
ϵ.

Pilih δ = min{δ1, δ2}, maka jika 0 < |x− c| < δ, kita mendapatkan

|[f(x)−K][g(x)− L]− 0| = |f(x)−K||g(x)− L| <
√
ϵ ·

√
ϵ = ϵ.

Telah dibuktikan bahwa

limx→c [f(x)g(x)] = limx→c [(f(x)−K)(g(x)− L)] = 0.

Namun, masih belum membuktikan teorema di atas secara lengkap.
Perhatikan bahwa

[f(x)−K][g(x)− L] = f(x)g(x)− Lf(x)−Kg(x) +KL

f(x)g(x) = [f(x)−K][g(x)− L] + Lf(x) +Kg(x)−
KL

Karena limx→c [(f(x)−K)(g(x)− L)] = 0

lim
x→c

[
f(x)g(x)

]
= lim

x→c
[[f(x)−K][g(x)− L] + Lf(x) +Kg(x)−

KL]

= lim
x→c

[f(x)−K][g(x)− L] + lim
x→c

Lf(x)+

lim
x→c

Kg(x)− lim
x→c

KL

= 0 + lim
x→c

Lf(x) + lim
x→c

Kg(x)− lim
x→c

KL

= L lim
x→c

f(x) +K lim
x→c

g(x)−KL

= L ·K +K · L−KL

= KL

= lim
x→c

f(x) · lim
x→c

g(x). ■

7. Akan dibuktikan bahwa lim
x→c

[
f(x)
g(x)

]
= limx→c f(x)

limx→c g(x)
, asalkan lim

x→c
g(x) ̸= 0.

Misalkan limx→c f(x) = K dan limx→c g(x) = L.

Akan ditunjukkan limx→c
1

g(x)
= 1

L
.

Misalkan ϵ > 0, karena limx→c g(x) = L, ada δ1 > 0 sehingga

|g(x)− L| < |L|
2

untuk 0 < |x− c| < δ1.
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Dengan menggunakan asumsi bahwa 0 < |x− c| < δ1, diperoleh

|L| = |L− g(x) + g(x)|
< |L− g(x)|+ |g(x)|
= |g(x)− L|+ |g(x)| (|L− g(x)| = |g(x)− L|)

<
|L|
2

+ |g(x)| (Asumsi bahwa 0 < |x− c| < δ1)

Sehingga

|L| < |L|
2

+ |g(x)|

|L| − |L|
2

<
|L|
2

− |L|
2

+ |g(x)|

|L|
2

< |g(x)|(
|L|
2

)−1

>

(
|g(x)|

)−1

1

|g(x)|
<

2

|L|
.

Karena δ2 > 0 maka |g(x)− L| < |L|2
2
ϵ untuk 0 < |x− c| < δ2.

Pilih δ = min{δ1, δ2}, jika 0 < |x− c| < δ, maka diperoleh∣∣∣∣∣ 1

g(x)
− 1

L

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣L− g(x)

Lg(x)

∣∣∣∣∣
=

1

|Lg(x)|
|L− g(x)|

=
1

|L|
1

|g(x)|
|g(x)− L|

<
1

|L|
2

|L|
|g(x)− L| (Asumsi bahwa 0 < |x− c| <

δ ≤ δ1)

<
2

|L|2
|L|2

2
ϵ (Asumsi bahwa 0 < |x− c| < δ ≤ δ2)

= ϵ.

Telah dibuktikan bahwa limx→c
1

g(x)
= 1

L
. Sehingga



15

lim
x→c

[
f(x)

g(x)

]
= lim

x→c

[
f(x)

1

g(x)

]
= lim

x→c
f(x) lim

x→c

1

g(x)
(Gunakan Teorema 6)

= K
1

L
=

K

L
=

limx→c f(x)

limx→c g(x)
. ■

8. Akan dibuktikan bahwa limx→c

[
f(x)

]n
=
[
limx→c f(x)

]n, untuk n ∈ Z.

Misalkan limx→c f(x) = K.

Akan dibuktikan menggunakan induksi matematika yaitu

lim
x→c

[
f(x)

]n
=
[
lim
x→c

f(x)
]n

= Kn, untuk n ≥ 2 dan n adalah bilangan

bulat. Untuk n = 2, diperoleh

lim
x→c

[
f(x)

]2
= lim

x→c
f(x)f(x) = lim

x→c
f(x) lim

x→c
f(x) = KK = K2.

Jadi, terbukti benar untuk n = 2. Asumsikan bahwa benar untuk n− 1

, sehingga berlaku limx→c

[
f(x)

]n−1

= Kn−1.

Dengan menggunakan teorema 2.2.1 nomor 6, diperoleh

lim
x→c

[
f(x)

]n
= lim

x→c

([
f(x)

]n−1

f(x)
)

= lim
x→c

[
f(x)

]n−1

lim
x→c

f(x)

= Kn−1K

= Kn

=
[
lim
x→c

f(x)
]n

■

9. Akan ditunjukkan bahwa limx→c
n
√

f(x) = n
√

limx→c f(x), asalkan

limx→c f(x) > 0 ketika n genap.

Berdasarkan teorema 2.2.1 nomor 8 diperoleh

limx→c(f(x))
n = (limx→c f(x))

n

Berarti jika n = 1
k
, maka didapat :

limx→c(f(x))
1
k = (limx→c f(x))

1
k
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limx→c
k
√

f(x) = k
√

limx→c f(x)

atau dapat dituliskan

limx→c
n
√

f(x) = n
√

limx→c f(x) ■

(Dawkins, 2007).

Contoh 2.2.2

Misalkan limx→3 2x
4. Maka

limx→3 2x
4 = 2 limx→3 x

4 = 2
[
limx→3 x

]4
= 2
[
3
]4

= 162.

Contoh 2.2.3

Misalkan limx→4(3x
2 − 2x). Maka

lim
x→4

(3x2 − 2x) = lim
x→4

3x2 − lim
x→4

2x

= 3 lim
x→4

x2 − 2 lim
x→4

x

= 3
(
lim
x→4

x2
)
− 2
(
lim
x→4

x
)

= 3(4)2 − 2(4)

= 40.

2.3 Turunan

Pada subbab ini akan dijelaskan definisi, teorema, dan contoh mengenai turunan.

Definisi 2.3.1

Turunan dari fungsi f adalah fungsi lain yang dilambangkan dengan f ′ (dibaca
”f aksen”) yang nilainya pada sebarang bilangan c didefinisikan sebagai f ′(c) =

limh→0
f(c+h)−f(c)

h
dengan syarat limitnya ada dan bukan ∞ atau -∞ (Purcel dkk.,

2007).

Contoh 2.3.1

Misalkan f(y) = 13y − 6, maka

f ′(4) = lim
h→0

f(4 + h)− f(4)

h
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= lim
h→0

| 13(4 + h)− 6 | − | 13(4)− 6 |
h

= lim
h→0

13h

h
= 13.

Teorema 2.3.1

Jika f ′(c) ada, maka fungsi f adalah kontinu di titik c.

Bukti :

Untuk membuktikan f kontinu di c, maka akan ditunjukkan bahwa lim
x→c

f(x)

= f(c). Tuliskan f(x) dalam bentuk

f(x) = f(c) +
f(x)− f(c)

x− c
(x− c), x ̸= c

lim
h→0

f(x) = lim
h→0

[
f(c) +

f(x)− f(c)

x− c
· (x− c)

]

= lim
h→0

f(c) + lim
h→0

f(x)− f(c)

x− c
· lim
h→0

(x− c)

= f(c) + f ′(c) · 0
= f(c) ■

(Purcel dkk., 2007).

Teorema 2.3.2

Jika f dan g merupakan fungsi-fungsi yang dapat terdiferensiasikan, maka
(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)

atau
Dx[f(x) + g(x)] = Dxf(x) +Dxg(x).

Bukti :

Misalkan F (x) = f(x) + g(x). Maka

F ′(x) = lim
h→0

[
[f(x+ h) + g(x+ h)]

h
− [f(x) + g(x)]

h

]
= lim

h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
+

g(x+ h)− g(x)

h

]
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

= f ′(x) + g′(x) ■

(Purcel dkk., 2007).
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Teorema 2.3.3

Jika f dan g adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka
(f − g)′(x) = f ′(x)− g′(x)

atau
Dx[f(x)− g(x)] = Dxf(x)−Dxg(x).

Bukti :

Misalkan F (x) = f(x)− g(x). Maka

F ′(x) = lim
h→0

[
[f(x+ h)− g(x+ h)]

h
− [f(x)− g(x)]

h

]
= lim

h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
− g(x+ h)− g(x)

h

]
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
− lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

= f ′(x)− g′(x) ■

(Purcel dkk., 2007).

Teorema 2.3.4

Jika f dan g yaitu fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka
(f · g)′(x) = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x)

atau
Dx[f(x) · g(x)] = f(x)Dxg(x) + g(x)Dxf(x).

Bukti :

Misalkan F (x) = f(x) · g(x). Maka

F ′(x) = lim
h→0

[
f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x)

h

]
= lim

h→0

[
f(x+ h) · g(x+ h)− f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x)− f(x)g(x)

h

]
= lim

h→0

[
f(x+ h) · g(x+ h)− g(x)

h
+

g(x) · f(x+ h)− f(x)

h

]
= lim

h→0
f(x+ h) · lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
+ g(x) · lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h

= f(x)g′(x) + g(x)f ′(x) ■

(Purcel dkk., 2007).
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Teorema 2.3.5

Jika f dan g merupakan fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan dengan g(x) ̸= 0

maka (
f
g

)′
(x) = g(x)f ′(x)−f(x)g′(x)

g2(x)

atau

Dx

(
f(x)
g(x)

)
= g(x)Dxf(x)−f(x)Dxg(x)

g2(x)
.

Bukti :

Misalkan F (x) = f(x)/g(x). Maka

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
h→0

g(x)f(x+ h)− f(x)g(x+ h)

h
· 1

g(x)g(x+ h)

= lim
h→0

[
g(x)f(x+ h)− g(x)f(x) + f(x)g(x)− f(x)g(x+ h)

h
·

1

g(x)g(x+ h)

]

= lim
h→0

{[
g(x)

f(x+ h)− f(x)

h
− f(x)

g(x+ h)− g(x)

h

]
·

1

g(x)g(x+ h)

}
= [g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)]

1

g(x)g(x)
■

(Purcel dkk., 2007).

Contoh 2.3.2

Carilah turunan dari 5x2 + 7x− 6. Maka

Dx(5x
2 + 7x− 6) = Dx(5x

2 + 7x)−Dx(6)

= Dx(5x
2) +Dx(7x)−Dx(6)

= 5Dx(x
2) + 7Dx(x)−Dx(6)

= 5 · 2x+ 7 · 1− 0

= 10x+ 7.
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2.4 Barisan

Barisan merupakan salah satu subbab yang mendukung inti dari permasalahan yang
akan diselesaikan pada skripsi ini. Untuk itu akan dijelaskan mengenai definisi,
teorema, serta contoh barisan.

Definisi 2.4.1

Barisan adalah suatu fungsi yang domainnya adalah himpunan bilangan bulat positif.
Misal terdapat bilangan bulat positif 1,2,3 , ..., n , ... yang bersesuaian dengan
bilangan real xn tertentu, maka x1, x2, ..., xn, ... dikatakan barisan (Mizrahi &
Sulivan, 1982).

Contoh 2.4.1

Barisan bilangan real dengan suku-suku xn = 1
n

untuk setiap n ∈ N dan dapat
dinyatakan dalam bentuk

x =
(
1, 1

2
, 1
3
, ...
)

.

Definisi 2.4.2

Barisan dikatakan konvergen (convergent) jika ∃ bilangan x ∈ X sehingga ∀
bilangan asli ϵ > 0 ∃ bilangan asli n0 dan setiap bilangan asli n ≥ n0 benar
bahwa | xn−x |< ϵ, pengertian tersebut ditulis singkat dengan limn→∞ xn = x atau(
xn

)
→ x untuk n → ∞ dan bilangan x disebut limit barisan

(
xn

)
, dan dikatakan

barisan
(
xn

)
konvergen ke x. Barisan

(
xn

)
yang tak konvergen dikatakan divergen

(Darmawijaya, 2007).

Contoh 2.4.2

Akan ditunjukkan barisan
(
1
n

)
konvergen sebab untuk setiap ϵ > 0 ada bilangan asli

n0 (bergantung pada ϵ), sehingga n ≥ n0 berlaku | 1
n
− 0 |< ϵ itu disebut barisan(

1
n

)
konvergen ke 0 atau barisan

(
1
n

)
mempunyai limit 0 untuk n → ∞ dan ditulis

dengan limn→∞ | 1
n
− 0 |< ϵ atau dapat ditulis dengan limn→∞

1
n
= 0.

Definisi 2.4.3

Suatu barisan x = (xn) dikatakan terbatas jika dan hanya jika ∃ suatu bilangan
M ≥ 0 sedemikian sehingga | xn |≤ M ∀n ∈ N . Himpunan dari semua barisan
terbatas dilambangkan dengan l∞ (Maddox, 1970).
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Definisi 2.4.4

Barisan bilangan real
(
xn

)
merupakan suatu fungsi dari himpunan semua bilangan

asli N ke dalam himpunan semua bilangan real R (Muslikh, 2012).

Teorema 2.4.1

Diberikan barisan bilangan real
(
xn

)
dengan xn ≥ 0 untuk setiap n ∈ N. Jika

limn→∞ xn = x, maka x ≥ 0.

Bukti :

Andaikan x < 0. Karena limn→∞ xn = x maka ∀ ϵ > 0 ∃ N ∈ N sedemikian
sehingga untuk setiap n ≥ N berlaku

| xn − x |< ϵ.

Jika diambil ϵ = −x
2

> 0 (hal ini dibenarkan karena x < 0), maka untuk setiap
n ≥ N diperoleh

| xn − x |< −x
2

,

Khususnya untuk n = N , maka

| xN − x |< −x
2

.

Karena xN ≥ 0, didapat

xN − x < −x
2

atau

xN < x
2
.

Karena xN ≥ 0, maka dari ketaksamaan terakhir didapat x > 0. Hal ini kontradiksi
dengan x < 0. Jadi haruslah x ≥ 0. ■

(Muslikh, 2012).

Definisi 2.4.5

Barisan bilangan real
(
xn

)
dikatakan terbatas (keatas atau kebawah) jika daerah

jangkau {xn | n ∈ N} terbatas (Muslikh, 2012).
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2.5 Deret

Deret adalah salah satu subbab yang mendukung dari permasalahan yang akan
diselesaikan pada skripsi ini. Untuk itu akan dijelaskan tentang deret.

Definisi 2.5.1

Deret tak terhingga
∑∞

n=1 an konvergen dan mempunyai jumlah S, jika barisan
jumlah parsial (Sn) konvergen ke S. Jika (Sn) divergen, maka deret divergen. Deret
divergen tidak memiliki jumlah (Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.5.2

Deret yang berbentuk
∞∑
n=1

arn−1 = a+ ar + ar2 + ...

di mana a ̸= 0 disebut deret geometri.

Jika |r| < 1 maka deret
∑∞

n=1 ar
n−1 konvergen ke a

1−r
dan jika |r| > 1 maka

divergen.

(Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.5.3

Deret yang berbentuk
∞∑
n=1

1

np
= 1 +

1

2p
+

1

3p
+ ...

di mana p konstanta disebut deret p.

Jika p > 1 maka deret p konvergen dan jika p ≤ 1 maka deret p divergen.

(Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.5.4

Misalkan f adalah fungsi kontinu, positif, tidak naik pada interval [1,∞) dan
andaikan bahwa an = f(n) untuk semua bilangan bulat positif n. Maka deret tak
terhingga

∞∑
n=1

an

konvergen jika dan hanya jika integral tak wajar
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∫ ∞

1

f(x)dx

konvergen (Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.5.5

Andaikan bahwa an ≥ 0, bn > 0, dan

lim
n→∞

an
bn

= L

jika 0 < L < ∞, maka
∑

an dan
∑

bn bersama-sama konvergen atau divergen.
Jika L = 0 dan

∑
bn konvergen, maka

∑
an konvergen (Purcel dkk., 2007).

Definisi 2.5.6

Misalkan (|an|
1
n ) terbatas dan lim

n→∞
|an|

1
n = L. Jika L < 1, maka

∑∞
n=1 an konvergen;

jika L > 1, maka
∑∞

n=1 an divergen (Gunawan, 2023).

2.6 Barisan lq pada Interval 0 < q < 1

Subbab ini menjelaskan barisan lq pada Interval 0 < q < 1 menurut Darmawijaya
(2007).

Definisi 2.6.1

Diberikan ω yaitu koleksi semua barisan bilangan real. Maka

ω = {x̃ = (xn) : xn ∈ R}.

Untuk setiap bilangan real q dengan 0 < q < 1 didefinisikan

lq =

{
x̃ = (xn) ∈ ω :

∑∞
n=1 | xn |q< ∞

}
dan norm pada lq yaitu

∥x∥q=

{∑∞
n=1 | xn |q

} 1
q

(Darmawijaya, 2007).

Contoh 2.6.1

Untuk setiap bilangan real q dengan 0 < q < 1 didefinisikan
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l 1
2
=

{
x̃ = (xn) ∈ ω :

∑∞
n=1 | xn | 12< ∞

}
dan norm pada l 1

2
yaitu

∥x∥ 1
2
=

{∑∞
n=1 | xn | 12

} 1
1
2

.

2.7 Ruang Barisan

Berikut akan dijelaskan definisi dan contoh tentang ruang barisan.

Definisi 2.7.1

Diberikan ω yaitu koleksi semua barisan bilangan real. Maka

ω = {x̃ = (xn) : xn ∈ R}.

Untuk setiap bilangan real p dengan 1 ≤ p < ∞ didefinisikan

lp =

{
x̃ = (xn) ∈ ω :

∑∞
n=1 | xn |p< ∞

}
dan norm pada lp yaitu

∥x∥p=

{∑∞
n=1 | xn |p

} 1
p

(Darmawijaya, 2007).

Contoh 2.7.1

Untuk setiap bilangan real p dengan 1 ≤ p < ∞ didefinisikan

l1 =

{
x̃ = (xn) ∈ ω :

∑∞
n=1 | xn |1< ∞

}
dan norm pada l1 yaitu

∥x∥1=

{∑∞
n=1 | xn |1

}
.

Definisi 2.7.2

Ruang barisan klasik l1 adalah koleksi dari semua bilangan riil (xk) yang memenuhi∑∞
n=1 | xk |< +∞, dan ditulis dengan
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l1 =

{
(xk)k≥1;

∑∞
k=1 | xk |< +∞

}
.

Diberikan norma pada l1 sebagai berikut

∥x∥1=

{∑∞
k=1 | xk |

}
(Alwi, 2014).

Definisi 2.7.3

Ruang barisan klasik l∞ adalah koleksi dari semua barisan bilangan terbatas dengan
norma ∥x∥∞= sup

{
| xk |; k ≥ 1

}
, ditulis dengan

l∞ =

{
x = (xk); supk≥1 | xk |< +∞

}
.

Dengan norma pada l∞ sebagai berikut :

∥x∥∞=
{
supk≥1 | xk |

}
(Alwi, 2014).

2.8 Ruang Vektor

Berikut akan dijelaskan definisi, teorema, dan contoh tentang ruang vektor.

Definisi 2.8.1

Misalkan V merupakan suatu himpunan takkosong dari objek-objek sebarang, di
mana dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian dengan skalar.
V disebut ruang vektor dan objek-objek pada V disebut vektor, jika memenuhi
aksioma-aksioma berikut:

1. u + v ∈ V,

2. u + v = v + u (sifat komutatif),

3. u + (v + w) = (u + v) + w (sifat asosiatif),

4. Ada sebuah vektor 0 ∈ V sehingga 0 + u = u + 0 = u untuk semua u ∈ V ,

5. Untuk setiap u ∈ V , terdapat suatu objek −u ∈ V , sehingga u + (−u) =

(−u) + u = 0,
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6. Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah objek sebarang ∈ V maka, ku terdapat
pada V ,

7. k(u + v) = ku +kv (sifat distributif),

8. (k + l)u = ku +lu,

9. k(lu) = (kl)u,

10. 1u = u.

(Anton & Rorres, 2004).

Contoh 2.8.1

Misalkan V terdiri dari suatu objek tunggal yang dinotasikan dengan 0 dan dapat
didefinisikan

0 + 0 = 0 dan k0 = 0

untuk semua skalar k. Ruang vektor ini disebut sebagai ruang vektor nol.

Teorema 2.8.1

Misalkan V merupakan suatu ruang vektor, u adalah suatu vektor pada V , dan k

adalah suatu skalar, maka :

1. 0u = 0

2. k0 = 0

3. (−1)u = −u

4. Jika ku = 0, maka k = 0 atau u = 0

Bukti :

1. Akan dibuktikan bahwa 0u = 0.

Perhatikan bahwa:

0u+ 0u = (0 + 0)u (Aksioma 8)

= 0u (Sifat dari bilangan 0)

Berdasarkan aksioma 5, vektor 0u memiliki bentuk negatif, −0u. Dengan
menambahkan negaifnya pada kedua ruas diatas, maka akan menghasilkan:
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[0u+ 0u] + (−0u) = 0u+ (−0u)

Atau

0u+ [0u+ (−0u)] = 0u+ (−0u) (Aksioma 3)

0u+ 0 = 0 (Aksioma 5)

0u = 0. (Aksioma 4) ■

2. Akan dibuktikan bahwa k0 = 0.

Perhatikan bahwa :
k0+ ku = k(0+ u)

= ku

Dengan menjumlahkan negatif dari ku, yaitu −ku pada kedua ruas diatas, maka
akan diperoleh :

(k0+ ku) + (−ku) = ku+ (−ku)

k0+ (ku+ (−ku)) = 0

k0+ 0 = 0

k0 = 0. ■

3. Akan dibuktikan bahwa (−1)u = −u.

Untuk menunjukkan (−1)u=−u, diperlukan bahwa u+ (−1)u= 0. Perhatikan
bahwa:

u+ (−1)u = 1u+ (−1)u (Aksioma 10)

= (1 + (−1))u (Aksioma 8)

= 0u (Sifat dari bilangan)

= 0. ■

4. Akan dibuktikan bahwa Jika ku = 0, maka k = 0 atau u = 0.

Jika ku = 0 dan k ̸= 0, maka u = 0

ku = 0

1/k(ku) = (1/k)0

((1/k)ku) = (1/k)0

1.u = 0

u = 0. ■
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Jika ku = 0 dan u ̸= 0, maka k = 0

ku = 0

(ku)1/u = 0(1/u)

k(u(1/u)) = 0(1/u)

k.1 = 0

k = 0. ■

(Anton & Rorres, 2004).

Definisi 2.8.2

Diketahui V ruang vektor atas lapangan F dan W ⊂ V . Jika himpunan W terhadap
operasi-operasi yang sama dengan operasi-operasi di dalam V juga merupakan ruang
vektor atas F , maka W disebut ruang vektor bagian dari V (Darmawijaya, 2007).

Definisi 2.8.3

Suatu vektor w disebut suatu kombinasi linear dari vektor-vektor v1,v2, ...,vr jika
dapat dinyatakan dalam bentuk

w = k1v1 + k2v2 + ...+ krvr

di mana k1, k2, ..., kr adalah skalar (Anton & Rorres, 2004).

Definisi 2.8.4

Jika S = {v1,v2, ...,vr} adalah suatu himpunan vektor-vektor pada suatu ruang
vektor V , maka subruang W dari V yang terdiri dari semua kombinasi linear
vektor-vektor pada S disebut sebagai ruang yang direntang (space spanned) oleh
v1,v2, ...,vr dan vektor-vektor v1,v2, ...,vr merentang (span) W . Untuk menyatakan
bahwa W merupakan ruang yang direntang oleh vektor-vektor pada himpunan
S = {v1,v2, ...,vr} kita menuliskan

W = rentang(S) atau W = rentang{v1,v2, ...,vr}

(Anton & Rorres, 2004).

Definisi 2.8.5

Jika S = {v1,v2, ...,vr} adalah himpunan takkosong vektor-vektor maka persamaan
vektor

k1v1 + k2v2 + ...+ krvr = 0

memiliki paling tidak satu solusi, yaitu
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k1 = 0, k2 = 0, ..., kr = 0

Jika ini satu-satunya solusi, maka S disebut sebagai himpunan bebas linear (linearly
independent). Jika terdapat solusi-solusi lain, maka S disebut sebagai himpunan
tidak bebas linear (linearly dependent) (Anton & Rorres, 2004).

2.9 Ruang Bernorm

Pada subbab ini akan dijelaskan materi mengenai ruang bernorm.

Definisi 2.9.1

Dalam konteks ruang vektor X , sebuah norma adalah fungsi ∥.∥ : X → R yang
mempunyai sifat-sifat berikut untuk setiap y, z ∈ X dan α ∈ R :

1. ∥y∥ ≥ 0 untuk setiap y ∈ X ,

2. ∥y∥ = 0, jika dan hanya jika y = 0,

3. ∥αy∥= ∥α∥·∥y∥ untuk setiap skalar α dan y ∈ X ,

4. ∥y + z∥ ≤ ∥y∥+∥z∥ untuk setiap y, z ∈ X .

Disebut norma (norm) pada X dan bilangan nonnegatif ∥y∥ disebut norm vektor y.
Ruang linier X yang dilengkapi dengan suatu norm ∥.∥ disebut ruang bernorma
(norm space) dan dituliskan singkat dengan (X, ∥.∥) atau X saja asalkan norm nya
telah diketahui (Darmawijaya, 2007).

Lemma 2.9.1

Dalam ruang linear bernorma X berlaku ∥y∥−∥z∥ ≤ ∥y − z∥ ∀ y, z ∈ X (Maddox,
1970).

Bukti :

∀ y, z ∈ X diperoleh

∥y∥−∥z∥ = ∥y − z + z∥−∥z∥ ≤ ∥y − z∥+∥z∥−∥z∥= ∥y − z∥ ■

Definisi 2.9.2

Barisan (xn) di dalam ruang bernorma (X, ∥.∥) disebut barisan Cauchy atau barisan
fundamental jika ∀ bilangan ϵ > 0 ∃ bilangan asli n0, sehingga ∀ dua bilangan asli
m,n ≥ n0 berlaku ∥xm − xn∥< ϵ (Barttle & Sherbert, 2000).
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Teorema 2.9.1

Setiap barisan yang konvergen di dalam ruang bernorma X merupakan barisan
Chaucy (Barttle & Sherbert, 2000).

Bukti :

Misalkan (xn) adalah barisan di X dengan limn→∞ xn = x dan misalkan ϵ < 0

maka ∃ bilangan asli N ∈ N sedemikian hingga berlaku d(x, xn) <
ϵ
2
∀ n ≥ N ,

akibatnya untuk n,m ≥ N berlaku d(xn, xm) ≤ d(xm, x) + d(xn) < ϵ, jadi (xn)

barisan Cauchy. ■

Definisi 2.9.3

Ruang bernorma dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan Cauchy di dalamnya
konvergen (Barttle & Sherbert, 2000).



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu
Pengetahuan Alam, Universitas Lampung pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025.

3.2 Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian dalam penelitian ini adalah :

1. Mempelajari konsep dan mengkonstruksi limit pada barisan.

2. Memahami konsep dan mengkonstruksi barisan fungsi.

3. Mencari literatur tentang derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada interval
0 < q < 1.

4. Mengkonstruksi definisi dan contoh derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq

pada interval 0 < q < 1.

5. Menunjukkan sifat-sifat derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada interval
0 < q < 1.

6. Menyelidiki definisi dan memberikan contoh tentang maksimal dan minimal
fungsi bernilai barisan lq pada interval 0 < q < 1.

7. Membuat kesimpulan tentang derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan lq pada
interval 0 < q < 1.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya, maka dapat dibuat
kesimpulan sebagai berikut :

1. Diberikan fungsi-fungsi f̄ : [a, b] → R∞. Derivatif fungsi f̄ di tulis df̄
dx

∈ lq

f̄ ′(x) = limh→0
f̄(x+h)−f̄(x)

h

asalkan nilai limitnya ada, bukan ∞ atau -∞, dan (
∑∞

n=1|
df̄
dx
|q)

1
q < ∞ pada

interval 0 < q < 1.

2. Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka

a. (f̄ + ḡ)′(x) = f̄ ′(x) + ḡ′(x)

b. (f̄ − ḡ)′(x) = f̄ ′(x)− ḡ′(x)

c. (f̄ · ḡ)′(x) = f̄(x)ḡ′(x) + ḡ(x)f̄ ′(x)

3. Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan dengan ḡ(x) ̸= 0 maka(
f̄
ḡ

)′
(x) = ḡ(x)f̄ ′(x)−f̄(x)ḡ′(x)

ḡ2(x)

4. f̄(x) mempunyai maksimal dan minimal pada [a, b] jika df̄
dx

= 0̄ pada x ∈ [a, b]

dan x sebagai titik kritis.

5. Misalkan f̄ ′ dan f̄ ′′ ada pada setiap titik interval terbuka (a, b) yang memuat c,
dan misalkan f̄ ′(c) = 0̄.

a. Jika f̄ ′′ < 0̄, maka f̄(c) adalah nilai maksimum lokal f̄ .

b. Jika f̄ ′′ > 0̄, maka f̄(c) adalah nilai minimum lokal f̄ .
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5.2 Saran

Disarankan kepada para penelitian yang akan datang untuk mengembangkan penelitian
terhadap derivatif parsial fungsi-fungsi bernilai barisan lainnya.
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