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ABSTRACT 

 

 

COMPARISON OF GAUSS-SEIDEL, FIXED POINT, AND NEWTON 

MIDPOINT HALLEY (NMH) METHODS FOR SOLUTION OF SYSTEMS 

OF NONLINEAR EQUATION 

 

 

 

By 

 

 

DEMI IMANDA 

 

 

A system of nonlinear equations is a collection of two or more nonlinear equations 

whose solutions are convergent or divergent approximate roots. In this research, the 

author uses the Gauss-Seidel method, Fixed Point method, and Newton Midpoint 

Halley (NMH) method. With the results of the discussion, the Newton Midpoint 

Halley (NMH) method is the best method for solving the three systems of nonlinear 

equations. This is proven by the number of iterations of the Newton Midpoint 

Halley (NMH) method being smaller compared to the Gauss-Seidel and Fixed Point 

methods. 

 

Keywords : Systems of Nonlinear Equations, Gauss-Seidel method, Fixed Point 

method, and Newton Midpoint Halley (NMH) method. 
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Oleh 

 

 

DEMI IMANDA 

 

 

Sistem persamaan nonlinear merupakan kumpulan dari dua persamaan nonlinear 

atau lebih yang penyelesaiannya berupa akar-akar hampiran yang konvergen atau 

divergen. Pada penelitian ini, penulis menggunakan metode Gauss-Seidel, metode 

titik tetap, dan metode Newton Midpoint Halley (NMH). Dengan hasil pembahasan 

yaitu metode Newton Midpoint Halley (NMH) adalah metode terbaik untuk 

menyelesaikan ketiga sistem persamaan nonlinear tersebut. Hal ini dibuktikan 

dengan jumlah iterasi metode Newton Midpoint Halley (NMH) lebih kecil 

dibandingkan dengan metode Gauss-Seidel dan titik tetap. 

 

Kata Kunci : Sistem Persamaan Nonlinear, metode Gauss-Seidel, metode titik 

tetap, dan metode Newon Midpoint Halley (NMH).
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I. PENDAHULUAN 

 

 

 

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

 

 

 

Matematika adalah ilmu eksak yang melibatkan rumus dan perhitungan. 

Berfungsi sebagai alat untuk menyederhanakan berbagai masalah. Dengan 

matematika, suatu permasalahan akan menjadi lebih mudah untuk disajikan, 

dipahami, dianalisis, dan dipecahkan. Namun, tidak semua permasalahan dapat 

diselesaikan hanya dengan perhitungan sederhana. Jika suatu masalah terlalu 

rumit untuk diselesaikan dengan metode analitik, maka metode numerik dapat 

digunakan sebagai alternatif untuk menemukan solusinya (Masykur dan Halim, 

2009). 

 

Permasalahan nonlinear yaitu persamaan di mana pangkat variabelnya lebih 

dari satu atau terdapat suku-suku yang merupakan hasil perkalian dari dua atau 

lebih variabel. Sedangkan kumpulan dari dua atau lebih persamaan disebut 

dengan sistem persamaan nonlinear. Solusi dari sistem persamaan nonlinear 

dapat berupa akar-akar pendekatan yang konvergen atau akar-akar pendekatan 

yang divergen (Prihandono, 2015). 

 

Terdapat sejumlah metode numerik untuk mengatasi persoalan program 

nonlinear yang khusus, misalnya metode Newton Raphson, metode Jacobian, 

metode titik tetap, metode Newton Midpoint Halley (NMH), metode Broyden, 

dan metode Gauss-Seidel. Metode-metode tersebut digunakan untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinear (Chapra dan Canale, 1991). 
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Metode Gauss-Seidel adalah suatu penyelesaian sistem persamaan nonlinear 

dengan menggunakan nilai iterasi terbaru yang diperoleh. Keunggulan metode 

Gauss-Seidel terletak pada kecepatan proses iterasinya untuk mencapai 

konvergen (Sahid, 2005). 

 

Metode titik tetap merujuk pada metode iterasi sederhana, metode langsung atau 

metode substitusi beruntun. Disebut metode iterasi sederhana karena algoritma 

iterasinya mudah dibentuk, sedangkan kekurangannya adalah proses iterasinya 

memakan waktu lama dan tidak dapat digunakan untuk menemukan solusi dari 

akar kompleks (imajiner) (Sahid, 2005). 

 

Metode Newton Midpoint Halley (NMH) adalah metode Newton yang 

dikombinasikan dengan aturan Midpoint yang dapat menghasilkan akar dari 

persamaan lebih cepat. Kombinasi metode Newton dengan metode Halley 

menghasilkan metode baru yang lebih efisien untuk mencapai kekonvergenan 

(Ozban, 2004). 

 

Beberapa penelitian sebelumnya yang mengkaji mengenai perbandingan dari 

metode numerik di antaranya yaitu Hidayah, F.N., dkk., (2019) melakukan 

penelitian mengenai metode Newton Midpoint Halley (NMH) untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinear. Hasil dari penelitiannya 

menunjukkan bahwa metode NMH dapat menyelesaikan sistem persamaan 

nonlinear. Ritonga & Suryana (2019) melakukan penelitian mengenai 

perbandingan kecepatan konvergensi akar persamaan nonlinier metode titik 

tetap dengan metode Newton Raphson menggunakan matlab. Hasil 

penelitiannya memperlihatkan bahwa kecepatan konvergensi menuju akar 

dengan metode Newton Raphson lebih cepat dibanding metode titik tetap. 

Sitompul & Siahaan (2022) melakukan penelitian mengenai solusi numerik 

persamaan diferensial biasa orde dua dengan sistem persamaan nonlinier. Hasil 

penelitiannya menunjukkan bahwa penerapan metode Newton pada beda 

hingga terpusat sangat baik dalam mengaproksimasi solusi eksak dari 
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persamaan diferensial orde 2 dengan kondisi batas. Salwa, H.N., dkk., (2022) 

melakukan penelitian mengenai perbandingan metode Newton Midpoint Halley 

(NMH), metode Olver dan metode Chabysave dalam penyelesaian akar-akar 

persamaan nonlinear. Hasil dari penelitian ini yaitu metode NMH merupakan 

metode terbaik dalam menyelesaikan akar-akar persamaan nonlinear. Monice 

dkk (2023) melakukan penelitian mengenai studi perbandingan metode Gauss-

Seidel dan metode Newton Raphson dalam rekonfigurasi penyulang okura 

PT.PLN Unit Layanan Pelanggan (ULP) Rumbai. Hasil dari penelitiannya yaitu 

metode Newton Raphson memperoleh tegangan tertinggi 1,00 pu dan terendah 

0,981 pu sedangkan rugi-rugi daya aktif 74 kW dan reaktif sebesar 113 kVar 

dengan Iterasi 2 dan Max. Error 0,000156024 sedangkan metode Gauss Seidal 

memperoleh tegangan tertinggi 1,00 pu dan terendah 0,999 pu sedangkan rugi-

rugi daya aktif 0,001 kW dan reaktif sebesar 0,002 kVar dengan iterasi 101 dan 

Max. Error 0.0245611. 

 

Sejauh penelusuran literatur yang penulis lakukan, belum ada penelitian yang 

membahas mengenai metode Gauss-Seidel, metode titik tetap, dan metode 

Newton Midpoint Halley (NMH) untuk mencari solusi sistem persamaan 

polinomial nonlinear. Sehingga penulis tertarik untuk membahas metode 

Gauss-Seidel, metode titik tetap, dan metode Newton Midpoint Halley (NMH) 

untuk mencari solusi sistem persamaan polinomial nonlinear. 

 

1.2 Batasan Masalah 

 

 

 

Penelitian ini membahas tentang 2 kasus dengan bentuk persamaan yang 

berbeda untuk penyelesaian sistem persamaan nonlinear dengan metode Gauss-

Seidel, metode titik tetap, dan metode Newton Midpoint Halley (NMH). 
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1.3 Tujuan Penelitian 

 

 

 

Tujuan penelitian ini adalah untuk menemukan metode yang lebih efektif antara 

metode Gauss-Seidel, metode titik tetap, dan metode Newton Midpoint Halley 

(NMH) untuk mencari solusi sistem persamaan nonlinear. 

 

1.4 Manfaat Penelitian  

 

 

 

Pada penelitian ini, berdasarkan masalah dan tujuan penelitian yang telah 

diuraikan, manfaat penelitian ini yaitu: 

1. Memberikan pengetahuan bagi para peneliti yang ingin mengkaji tentang 

penyelesaian sistem persamaan nonlinear dengan metode Gauss-Seidel, 

metode titik tetap, dan metode Newton Midpoint Halley (NMH). 

2. Mengetahui metode yang lebih akurat di antara metode Gauss-Seidel, 

metode titik tetap, dan metode Newton Midpoint Halley (NMH) untuk 

sistem persamaan nonlinear. 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

 

 

2.1 Persamaan 

 

 

 

Pernyataan matematika yang dinyatakan secara simbolis bahwa dua hal yang 

sama persis disebut persamaan. Tanda sama dengan (=) digunakan saat menulis 

persamaan. Kesamaan dua ekspresi yang terdiri dari satu atau lebih peubah dapat 

dinyatakan dengan menggunakan persamaan. Sebagai contoh, persamaan 

berikut ini selalu berlaku untuk 𝑥 anggota bilangan real: 

𝑥(𝑥 − 1) = 𝑥2 − 𝑥 

 Persamaan di atas merupakan contoh dari identitas persamaan yang selalu benar. 

Sedangkan persamaan di bawah ini bukanlah suatu identitas: 

𝑥2 − 𝑥 = 0 

Persamaan tersebut adalah salah untuk sejumlah tak hingga 𝑥, dan hanya benar 

untuk satu nilai. Oleh karena itu, jika terdapat persamaan diketahui bernilai 

benar, maka persamaan tersebut membawa informasi mengenai nilai 𝑥. Secara 

umum, nilai peubah di mana suatu persamaan menjadi benar disebut dengan 

solusi atau penyelesaian (Hulu & Sinaga, 2019). 

 

Banyak penulis yang menggunakan istilah persamaan untuk kesamaan yang 

bukan identitas. Sebagai contoh, 

 

(𝑥 + 1)2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 

 

adalah identitas, sedangkan (𝑥 + 1)2 = 2𝑥2 + 𝑥 + 1  adalah persamaan yang 

memiliki akar 𝑥 = 0 dan 𝑥 = 1.  
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Huruf-huruf awal alfabet, seperti 𝑎, 𝑏, 𝑐, …  sering dipakai sebagai konstanta, 

sedangkan huruf-huruf di akhir alfabet seperti 𝑥, 𝑦 dan 𝑧 umumnya digunakan 

untuk mewakili variabel (Hulu & Sinaga, 2019). 

 

2.1.1 Persamaan Linear 

 

 

 

Persamaan linear adalah persamaan di mana pangkat tertinggi dari variabelnya 

adalah satu (Ayres & Schmidt, 2004). 

 

Dalam bentuk persamaan linear dengan 𝑛  variabel, dapat dinyatakan dengan 

bentuk 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏,  di mana 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  dan 𝑏  adalah 

bilangan-bilangan real, sementara 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  adalah variabelnya (Leon, 

2001). 

 

2.1.2 Persamaan Nonlinear 

 

 

 

Persamanan nonlinear adalah persamaan yang bertujuan mencari akar 𝑥 

sehingga, (𝑥) = 0.  Karena fungsi (𝑥) = 0  tidak memiliki rumus khusus, 

berbagai metode pendekatan digunakan untuk menentukan nilai akarnya. 

Dalam sistem persamaan nonlinear, terdiri dari himpunan nilai 𝑥 yang secara 

bersamaan memenuhi semua persamaan sehingga hasilnya sama dengan nol. 

Penentuan akar dari persamaan tunggal juga merupakan bagian dari suatu 

masalah. Suatu masalah yang berkaitan dengan penyelesaian sistem nonlinear 

adalah menemukan lokasi akar-akar dari himpunan persamaan nonlinear 

(Asminah & Sahfitri, 2012). 

 

Sistem persamaan nonlinear adalah sekumpulan persamaan nonlinear yang 

melibatkan fungsi tujuannya saja atau fungsi kendala yang berbentuk nonlinear, 
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di mana pangkat variabelnya lebih dari satu. Beberapa fungsi tujuan dalam 

persamaan nonlinear tidak dapat diselesaikan secara analitik, tetapi dapat 

dipecahkan menggunakan metode-metode khusus yang dibuat untuk 

menangani masalah persamaan nonlinear (Utami, dkk., 2013). 

 

Menurut Basuki (2005), secara umum semua persamaan yang berbentuk 

𝑓(𝑥) = 0 dikategorikan sebagai nonlinear jika fungsi yang terlibat merupakan 

fungsi nonlinear terhadap variabelnya. Contoh dari persamaan nonlinear adalah 

sebagai berikut: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦2 + 𝑥 + 10𝑦 + 8 = 0      (2.1) 

Penyelesaian persamaan nonlinear melibatkan penentuan akar-akar dari 

persamaan nonlinear, di mana akar dari persamaan 𝑓(𝑥) = 0  adalah nilai 𝑥 

yang membuat nilai 𝑓(𝑥) = 0. 

 

2.2 Sistem Persamaan Nonlinear 

 

 

 

Sistem persamaan nonlinear merupakan sekumpulan persamaan nonlinear yang 

saling terkait untuk mencapai tujuan tertentu (Munir, 2006). Berikut adalah 

bentuk dari persamaan-persamaan tersebut: 

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0 

                                      ⁝ 

 𝑓𝑛(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  = 0                    (2.2)  

dengan hasil penyelesaiannya adalah 𝒙 = (𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏)𝑻. 

 

Secara umum penyelesaian sistem persamaan nonlinear sulit dilakukan secara 

analitik, oleh karena itu, digunakan pendekatan numerik untuk 

menyelesaikannya. Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk 

menangani masalah matematis melalui operasi hitung seperti penjumlahan, 

pengurangan, perkalian, dan pembagian. Hasil yang diperoleh dari metode 
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numerik merupakan sebuah perkiraan. Hampiran, pendekatan, atau aproksimasi 

(approximation) diartikan sebagai nilai yang mendekati solusi sejati atau 

sebenarnya (Chapra and Canale, 2002). 

 

2.3 Metode Numerik 

 

 

 

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk menyusun masalah 

matematik sehingga dapat diselesaikan menggunakan operasi perhitungan dasar 

seperti penjumlahan, perkalian, dan pembagian (Munir, 2006). 

  

Perbedaan utama antara metode numerik dengan metode analitik terletak pada 

dua aspek. Pertama, solusi dari metode numerik selalu berupa angka, sedangkan 

metode analitik memberikan solusi dalam bentuk fungsi matematis, yang 

kemudian dapat dievaluasi untuk menghasilkan nilai numerik. Kedua, metode 

numerik menghasilkan solusi yang merupakan pendekatan atau hampiran 

terhadap solusi yang sebenarnya, sehingga sering disebut sebagai solusi 

hampiran atau solusi pendekatan. Namun, solusi hampiran dapat dibuat dengan 

tingkat ketelitian yang tinggi (Hidayati dkk., 2022). 

 

2.4 Galat (error) 

 

 

 

Secara umum, metode numerik tidak fokus untuk memperoleh jawaban yang 

eksak dari masalah yang dipecahkan. Penyelesaian yang diperoleh berupa 

penyelesaian pendekatan, oleh karena itu biasanya timbul galat (error). Galat 

(error) menunjukkan seberapa dekat solusi hampiran tersebut dengan solusi 

sebenarnya. Semakin kecil galatnya, semakin akurat solusi numerik yang 

diperoleh (Hidayati dkk., 2022). 
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Error yang kecil menunjukkan adanya konvergenitas (Munif dan Aries, 2003). 

Dalam proses iterasi, konvergenitas terjadi jika error pada iterasi pertama lebih 

besar dari error pada iterasi kedua, error iterasi kedua lebih besar daripada 

iterasi ketiga dan error iterasi ke-𝑛 lebih besar dari iterasi ke-𝑛 + 1. Hal ini 

dapat dituliskan secara matematis sebagai berikut: 

𝜀1 > 𝜀2 > 𝜀3 > ⋯ > 𝜀𝑛 > 𝜀𝑛+1 

konvergenitas tersebut merupakan syarat penyelesaian pada perhitungan 

numerik dengan proses iterasi. 

 

2.5 Metode Gauss-Seidel 

 

 

 

Metode Gauss-Seidel merupakan cara penyelesaian sistem persamaan nonlinear 

dengan menentukan nilai 𝑥𝑖
𝑛+1  berdasarkan nilai 𝑥𝑖

𝑛  yang paling baru (Ripai, 

2012). 

 

Persamaan umum untuk metode Gauss-Seidel diberikan sebagai berikut: 

𝑥1
𝑖+1 = 𝑔1(𝑥1

𝑖 , 𝑥2
𝑖 , 𝑥3

𝑖 , … , 𝑥𝑛
𝑖 ) 

𝑥2
𝑖+1     = 𝑔2(𝑥1

𝑖+1, 𝑥2
𝑖 , 𝑥3

𝑖 , … , 𝑥𝑛
𝑖 ) 

   ⋮         =                      ⋮                    

        𝑥𝑛
𝑖+1     = 𝑔𝑛(𝑥1

𝑖+1, 𝑥2
𝑖 , … , 𝑥𝑛−1

𝑖 , 𝑥𝑛
𝑖 )       (2.3) 

Iterasi dimulai dengan memberikan nilai awal untuk 𝑥: 

𝑥𝑖
(0)

=

𝑥1
(0)

𝑥2
⋮

(0)

𝑥𝑛(0)

      

Iterasi akan berhenti jika: 

𝑥1
𝑖+1 − 𝑥1

𝑖 < 𝜀 

atau 

𝑥1
𝑖+1−𝑥1

𝑖

𝑥1
𝑖+1 < 𝛿, 

untuk 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 
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Contoh 2.1 

Selesaikan sistem persamaan nonlinear berikut dengan metode Gauss-Seidel: 

𝑥2 − 2𝑦 = 3 

4𝑥 − 𝑦2    = −1 

dengan toleransi galat 𝜀 = 0.00001 

Penyelesaian: 

Langkah 1: 

Menentukan fungsi analitik dari sistem persamaan  nonlinear sebagai berikut: 

𝑓1𝑥, 𝑦 = 𝑥2 − 2𝑦 − 3 = 0 

𝑓2𝑥, 𝑦 = 4𝑥 − 𝑦2 + 1 = 0 

dan solusi analitiknya adalah: 

𝑔1𝑥, 𝑦 = √2𝑦 + 3 

𝑔2𝑥, 𝑦 = √4𝑥 + 1 

Langkah 2: 

Menentukan nilai awal untuk nilai 𝑥0 = 𝑖 + 1 dan 𝑦0 = 2 

Langkah 3:  

Prosedur iterasinya adalah: 

𝑥𝑖+1 = √2𝑦𝑖 + 3 

𝑦𝑖+1 = √4𝑥𝑖+1 + 1 

Melakukan proses iterasi: 

Iterasi ke-1 

       𝑥1 = √2𝑦 + 3 = √2(2) + 3 = 2.64575 

                𝑦(1) = √4𝑥 + 1 = √4(2.64575) + 1 = 3.40338 

Iterasi ke-2 

𝑥2 = √2(3.40338) + 3 = √6.80676 = 3.13157 

𝜀𝑥 = 3.13157 − 2.64575 = 0.48582 

𝑦(2) = √4( 3.13157) + 1 = √13.52628 = 3.67781 

𝜀𝑦 = 3.67781 − 3.40338 = 0.27443 

Iterasi ke-3 

𝑥(3) = √2(3.67781) + 3 = √10.35262 = 3.21801 
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𝜀𝑥 = 3.21801 − 3.13157 = 0.08644 

𝑦(3) = √4(3.21801) + 1 = √13.87204 = 3.72452 

𝜀𝑦 = 3.72452 − 3.67781 = 0.04671 

⋮ 

Iterasi ke-10 

𝑥(10) = √2(3.73382) + 3 = √10.46764 = 3.23537 

𝜀𝑥 = 3.23537 − 3.23536 = 0.00001 

𝑦10  = √4 (3.23537) + 1 = √13.9415 = 3.73383 

𝜀𝑦 = 3.73383 − 3.73382 = 0.00001 

 

Berdasarkan perhitungan pada iterasi ke-10 diperoleh nilai yang mendekati nilai 

konvergensi yang diharapkan, yaitu nilai 𝑥 = 3.23537  dan 𝑦 = 3.73383 

dengan galat yang kecil dari toleransi galat 𝜀 = 0.00001 yaitu galat untuk 𝑥 =

0.00001 dan 𝑦 = 0.00001. 

 

2.6 Metode Titik Tetap 

 

 

 

Metode titik tetap yang dikenal juga sebagai metode iterasi sederhana, disebut 

iterasi sederhana karena proses pembentukan prosedur iterasinya relatif mudah. 

Dalam metode ini, 𝑥 dipisahkan sehingga persamaan 𝑓(𝑥) = 0 setara dengan 

𝑥 = 𝑔(𝑥) dan prosedur iterasinya berbentuk 𝑥𝑟+1 = 𝑔(𝑥𝑟). 

Prosedur iterasi titik tetap untuk sistem dengan dua persamaan nonlinear: 

𝑥𝑟+1 = 𝑔1(𝑥𝑟 , 𝑦𝑟)                   (2.4) 

    𝑦𝑟+1 = 𝑔2(𝑥𝑟 , 𝑦𝑟)        (2.5) 

di mana 𝑟 = 0,1,2, … 

 

Iterasi akan berhenti jika: 
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|𝑥𝑟+1 − 𝑥𝑟| = 𝜀 

atau 

|
|𝑥𝑟+1 − 𝑥𝑟|

𝑥𝑟+1
| < 𝛿 

dengan 𝜀 dan 𝛿 yang telah ditetapkan sebelumnya (Hidayati dkk., 2022). 

 

Syarat perlu kekonvergenan metode iterasi titik tetap untuk sistem persamaan 

nonlinear adalah: 

𝜕𝑔1

𝜕𝑥
+

𝜕𝑔1

𝜕𝑦
< 1 

dan               (2.6) 

𝜕𝑔2

𝜕𝑥
+

𝜕𝑔2

𝜕𝑦
< 1 

di dalam selang yang mengandung titik tetap 𝑝, 𝑞. 

 

Contoh 2.2  

Selesaikan sistem persamaan nonlinear berikut dengan metode titik tetap: 

𝑥2 − 2𝑦 = 3 

4𝑥 − 𝑦2 = −1 

dengan toleransi galat 𝜀 = 0.00001.  

Penyelesaian: 

Langkah 1: 

Mengubah bentuk persamaan 𝑓1(𝑥, 𝑦)  dan 𝑓2(𝑥, 𝑦)  menjadi bentuk 𝑥 =

𝑔1(𝑥, 𝑦) dan 𝑦 = 𝑔2(𝑥, 𝑦): 

𝑥 = √2𝑦 + 3 
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𝑦 = √4𝑥 + 1 

jadi, 

𝑔1(𝑥, 𝑦) = √2𝑦 + 3 

𝑔2(𝑥, 𝑦) = √4𝑥 + 1 

kemudian mencari turunan dari fungsi di atas, yaitu: 

𝜕𝑔1

𝜕𝑥
= 0                    ;        

𝜕𝑔1

𝜕𝑦
=

1

√2𝑦 + 3
 

𝜕𝑔2

𝜕𝑥
=

2

√4𝑥 + 1
      ;        

𝜕𝑔2

𝜕𝑦
= 0 

Langkah 2: 

Menentukan nilai tebakan awal 𝑥0 = 1 dan 𝑦0 = 2, kemudian menghitung nilai 

turunan fungsi yaitu sebagai berikut: 

𝜕𝑔1

𝜕𝑥
= 0 

𝜕𝑔1

𝜕𝑦
=

1

√2𝑦 + 3
=

1

√2(2) + 3
=

1

√7
= 0.378 

𝜕𝑔2

𝜕𝑥
=

1

√4𝑥 + 1
=

1

√4(1) + 1
=

1

√5
= 0.894 

𝜕𝑔2

𝜕𝑦
= 0 

Sehingga diperoleh: 

𝜕𝑔1

𝜕𝑥
+

𝜕𝑔1

𝜕𝑦
= 0.378 < 1 

𝜕𝑔2

𝜕𝑥
+

𝜕𝑔2

𝜕𝑦
= 0.894 < 1 

Jadi, syarat melakukan iterasi terpenuhi. 

Langkah 3: 
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Prosedur iterasinya adalah: 

𝑥𝑟+1 = √2𝑦𝑟 + 3 

𝑦𝑟+1 = √4𝑥𝑟 + 1 

Melakukan iterasi: 

Iterasi ke-1 

𝑥(1) = √2(2) + 3 = √7 = 2.64575 

𝑦(1) = √4(1) + 1 = √5 = 2.23607 

Iterasi ke-2 

𝑥(2) = √2(2.23607) + 3 = √7.47214 = 2.73352 

𝜀𝑥    = 2.73352 − 2.64575 = 0.08777 

𝑦(2) = √4(2.64575) + 1 = √11.583 = 3.40338 

𝜀𝑦    = 3.40338 − 2.23607 = 1.16731 

Iterasi ke-3 

𝑥(3) = √2(3.40338) + 3 = √9.80676 = 3.13157 

𝜀𝑥    = 3.13157 − 2.73352 = 0.39805 

𝑦(3) = √4(2.73352) + 1 = √11.93408 = 3.45457 

𝜀𝑦    = 3.45457 − 3.40338 = 0.05119 

                               ⋮ 

Iterasi ke-19 

𝑥(19) = √2(3.73382) + 3 = √10.46764 = 3.23537 

𝜀𝑥      = 3.23537 − 3.23537 = 0.00000 

𝑦(19)   = √4(3.23537) + 1 = √13.94148 = 3.73383 



 15 

 

 

𝜀𝑦      = 3.73383 − 3.73382 = 0.00001 

Berdasarkan perhitungan iterasi ke-19 diperoleh nilai yang mendekati nilai 

konvergensi yang diinginkan yaitu nilai 𝑥 = 3.23537  dan 𝑦 = 3.73383 

dengan galat dari toleransi galat 𝜀 = 0.00001 yaitu galat untuk 𝑥 = 0.00000 

dan 𝑦 = 0.00001. 

 

2.7 Metode Newton 

 

 

 

Metode numerik yang digunakan untuk mencari akar persamaan nonlinier salah 

satunya adalah metode Newton (Anton & Rorres, 2013). Dalam menggunakan 

metode Newton untuk menyelesaikan persamaan nonlinear 𝑓(𝑥𝑛)  diperlukan 

titik tebakan awal seta turunan pertama 𝑓′(𝑥𝑛) pada setiap iterasi. Rumus iterasi 

untuk metode Newton adalah sebagai berikut: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

𝑓′(𝑥𝑛)
; 𝑓′(𝑥𝑛) ≠ 0, 𝑛 = ℤ+. 

Rumus metode Newton untuk mencari akar suatu sistem persamaan nonlinier 

adalah: 

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 − 𝑱(𝑿𝒏)−1. 𝑭(𝑿𝒏), 𝑛 = ℤ+.      (2.7) 

Persamaan (2.7) memerlukan tebakan awal 𝑿𝒏  dan matriks Jacobian 𝑱(𝑿𝒏) . 

Matriks Jacobian 𝑱(𝑿𝒏)  merupakan turunan pertama dari fungsi 𝑭(𝑿𝒏)  dan 

dapat ditulis sebagai 𝑭′(𝑿𝒏). Matriks 𝑱(𝑿𝒏) harus berupa matriks nonsingular. 

Kriteria untuk menghentikan iterasi metode Newton adalah Ketika norm galat 

iterasi menjadi lebih kecil dari galat toleransi, yang dapat dinyatakan sebagai 

berikut: 

            ‖𝑬𝑛+1‖ < 𝐸𝛿,       (2.8) 

di mana 𝑬𝑛+1 = |𝑿𝒏+𝟏 − 𝑿𝒏|. 
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2.7.1 Metode Midpoint 

 

 

 

Salah satu modifikasi metode Newton adalah metode Midpoint. Metode ini 

diusulkan oleh Ozban (2004) dengan menggabungkan pendekatan metode 

Newton, dengan aturan midpoint dan aturan trapesium (Ozban, 2004). Rumus 

iterasi untuk metode Midpoint adalah sebagai berikut: 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
𝑓(𝑥𝑛)

(𝑓′(𝑥𝑛) + 𝑓′(𝑥𝑛+1)∗)
2

, 𝑛 = ℤ+ 

di mana 𝑓′(𝑥𝑛) adalah turunan pertama dari persamaan yang diberikan 𝑓(𝑥𝑛) 

sementara (𝑥𝑛+1)∗  dihitung menggunakan metode Newton. Dalam pencarian 

akar sistem persamaan nonlinier, metode Midpoint memerlukan tebakan awal 

𝑿𝒏  seta titik tengah dari turunan pertama 𝑭(𝑿𝒏)  atau 𝑱(𝑿𝒏)  dengan 𝑱(𝑿𝒏+𝟏
∗ ) 

merupakan matriks Jacobian dari iterasi 𝑛 + 1  yang diperoleh dari metode 

Newton. Rumus metode Midpoint untuk mencari akar suatu sistem nonlinier 

adalah: 

                         𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 − (𝑱(𝑿𝒏) + 𝑱(𝑿𝒏+𝟏
∗ ))

−1
. 2𝑭(𝑿𝒏), 𝑛 = ℤ+   (2.9) 

di mana 𝑿𝒏+𝟏
∗ = 𝑿𝒏 −  𝑱(𝑿𝒏)−1. 𝑭(𝑿𝒏)  dan matriks Jacobian 𝑱(𝑿𝒏)  berupa 

matriks nonsingular. Kriteria untuk menghentikan iterasi dalam metode 

Midpoint adalah ketika galat iterasi lebih kecil dari galat toleransi yang 

ditentukan, sebagaimana ditunjukkan pada persamaan (2.8). 

 

2.7.2 Metode Halley 

 

 

 

Metode Halley adalah perluasan dari metode Newton yang diperoleh dengan 

menggunakan deret Taylor yang dipotong hingga orde kedua. Rumus metode 

Halley digunakan untuk mencari akar dari persamaan 𝑓(𝑥𝑛)  dengan tebakan 

awal 𝑥𝑛 adalah: 
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𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 −
2𝑓(𝑥𝑛)𝑓′(𝑥𝑛)

(2𝑓′(𝑥𝑛))
2

− 𝑓(𝑥𝑛)𝑓′′(𝑥𝑛)
, 𝑛 = ℤ+ 

di mana 𝑓′(𝑥𝑛)  merupakan turunan pertama dari 𝑓(𝑥𝑛) . Sedangkan rumus 

untuk mencari akar suatu sistem persamaan adalah: 

𝑿𝒏+𝟏 = 𝑿𝒏 − (𝑱(𝑿𝒏) −
1

2!
∑ 𝑒𝑖

𝑛
𝑖=1 ⊗ {(𝑱(𝑿𝒏)−1. 𝑭(𝑿𝒏))

𝑇
𝑯𝒊(𝑿𝒏)})

−1

. 𝑭(𝑿𝒏), 𝑛 = ℤ+  (2.10) 

di mana 𝑱(𝑿𝒏) adalah matriks Jacobian yang merupakan turunan pertama dari 

fungsi 𝑭(𝑿𝒏), 𝑯(𝑿𝒏) adalah matriks Hessian yang merupakan turunan kedua dari 

fungsi 𝑭(𝑿𝒏)  dan 𝑒𝑖  adalah vektor berukuran 𝑘 × 1  dengan nilai 1  jika 𝑖 = 𝑗 

dan 0 untuk 𝑖 ≠ 𝑗 serta ⊗ adalah kronecker product (Hafiz & Baghdad, 2012). 

Kriteria pemberhentian iterasi metode Midpoint adalah ketika galat iterasi lebih 

kecil dari pada galat toleransi yang diberikan atau dapat dilihat pada persamaan 

(2.8). 

 

2.7.3 Metode NMH 

 

 

 

Metode NMH adalah salah satu metode iterasi yang digunakan untuk 

menentukan nilai akar-akar persamaan dengan iterasi tiga langkah yang 

menggabungkan formula pada persamaan (2.7), persamaan (2.9) dan persamaan 

(2.10). Jika nilai 𝑿𝒏+𝟏  pada persamaan (2.7) dan persamaan (2.10) masing-

masing disebut sebagai 𝒁𝒏  dan 𝒀𝒏  maka rumus metode NMH untuk 

menyelesaikan sistem persamaan nonlinier dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝒁𝒏 = 𝑿𝒏 − 𝑱(𝑿𝒏)−1. 𝑭(𝑿𝒏), 𝑛 = ℤ+ 

                                              𝒀𝒏 = 𝑿𝒏 − (𝑱(𝑿𝒏) + 𝑱(𝒁𝒏))
−1

. 2𝑭(𝑿𝒏), 𝑛 = ℤ+ 

                                          𝑿𝒏+𝟏 = 𝒀𝒏 − (𝑱(𝒀𝒏) −
1

2!
∑ 𝑒𝑖

2
𝑖=1 ⊗

                                                               {(𝑱(𝒀𝒏)−1. 𝑭(𝒀𝒏))
𝑇

𝑯𝒊(𝒀𝒏)})
−1

. 𝑭(𝒀𝒏), 𝑛 = ℤ+. 
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Adapun algoritma metode NMH sebagai berikut: 

1. Definisikan sistem persamaan nonlinier dua variabel 𝑭(𝑿). 

2. Tentukan galat toleransi 𝐸𝛿 = 10−9 nilai awal 𝑿𝒏 dengan 𝑛 = ℤ+. 

3. Tentukan nilai 𝑭(𝑿𝒏) dan 𝑱(𝑿𝒏). 

4. Hitung nilai 𝒁𝒏 dengan metode Newton: 

𝒁𝒏 = 𝑿𝒏 − 𝑱(𝑿𝒏)−1. 𝑭(𝑿𝒏)  

Hitung nilai 𝒀𝒏 dengan metode Midpoint: 

𝒀𝒏 = 𝑿𝒏 − (𝑱(𝑿𝒏) + 𝑱(𝒁𝒏))
−1

. 2𝑭(𝑿𝒏) 

Hitung nilai 𝑿𝒏+𝟏 dengan metode Halley: 

𝑿𝒏+𝟏 = 𝒀𝒏 − [𝑱(𝒀𝒏) −
1

2!
∑ 𝑒𝑖

2

𝑖=1
⊗ (𝑱(𝒀𝒏)−1. 𝑭(𝒀𝒏))

𝑇
𝑯𝒊(𝒀𝒏)]−1. 𝑭(𝒀𝒏). 

5. Tentukan nilai galat iterasi: 

𝑬𝒏+𝟏 = |𝑿𝒏+𝟏 − 𝑿𝒏|, dan 

norm dari galat iterasi: 

‖𝑬𝒏+𝟏‖ = √𝑥2 + 𝑦2, 𝑥 dan 𝑦 ∈ 𝑬𝒏+𝟏.  

6. a. jika nilai ‖𝑬𝒏+𝟏‖ ≥ 𝐸𝛿, ganti 𝑿𝒏 dengan 𝑿𝒏+𝟏 dan ulangi langkah 3. 

b. jika ‖𝑬𝒏+𝟏‖ < 𝐸𝛿 maka iterasi berhenti. 

 

Contoh 2.3  

Selesaikan sistem persamaan nonlinear berikut dengan metode NMH: 

𝑥2 − 2𝑦 = 3 

4𝑥 − 𝑦2 = −1 

dengan toleransi galat 𝜀 = 10−9.  

Penyelesaian: 

Dengan menggunakan algoritma metode NMH, Tabel 1 adalah solusi numerik 

iterasi pertama dan seterusnya: 

Tabel 1. Hasil Iterasi Metode NMH pada Wolfram Mathematica 9.0. 

iter 𝒙 𝒚 galat 

1 0 0 − 

2 0.2825705924 −1.460065723 1.487157710 

3 0.2828901952 −1.459986568 0.000329258 
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iter 𝒙 𝒚 galat 

4 0.2828901952 −1.459986568 0 

Berdasarkan Tabel 1 iterasi ke-4 diperoleh nilai yang diinginkan yaitu nilai 𝑥 =

0.2828901952  dan 𝑦 = −1.459986568  dengan galat dari toleransi galat 𝜀 =

10−9 yaitu galat untuk 𝑥 = 0 dan 𝑦 = 0. 
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III. METODOLOGI PENELITIAN 

 

 

 

 

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun pelajaran 2023/2024 di 

jurusan Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam. 

 

3.2 Metode Penelitian 

 

 

 

Penelitian ini dilakukan secara studi literatur yaitu mempelajari buku-buku yang 

terdapat di ruang baca jurusan matematika atau Perpustakaan Daerah Provinsi 

Lampung serta artikel yang menunjang proses penelitian. 

 

Adapun langkah-langkah yang digunakan adalah sebagai berikut: 
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Mempelajari pengertian dan teorema-teorema yang mendasari penelitian ini. 

1.  

Menetapkan kasus sebagai awal untuk membandingkan metode. 

 

Menyusun algoritma untuk metode Gauss-Seidel, metode titik tetap, dan 

Newton Midpoint Halley (NMH). 

 

Membuat dan menyusun program komputer berdasarkan definisi dan 

teorema yang telah ditetapkan menggunakan software Mathematica. 

2.  

Menganalisa dan membandingkan iterasi serta galat dari metode  Gauss-

Seidel, metode titik tetap, dan metode Newton Midpoint Halley (NMH). 

 

Menentukan kesimpulan. 
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V. KESIMPULAN 

 

 

 

 

Berdasarkan pembahasan, kualitas metode dapat dinilai dari akurasi galat dan 

jumlah iterasinya dalam menyelesaikan sistem persamaan nonlinear: 

 

Kasus 1.    
          2𝑥4 + 𝑦3 − 𝑧6 = 18 

                                                   10𝑥4 + 22𝑦3 − 2𝑧6 = 98                                  

  𝑥4 − 8𝑦3 + 10𝑧6 = 6 

 

Kasus 2.   

                               3𝑥1 − cos(𝑥2𝑥3) −
1

2
= 0 

            𝑥1
2 − 81(𝑥2 + 0,1)2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥3 + 1.06 = 0      

                            𝑒−𝑥1𝑥2 + 20𝑥3 +
10𝜋−3

3
= 0 

 

Metode Gauss-Seidel menghasilkan rata-rata 8.5  iterasi, dengan galat rata-rata 

sebesar 0,0000000005 . Metode titik tetap menghasilkan rata-rata 37.5  iterasi, 

dengan galat rata-rata sebesar 0,0000000005. Metode NMH menghasilkan rata-

rata 3.5 iterasi, dengan galat rata-rata sebesar 0. Sehingga dengan melihat dari rata-

rata galat dan iterasi yang diperoleh dapat disimpulkan bahwa metode NMH lebih 

baik dibandingkan dengan metode Gauss-Seidel dan metode titik tetap untuk solusi 

sistem persamaan nonlinear. 
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