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ABSTRACT

DETERMINING THE INVERSE OF k-TRIDIAGONAL MATRIX USING
DOOLITTLE DECOMPOSITION ALGORITHM

By

Nanda Dwi Saputra

This research discusses the determination of the inverse of a k-tridiagonal
matrix using the Doolittle decomposition algorithm. A k-tridiagonal matrix is a
generalization of a tridiagonal matrix with non-zero entries only on the main diagonal
and k diagonals above and below it. An analytical approach is applied using LU
decomposition via the Doolittle method to factor the matrix A into a lower triangular
matrix L and an upper triangular matrix U . The inverse of matrix A is then computed
by solving the linear system equations in two stages using forward and backward
substitution. Additionally, a numerical algorithm based on Python programming is
developed to facilitate the computation of the inverse of a k-tridiagonal matrix. The
results show that the Doolittle method is effective in systematically and structurally
determining the inverse of k-tridiagonal matrices.

Keywords: k-tridiagonal matrix, Doolittle decomposition, matrix inverse, LU
decomposition, Python.



ABSTRAK

PENENTUAN INVERS MATRIKS k-TRIDIAGONAL MENGGUNAKAN
ALGORITMA DEKOMPOSISI DOOLITTLE

Oleh

Nanda Dwi Saputra

Penelitian ini membahas penentuan invers dari matriks k-tridiagonal menggunakan
algoritma dekomposisi Doolittle. Matriks k-tridiagonal merupakan generalisasi dari
matriks tridiagonal yang memiliki elemen tidak nol hanya pada diagonal utama serta
k diagonal di atas dan di bawahnya. Dalam penelitian ini, digunakan pendekatan
analitik melalui dekomposisi LU dengan metode Doolittle untuk membagi matriks
A menjadi matriks segitiga bawah L dan matriks segitiga atas U . Invers dari
matriks A kemudian diperoleh dengan menyelesaikan sistem persamaan linear
dua tahap menggunakan substitusi maju dan substitusi mundur. Selain itu, disusun
algoritma numerik berbasis Python untuk mempermudah proses komputasi invers
matriks k-tridiagonal. Hasil penelitian menunjukkan bahwa metode Doolittle efektif
digunakan dalam menentukan invers matriks k-tridiagonal secara sistematis dan
terstruktur.

Kata-kata kunci: matriks k-tridiagonal, dekomposisi Doolittle, invers matriks,
dekomposisi LU, Python.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matriks adalah salah satu alat dalam matematika terapan dan komputasi numerik,
khususnya dalam penyelesaian sistem persamaan linear. Matriks jenis khusus, seperti
matriks k-tridiagonal, sering muncul dalam berbagai aplikasi teknik dan ilmiah (Jia
dan Li, 2015). Matriks ini memiliki struktur yang khas, dengan entri tidak nol hanya
berada pada diagonal utama, serta k-diagonal atas dan bawah (Burden dan Faires,
2010). Salah satu permasalahan yang penting dalam studi matriks adalah bagaimana
menghitung invers dari matriks tersebut.

Untuk menghitung invers dari matriks k-tridiagonal, salah satu metodenya adalah
dekomposisi Doolitle. Dalam pendekatan Doolittle, matriks A didekomposisi
menjadi dua matriks segitiga, yaitu matriks segitiga bawah (L) dengan entri diagonal
utamanya bernilai 1, dan matriks segitiga atas (U ) (Golub dan Loan, 1996). Metode
ini memungkinkan untuk memecah perhitungan invers menjadi langkah-langkah
yang lebih sederhana, terutama untuk matriks besar yang dapat muncul dalam
berbagai aplikasi teknik dan ilmiah (El-Mikkawy dan Atlan, 2014).

Penelitian mengenai invers matriks tridiagonal beberapakali telah dilakukan.
Misalnya, penelitian yang berjudul Inversion of a tridiagonal Jacobi matrix, berhasil
mengembangkan ekspresi eksak untuk invers matriks tridiagonal menggunakan
pendekatan rekursif, tetapi pendekatan tersebut kurang fleksibel untuk komputasi
skala besar (Usmani, 1994). Sementara itu, penelitian lain yang berjudul The
LU factorizations and determinants of the k-tridiagonal matrices, Penelitian
ini membahas faktorisasi LU (Lower–Upper Decomposition) dan perhitungan
determinan dari matriks k-tridiagonal (Yalçiner, 2011). Penelitian berjudul A Novel
Algorithm for Inverting a General k-Tridiagonal Matrix menyajikan pendekatan yang
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eksak dan stabil untuk menghitung invers dari matriks k-tridiagonal nonsingular
dengan memanfaatkan metode rekursif berbasis dekomposisi LU (El-Mikkawy dan
Atlan, 2014).

Sebagai generalisasi dari matriks tridiagonal, matriks k-tridiagonal sering muncul
dalam berbagai bidang dan telah menarik banyak perhatian dalam beberapa tahun
terakhir (Jia dan Li, 2015). Penelitian ini bertujuan untuk menentukan invers dari
matriks k-tridiagonal menggunakan dekomposisi Doolittle. Sebagai tambahan, akan
disusun suatu algoritma komputer untuk menentukan invers matriks k-tridiagonal
dengan menggunakan pemograman Python.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. menentukan invers matriks k-tridiagonal dengan metode Doolitle secara analitik;

2. menyusun suatu algoritma untuk menentukan invers matriks k-tridiagonal secara
numerik dengan menggunakan bahasa pemograman Python.

1.3 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. membantu memahami cara menghitung invers matriks k-tridiagonal
menggunakan metode Doolittle secara lebih jelas;

2. hasil penelitian ini dapat menjadi tambahan pengetahuan dalam bidang
matematika, khususnya tentang matriks dan metode untuk menyelesaikannya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini membahas tentang definisi-definisi dasar yang berperan sebagai teori
pendukung dalam penyelesaian penelitian ini.

2.1 Matriks

Matriks merupakan susunan bilangan dalam bentuk persegi panjang, dan setiap
bilangan yang berada dalam susunan tersebut disebut entri matriks. Ukuran
atau dimensi matriks ditentukan berdasarkan banyaknya baris dan kolom yang
menyusunnya (Anton dan Rorres, 2000).

Definisi 2.1.1 Matriks berukuran m × n adalah kumpulan bilangan yang disusun
dalam bentuk persegi panjang dengan m baris dan n kolom, yang dapat dinyatakan
sebagai berikut (Eves, 1968):

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
am1 am2 · · · amn

 .

Matriks A memiliki m baris yang masing-masing merupakan deret horizontal dari
skalar-skalar yaitu:

[a11 a12 · · · a1n], [a21 a22 · · · a2n], . . . , [am1 am2 · · · amn].

Sementara itu, kolom-kolom dari matriks A terdiri dari n deret vertikal sebagai
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berikut: 
a11

a21
...

am1

 ,


a12

a22
...

am2

 , . . . ,


a1n

a2n
...

amn

 .

Setiap entri aij disebut sebagai entri ke-i, j dari matriks A, yaitu entri yang terletak
pada baris ke-i dan kolom ke-j. Secara umum, dapat ditulis dalam bentuk A = [aij].

2.2 Operasi Matriks

Setelah memahami definisi matriks sebagai susunan bilangan dalam baris dan
kolom yang berbentuk persegi panjang, langkah berikutnya adalah mempelajari
operasi-operasi dasar matriks. Operasi ini, seperti penjumlahan, pengurangan,
perkalian dan transpos matriks.

Definisi 2.2.1 Diberikan matriks A = [aij] dan B = [bij], yang masing-masing
berukuran m× n. Jumlah dari matriks A dan B adalah matriks C = [cij], dengan
cij = aij + bij . begitu pula berlaku untuk pengurangan matriks (Wijayanti dkk.,
2018).

Secara sederhana, definisi tersebut dapat dituliskan sebagai:

C = A+B = [aij + bij].

C = A−B = [aij − bij].

Contoh 2.2.1 Diberikan matriks A dan B sebagai berikut:

A =

[
2 −1 3 6

4 6 −4 0

]
, B =

[
4 7 −8 −1

9 3 2 −5

]
.
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Jumlah (A+B) dan selisih (A−B) dari kedua matriks tersebut adalah

C = A+B

=

[
2 −1 3 6

4 6 −4 0

]
+

[
4 7 −8 −1

9 3 2 −5

]

=

[
2 + 4 −1 + 7 3 + (−8) 6 + (−1)

4 + 9 6 + 3 −4 + 2 0 + (−5)

]

=

[
6 6 −5 5

13 9 −2 −5

]
.

C = A−B

=

[
2 −1 3 6

4 6 −4 0

]
−

[
4 7 −8 −1

9 3 2 −5

]

=

[
2− 4 −1− 7 3− (−8) 6− (−1)

4− 9 6− 3 −4− 2 0− (−5)

]

=

[
−2 −8 11 7

−5 3 −6 5

]
.

Selanjutnya, akan dibahas operasi perkalian skalar dengan matriks. Dalam operasi
operasi ini, setiap entri dalam matriks dikalikan dengan bilangan skalar tertentu.

Definisi 2.2.2 Diberikan sebarang matriks A = [aij] yang berukuran m × n dan
skalar c, maka hasil kali cA adalah matriks baru yang terbentuk dari perkalian setiap
entri pada matriks A dengan bilangan c. Matriks cA disebut sebagai kelipatan skalar
dari A (Kolman dan Beck, 2015).

Dalam notasi matriks, jika A = [aij], maka:

(cA)ij = c(A)ij = caij.

Contoh 2.2.2 Diberikan c = 2 dan matriks A sebagai berikut:

A =

[
0 1 5

3 2 8

]
.

Diperoleh:

2A = 2

[
0 1 5

3 2 8

]
=

[
0 2 10

6 4 16

]
.
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Selain dapat dikalikan dengan skalar, matriks juga bisa dikalikan dengan matriks
lain. Proses perkalian ini dilakukan dengan cara menjumlahkan hasil perkalian
antara entri-entri pada baris dari matriks pertama dengan entri-entri pada kolom dari
matriks kedua.

Definisi 2.2.3 Diberikan matriks A = [aij] dengan ukuran m × n dan matriks
B = [bjk] dengan ukuran n× p. Hasil perkalian matriks A dan B adalah matriks C
berukuran m× p dengan komponen-komponen (Wijayanti dkk., 2018):

cij = bi(A) · kj(B)

= ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

=

n∑
t=1

aitbtj,

dengan i = 1, 2, . . . ,m dan j = 1, 2, . . . , p.

Definisi ini menunjukkan bahwa dua matriks dapat dikalikan jika jumlah kolom
pada matriks pertama sama dengan jumlah baris pada matriks kedua. Matriks hasil
perkalian, yaitu C, akan memiliki ukuran m× p, dengan setiap entri cij diperoleh
dengan menjumlahkan hasil perkalian entri-entri pada baris ke-i dari matriks pertama
dengan entri-entri pada kolom ke-j dari matriks kedua.

Contoh 2.2.3 Diberikan matriks A dengan ukuran 2 × 3 dan matriks B dengan
ukuran 3× 4 sebagai berikut:

A =

[
3 5 1

5 −6 2

]
, B =

 2 3 1 −8

4 5 −2 −3

−2 0 −1 6

 .

Selanjutnya, akan dihitung hasil perkalian antara baris-baris dari matriks A dan
kolom-kolom dari matriks B. Sebagai contoh, vektor baris ke-2 dari matriks A, yaitu
b2(A) dengan vektor kolom ke-3 dari matriks B, yaitu k3(B). Hasil perkalian ini
akan menjadi entri pada baris ke-2 dan kolom ke-3 dari matriks C. Perhitungan
dilakukan sebagai berikut:
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Entri c23 dari matriks hasil perkalian dihitung sebagai berikut:

c23 =
[
5 −6 2

] 1

−2

−1


= (5 · 1) + ((−6) · (−2)) + (2 · (−1))

= 5 + 12 + (−2)

= 15.

Proses ini dilakukan untuk setiap vektor baris dari matriks A dan setiap vektor kolom
dari matriks B, sehingga diperoleh seluruh entri dari matriks hasil perkalian sebagai
berikut:

C =

[
−24 34 −8 −33

−18 −15 15 0

]
.

Operasi terakhir yang akan dibahas yaitu transpos matriks, operasi ini dilakukan
dengan cara menukar posisi dari baris matriks menjadi kolom matriks.

Definisi 2.2.4 Jika A adalah matriks berukuran m × n, maka transpos dari A,
yang dilambangkan dengan AT , adalah matriks yang diperoleh dengan menukar
baris-baris dan kolom-kolom dari A. Dalam hal ini, kolom pertama dari AT

merupakan hasil dari baris pertama A, kolom kedua dari AT berasal dari baris
kedua A, dan seterusnya (Anton dan Rorres, 2000).

Contoh 2.2.4 Diberikan matriks A berukuran 2× 2 dan B adalah matriks berukuran
3× 3

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
, B =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

Transpos dari matriks A dan B dilambangkan dengan AT dan BT adalah sebagai
berikut:

AT =

[
a11 a21

a12 a22

]
, BT =

a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

 .
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2.3 Determinan

Sebelum membahas konsep determinan matriks, penting untuk memahami bahwa
determinan adalah salah satu nilai penting yang dapat dihitung dari matriks persegi.
Nilai ini memberikan informasi tentang sifat matriks, seperti apakah matriks
memiliki invers atau tidak dan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear
(Strang, 2016). Matriks yang memiliki determinan bernilai nol, berarti matriks
tersebut tidak memiliki invers.

Definisi 2.3.1 Determinan dari matriks berordo ke-n, misalkan A = [aij],
dilambangkan dengan |A|, didefinisikan sebagai bilangan yang dihitung dari jumlah
berikut, melibatkan n! entri matriks:

det(A) = |A| =
∑

(±)a1j1a2j2 . . . anjn ,

dengan (j1, j2, . . . , jn) adalah jumlah permutasi n bilangan asli yang pertama. Setiap
entri diberikan tanda + jika permutasi dari {1, 2, . . . , n} adalah genap, dan tanda −
jika permutasi tersebut ganjil (Hadley, 1992).

Contoh 2.3.1 Diberikan matriks A =

[
a b

c d

]
.

Perkalian entri yang diperoleh dari matriks A adalah ad dan bc, sedangkan permutasi
dari (ad) yaitu (1,2) yang bernilai genap (+), dan (bc) yaitu (2,1) yang bernilai ganjil
(-). Sehingga, nilai determinan dari A dapat ditulis dengan det(A) = (ad)− (bc).

Setiap matriks bujursangkar memiliki skalar yang disebut dengan determinan,
dilambangkan dengan det(A) atau |A|, atau:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Berdasarkan ordo matriks, terdapat beberapa cara untuk mencari determinan
matriks. Sebagai contoh, akan ditampilkan mencari determinan matriks A berukuran
n× n dengan cara aturan sarrus dan ekspansi minor-kofaktor. Metode Sarrus pada
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prinsipnya memanfaatkan konsep inversi permutasi dan mengikuti bentuk umum
sebagaimana dijelaskan dalam Definisi 2.3.1. Namun, metode ini hanya dapat
digunakan untuk menghitung determinan matriks berorde paling tinggi 3.

Diberikan matriks A berukuran 2× 2 dan B berukuran 3× 3 sebagai berikut:

A =

[
a b

c d

]
, B =

a b c

d e f

g h i

 .

Diperoleh:
det(A) = (a.b)− (b.c). (2.3.1)

det(B) = ((a.e.i) + (b.f.g) + (c.d.h))− ((c.e.g) + (a.f.h) + (b.d.i)). (2.3.2)

Contoh 2.3.2 Diberikan matriks

A =

[
5 −3

2 −2

]
, C =

 1 2 3

−4 5 6

7 −8 9

 .

Dengan menggunakan aturan sarrus diperoleh:

det(A) = (5)(−2)− (−3)(2) = −10 + 6 = −4.

det(C) = (45 + 84 + 96)− (105 + 48 + 72) = 240.

Selanjutnya akan dibahas mengenai metode ekspansi minor-kofaktor.

Definisi 2.3.2 Jika A merupakan matriks bujur sangkar, maka minor dari entri
aij , yang dilambangkan dengan Mij , adalah determinan dari submatriks yang
diperoleh dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks A. Nilai
Aij = (−1)i+jMij disebut sebagai Cij , yaitu kofaktor dari entri aij (Anton dan
Rorres, 2000).

Contoh 2.3.3 Diberikan matriks A adalah sebagai berikut:

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .
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Minor Mij diperoleh dengan menghilangkan baris ke-i dan kolom ke-j dari matriks
A sebagai berikut:

M11 =

∣∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣∣ , M12 =

∣∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣∣ , M13 =

∣∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣∣ .
M21 =

∣∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣ , M22 =

∣∣∣∣∣a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣ , M23 =

∣∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣ .
M31 =

∣∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣∣ , M32 =

∣∣∣∣∣a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣∣ , M33 =

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ .
Kofaktor Aij didefinisikan sebagai berikut:

A11 = (−1)1+1 ·M11, A12 = (−1)1+2 ·M12, A13 = (−1)1+3 ·M13

A21 = (−1)2+1 ·M21, A22 = (−1)2+2 ·M22, A23 = (−1)2+3 ·M23

A31 = (−1)3+1 ·M31, A32 = (−1)3+2 ·M32, A33 = (−1)3+3 ·M33

Dari ekspansi tersebut dapat disusun matriks C yaitu matriks dengan entri-entrinya
merupakan hasil dari ekspansi minor-kofaktor Aij

C =

 A11 −A12 A13

−A21 A22 −A23

A31 −A32 A33

 .

Menghitung determinan dengan ekspansi kofaktor bisa dilakukan dengan 2 cara
yaitu ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-i dan ekspansi sepanjang kolom ke-j
pada matriks C.
Diketahui matriks A berukuran n× n sebagai berikut :

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... · · · · · · ...

an1 an2 · · · ann

 .

Untuk menghitung ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-i adalah sebagai berikut:

det(A) = ai1.Ci1 + ai2.Ci2 + · · ·+ ain.Cin, (2.3.3)
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Untuk menghitung ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j adalah sebagai berikut:

det(A) = a1j.C1j + a2j.C2j + · · ·+ anj.Cnj. (2.3.4)

dengan i, j = 1, 2, 3, · · · , n.

Contoh 2.3.4 Diberikan

A =

 3 1 0

−2 −4 3

5 4 −2

 .

Kofaktor-kofaktor dari A adalah

C11 = −4, C12 = 11, C13 = 12.

C21 = 2, C22 = −6, C23 = −7.

C31 = 3, C32 = −9, C33 = −10.

Jadi, matriks kofaktornya adalah−4 11 12

2 −6 −7

3 −9 −10

 .

sesuai dengan Persamaan (2.3.4) nilai determinan dari matriks A menggunakan
ekspansi kofaktor sepanjang kolom pertama dari A adalah

det(A) = 3(−4) + (−2(2)) + 5(3) = −1.

Setelah mendapatkan matriks C, akan dicari nilai adjoin dari matriks tersebut.

Definisi 2.3.3 Jika A adalah sebarang matriks n× n dan Cij adalah kofaktor dari
aij , maka matriks

C =

C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

 .

disebut matriks kofaktor dari A. Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari A
(Anton dan Rorres, 2000).
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Contoh 2.3.5 Berdasarkan matriks kofaktor C didalam Contoh 2.3.4, maka adjoin
matriks dari A adalah

adj(A) =

−4 2 3

11 −6 −9

12 −7 −10

 .

Adjoin matriks dapat digunakan untuk menentukan invers dari suatu matriks.

2.4 Invers Matriks

Setelah memahami konsep determinan dan adjoin matriks, untuk selanjutnya akan
melangkah ke pembahasan invers matriks. Invers suatu matriks jika dikalikan
dengan dirinya sendiri akan menghasilkan matriks identitas.

Definisi 2.4.1 Jika A adalah matriks berukuran m× n, dan jika terdapat matriks B
berukuran m× n sedemikian sehingga:

AB = BA = I,

dengan I adalah matriks identitas berukuran m × n, maka matriks A disebut
non-singular atau invertibel, dan B merupakan invers dari A, atau A merupakan
invers dari B (Pudjiastuti, 2006).

Sebaliknya, jika matriks A tidak memiliki invers, maka A disebut matriks singular
atau non-invertibel.

Setelah mengenal definisi dari adjoin, suatu matriks dapat dicari invers matriks
dengan cara sebagai berikut. Jika B adalah matriks yang memiliki invers, maka

B−1 =
1

det(B)
adj(B). (2.4.5)

Selain dengan menggunakan adjoinnya, invers matriks juga bisa dicari dengan
menggunakan dekomposisi matriks.
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2.5 Dekomposisi Matriks

Tahap berikutnya setelah mempelajari invers matriks adalah memahami dekomposisi
matriks, yaitu proses membagi matriks menjadi beberapa komponen dengan sifat
tertentu. Proses ini memiliki peran signifikan dalam aljabar linear karena membantu
menyederhanakan perhitungan, menyelesaikan sistem persamaan linear, serta
mengungkap struktur matriks secara mendalam.

Definisi 2.5.1 Dekomposisi matriks merupakan metode dekomposisi atau faktorisasi
matriks persegi menjadi matriks segitiga bawah dan matriks segitiga atas. Dengan
kata lain, bisa didapatkan persamaan

A = LU.

dengan A merupakan matriks persegi, L merupakan matriks segitiga bawah, dan U

merupakan matriks segitiga atas (Golub dan Loan, 1996).

Terdapat beberapa algoritma dekomposisi matriks, yaitu algoritma Doolittle dan
algoritma Crout. Selanjutnya, akan ditampilkan penjelasan terkait algoritma
dekomposisi Doolittle.

2.5.1 Dekomposisi Matriks Menggunakan Algoritma Doolittle

Metode Doolittle merupakan teknik dekomposisi matriks yang bertujuan membentuk
matriks segitiga bawah L dengan entri diagonal utama bernilai 1, sedangkan
entri-entri lainnya di luar diagonal dapat bernilai bebas (Ruminta, 2009).

Suatu matriks yang akan didekomposisi menggunakan metode Doolittle memiliki
syarat yaitu sebagai berikut:

1. matriksnya harus berbentuk persegi, yaitu memiliki jumlah baris dan kolom
yang sama (n× n);

2. matriksnya harus merupakan jenis matriks yang non-singular yaitu determinan
dari matriks tidak boleh sama dengan nol;

3. semua leading principal minor dari matriks tidak boleh sama dengan nol.
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Definisi 2.5.2 Jika terdapat suatu matriks berukuran n× n, maka leading principal
minor ke-k (dengan k ≤ n) adalah suatu submatriks berukuran k× k yang diperoleh
dengan menghapus (n− k) baris dan kolom yang bersesuaian dari matriks tersebut
(Horn dan Johnson, 2012).

Diberikan matriks A berukuran n× n,

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 .

Diperoleh leading principal minor dari matriks tersebut adalah:

a. minor orde 1: |a11| .

b. minor orde 2:

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ .
c. minor orde 3:

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ .
...

d. minor orde n = det(A).

Setelah matriks diketahui memenuhi syarat dari dekomposisi Doolittle, Selanjutnya
akan dioperasikan metode dekomposisi Doolittle sebagai berikut:

A = LU =


1 0 0 · · · 0

l21 1 0 · · · 0

l31 l32 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

ln1 ln2 ln3 · · · 1




u11 u12 u13 · · · u1n

0 u22 u23 · · · u2n

0 0 u33 · · · u3n

...
...

... . . . ...
0 0 0 · · · unn

 .

Entri-entri matriks L dan U dapat dicari dengan cara berikut:

uij = aij −
i−1∑
k=1

likukj (2.5.6)
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lij =
aij −

∑i−1
k=1 likukj

uii

, (2.5.7)

untuk setiap i = 1, 2, . . . , n, dan j = i+ 1, i+ 2, . . . , n.

Dari hasil dekomposisi, penyelesaian persamaan linear matriks A untuk menghitung
suatu invers dari matriks dapat dihitung dengan menggunakan persamaan sebagai
berikut:
Misalkan X adalah invers dari matriks A, dari definisi invers matriks, maka diperoleh

AX = I.

Dengan kata lain,
LUX = I atau UX = L−1. (2.5.8)

Langkah pertama untuk menyelesaikan persamaan adalah dengan menghitung L−1

menggunakan substitusi maju,

LUX = I. (Misalkan UX = Y dan I = B) (2.5.9)

sehingga diperoleh,
LY = B. (2.5.10)

dengan:
Y = matriks kolom pada L−1;
B = matriks kolom pada I .

Pemecahan Persamaan (2.5.10) sebagai berikut:

LY = B ⇒


1 0 0 . . . 0

l21 1 0 . . . 0

l31 l32 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

ln1 ln2 ln3 . . . 1




y1

y2

y3
...
yn

 =


b1

b2

b3
...
bn

 .



16

Dari Persamaan (2.5.10) diperoleh nilai Y sebagai berikut:

y1 = b1, yi = bi −
i−1∑
j=1

lij · yj, untuk i = 2, 3, . . . , n. (2.5.11)

Setelah mendapatkan nilai Y , dengan permisalan yang sebelumnya akan dicari nilai
X dengan subsitusi mundur

UX = Y. (2.5.12)

Pemecahan Persamaan (2.5.12) sebagai berikut :

UX = Y ⇒


u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

...
...

... . . . ...
0 0 0 . . . unn




x1

x2

x3

...
xn

 =


y1

y2

y3
...
yn

 .

Dari Persamaan (2.5.12) diperoleh nilai X sebagai berikut:

xi =
yi −

∑n
j=i+1 uij · xj

uii

, (2.5.13)

untuk i = n− 1, n− 2, . . . , 1 (Ruminta, 2009).

2.6 Matriks k-tridiagonal

Setelah mempelajari berbagai operasi dan sifat matriks, kini saatnya
memperkenalkan konsep matriks khusus, yaitu matriks k-tridiagonal.

Definisi 2.6.1 Matriks k-tridiagonal adalah generalisasi dari matriks tridiagonal
berukuran n×n yang memiliki struktur khas dengan entri-entri yang tidak nol hanya
berada pada diagonal utama dan k diagonal di atas serta di bawahnya (Burden dan
Faires, 2010).
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Secara umum, matriks k-tridiagonal T (k)
n , k = 1, 2, . . . , n dapat ditulis sebagai

berikut:

T (k)
n =



d1 0 · · · 0 a1 0 · · · 0

0 d2 0 · · · 0 a2
. . . ...

... 0
. . . . . . · · · . . . . . . 0

0 · · · 0
. . . 0 · · · . . . an−k

b1 0 · · · 0
. . . 0 · · · 0

0 b2 0 · · · 0
. . . 0 0

...
... . . . . . . · · · . . . dn−1 0

0
. . . 0 bn−k 0 · · · 0 dn


,

dengan,
1 ≤ k < n dan aij, bij, dij ̸= 0.

Parameter k menyatakan skalar yang menentukan letak entri tidak nol dari matriks
k-tridiagonal.

Contoh 2.5.1 Berikut diberikan contoh matriks k-tridiagonal

T
(1)
3 =

a b 0

c a b

0 c a

 , T
(2)
4 =


a 0 c 0

0 a 0 c

b 0 a 0

0 b 0 a

 , T
(3)
5 =


a 0 0 c 0

0 a 0 0 c

0 0 a 0 0

b 0 0 a 0

0 b 0 0 a

 .



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilakukan pada semester ganjil tahun ajaran 2024/2025 di Jurusan
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Lampung
yang beralamat di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong Meneng,
Kecamatan Rajabasa, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Metode Penelitian

Metode yang digunakan adalah studi literatur, yang diperoleh dari mengumpulkan
dan mengolah bahan penelitian berdasarkan referensi terkait seperti jurnal, buku,
dan artikel yang berkaitan dengan penelitian ini serta mengkaji definisi dan teorema
yang berhubungan dengan permasalahan penelitian ini.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini sebagai berikut:

1. Diberikan matriks k-tridiagonal T (k)
n berukuran n× n.

T (k)
n =



d1 0 · · · 0 a1 0 · · · 0

0 d2 0 · · · 0 a2
. . . ...

... 0
. . . . . . · · · . . . . . . 0

0 · · · 0
. . . 0 · · · . . . an−k

b1 0 · · · 0
. . . 0 · · · 0

0 b2 0 · · · 0
. . . 0 0

...
... . . . . . . · · · . . . dn−1 0

0
. . . 0 bn−k 0 · · · 0 dn


.
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2. Membuktikan syarat matriks untuk dioperasikan menggunakan metode
Doolittle.
Pada langkah ini akan menggunakan Definisi (2.5.2) akan dibuktikan
kelayakan matriks A untuk dioperasikan menggunakan metode dekomposisi
Doolittle.

3. Faktorisasi LU menggunakan metode Doolittle.
Pada langkah ini menggunakan Persamaan (2.5.6) dan (2.5.7) matriks T (k)

n

didekomposisi menjadi matriks segitiga bawah L dan matriks segitiga atas U
sehingga diperoleh:

L =


1 0 0 . . . 0

l21 1 0 . . . 0

l31 l32 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

ln1 ln2 ln3 . . . 1

 , dan U =


u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

...
...

... . . . ...
0 0 0 . . . unn

 .

4. Penyelesaian Sistem Linear LY = B dan UX = Y .
Pada langkah menggunakan Persamaan (2.5.11) dan (2.5.13) matriks identitas
I dipartisi menjadi kolom-kolom b1, b2, . . . , bn. Untuk setiap kolom bi,
selesaikan sistem:
L · Y = B menggunakan substitusi maju:

yi = bi −
i−1∑
j=1

lij · yj.

U ·X = Y menggunakan substitusi mundur:

xi =
yi −

∑n
j=i+1 uij · xj

uii

.

5. Susun matriks X setelah memperoleh hasil setiap kolom x1, x2, . . . , xn.
dengan

X = (T (k)
n )−1.

X =
[[
x1

] [
x2

]
. . .

[
xn

]]
.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan analisis serta pembahasan yang telah dilakukan, diperoleh kesimpulan
bahwa matriks k-tridiagonal merupakan matriks yang unik karena memiliki sifat khas
yaitu banyak elemen yang bernilai nol yang memungkinkan untuk mempermudah
perhitungan nilai determinan dan invers secara sistematis. Penelitian ini berhasil
menentukan invers matriks k-tridiagonal dengan menggunakan metode dekomposisi
Doolittle yang mempunyai syarat khusus agar suatu matriks bisa didekomposisi,
perhitungan ini juga melibatkan fungsi persamaan linear substitusi maju dan
substitusi mundur. Dari penelitian ini diperoleh bahwa matriks k-tridiagonal yang
berorde 6 × 6 dengan k = 3 yang mempunyai entri diagonal utamanya 1 dan
subdiagonalnya berkelipatan r dari superdiagonalnya akan memiliki invers matriks
dengan entri diagonal utamanya ( 1

1−ra2
) dan entri x41 = rx14, x52 = rx25,

x63 = rx36. Selanjutnya matriks k-tridiagonal yang berorde 6 × 6 dengan k = 3

yang mempunyai entri diagonal utamanya 1 dan subdiagonalnya berkelipatan −r

dari superdiagonalnya akan memiliki invers matriks dengan entri diagonal utamanya
( 1
1+ra2

) dan entri x41 = −rx14, x52 = −rx25, x63 = −rx36. Selain itu, penelitian ini
juga berhasil menentukan invers matriks k-tridiagonal menggunakan pemograman
Python.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian ini, disarankan agar penelitian lanjutan dilakukan
untuk mengeksplorasi penerapan algoritma dekomposisi Doolittle pada jenis matriks
lainnya, serta mengkaji metode alternatif dalam menentukan invers dari matriks
k-tridiagonal.
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