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ABSTRACT

DERIVATIVES OF SEQUENCE-VALUED FUNCTIONS IN l1 SPACES

By

Aqila Setiya Diyana

This study explores the concept of the derivative of functions whose values lie in
the sequence space l1, which is the set of real-valued sequences whose series of
absolute values converges, satisfying a specific norm defined as ∥x∥1 =

∑∞
n=1 |xn|.

The main focus of this research is to examine the fundamental properties of the
derivative of l1-valued functions and to investigate the existence of maximum and
minimum points of these functions. The key results include the formulation of a
definition for the derivative of such functions, followed by the derivation of their
essential properties and the characterization of their extreme points. This study is
expected to provide a meaningful contribution to the development of functional
analysis, particularly in the study of sequence-valued functions in normed spaces.

Keywords: Function, Limit, Derivative, Sequence of functions, l1 sequence.



ABSTRAK

DERIVATIF FUNGSI-FUNGSI BERNILAI BARISAN l1

Oleh

Aqila Setiya Diyana

Salah satu bidang kajian dalam matematika adalah bidang analisis. Konsep ruang
barisan termasuk yang sering dibicarakan dalam bidang tersebut. Derivatif pada
fungsi-fungsi yang bernilai dalam ruang barisan l1, yaitu ruang barisan bilangan real
yang jumlah nilai absolut setiap elemennya konvergen dan memenuhi kriteria norma
tertentu yang didefinisikan sebagai ∥x∥1 =

∑∞
n=1 |xn|1. Tujuan utama dari penelitian

ini adalah mengkaji sifat-sifat dasar derivatif dari fungsi-fungsi bernilai barisan l1,
serta menyelidiki keberadaan nilai maksimum dan minimum dari fungsi-fungsi
tersebut. Hasil utama yang diperoleh adalah pembentukan definisi derivatif untuk
fungsi-fungsi bernilai barisan l1, diikuti dengan penurunan sifat-sifat dasarnya
serta karakterisasi titik maksimum dan minimum. Penelitian ini diharapkan dapat
memberikan kontribusi terhadap pengembangan analisis fungsional, khususnya
dalam studi fungsi bernilai barisan di ruang bernorma.

Kata-kata kunci: Fungsi, Limit, Derivatif, Barisan, Barisan fungsi, Barisan l1.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Analisis matematika merupakan salah satu cabang utama dalam matematika yang
berfokus pada prinsip-prinsip fundamental, seperti limit, kekontinuan, dan diferensia-
bilitas. Prinsip-prinsip ini menjadi inti dari berbagai aplikasi matematika (Rudin,
1991). Salah satu konsep paling mendasar dalam analisis matematika adalah turunan
atau derivatif, yang digunakan untuk menggambarkan laju perubahan suatu fungsi
bernilai real. Konsep ini tidak hanya menjadi fondasi dalam kalkulus diferensial,
tetapi juga memiliki penerapan yang luas dalam optimisasi dan pemodelan dinamika
sistem. Derivatif pertama kali diperkenalkan oleh Newton dan Leibniz pada abad
ke-17, memberikan dasar teoritis untuk mempelajari fungsi bernilai real secara
sistematis dan menyeluruh (Stewart, 2002).

Dalam penggunaannya, derivatif memilik berbagai notasi matematika untuk menyata-
kan perubahan suatu fungsi. Salah satu notasi yang umum digunakan adalah apostrofi,
di mana turunan suatu fungsi f dinyatakan sebagai f ′ (dibaca ”f aksen”). Secara
formal, derivatif suatu fungsi f adalah fungsi lain f ′, yang nilainya pada sembarang
bilangan c diberikan oleh

f ′(c) = lim
h→0

f(c+ h)− f(c)

h
,

dengan syarat limit tersebut ada (Purcell & Varberg, 2008). Konsep ini menyediakan
landasan matematika untuk memahami perubahan suatu fungsi secara lokal. Seiring
perkembangan ilmu matematika, konsep derivatif telah mengalami generalisasi yang
signifikan, melampaui fungsi bernilai real sederhana hingga mencakup struktur yang
lebih kompleks, seperti fungsi multivariabel dan fungsi dalam ruang abstrak.

Pemahaman tentang turunan fungsi bernilai real yang telah berkembang ini, diperluas
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lagi menjadi turunan fungsi bernilai vektor, yang memiliki peran signifikan dalam
berbagai cabang matematika dan fisika (Hamilton, 1847). Salah satu konsep penting
dalam fungsi bernilai vektor adalah norma, yaitu ukuran panjang atau besar suatu
vektor, yang biasanya disimbolkan dengan || · ||. Norma ini dapat diterapkan pada
ruang vektor berdimensi apapun, sehingga menjadi alat yang sangat berguna dalam
analisis vektor. Dalam bukunya yang berjudul Functioal Analysis, Rudin menjelaskan
secara rinci tentang norma l1 dari sebuah vektor v = (v1, v2, ..., vn). Norma ini
didefinisikan sebagai jumlah nilai absolut dari komponen-komponen vektor tersebut,
yang dirumuskan sebagai:

||v||1 = |v1|+ |v2|+ ...|vn|.

Penerapan norma l1, memainkan peran penting dalam analisis ruang barisan l1, yang
menjadi salah satu ruang vektor lengkap dengan sifat-sifat uniknya (Rudin, 1991).

Generalisasi konsep norma ini membuka peluang untuk pengembangan teori diferen-
sial yang lebih luas, termasuk diferensiabilitas pada ruang fungsi dan ruang barisan.
Dengan pendekatan ini, dimungkinkan untuk mempelajari sifat-sifat fungsi yang
terdefinisi dalam ruang-ruang tersebut secara lebih mendalam dan sistematis. Oleh
karena itu, penelitian ini berfokus pada tema ”Derivatif Fungsi-Fungsi Bernilai
Barisan l1” untuk mengekplorasi aplikasi teori ini dalam analisis matematika yang
lebih lanjut.

1.2 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Mendefinisikan konsep derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan l1.

2. Menyelidiki sifat sifat dasar derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan l1.

3. Mendefinisikan nilai maksimum dan minimum fungsi bernilai barisan l1.
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1.3 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Menambah pemahaman mengenai konsep derivatif suatu fungsi.

2. Memahami konsep serta sifat-sifat derivatif pada fungsi bernilai barisan l1.

3. Memberikan informasi mengenai nilai maksimum dan minimum suatu fungsi
bernilai barisan.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan dipaparkan berbagai literatur dan konsep teoritis yang menjadi
landasan untuk pembahasan di bagian berikutnya.

2.1 Fungsi

Fungsi adalah salah satu konsep utama yang memiliki peran penting dan mendasar
dalam topik yang akan dibahas. Berikut akan diberikan definisi dari fungsi.

Definisi 2.1.1 Fungsi f adalah suatu aturan yang mengaitkan setiap elemen x dari
satu himpunan yang disebut domain atau daerah asal, dengan satu elemen f(x) pada
himpunan lainnya. Himpunan semua nilai yang dihasilkan melalui proses ini disebut
kodomain atau daerah hasil fungsi (Varberg dkk, 2010).

Contoh 2.1.1 Jika f(x) = x2 − 2, maka untuk x = 2, x = a, dan x = (b + c)

berturut-turut adalah sebagai berikut:

f(2) = 22 − 2 = 2

f(a) = a2 − 2

f(b+ c) = (b+ c)2 − 2 = b2 + 2bc+ c2 − 2.

Definisi 2.1.2 Misalkan f adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada suatu interval
terbuka yang memuat titik c. Fungsi f dikatakan kontinu di titik c jika memenuhi:

lim
x→c

f(x) = f(c)

Artinya, limit fungsi saat x mendekati c harus sama dengan nilai fungsi di titik
tersbut (Purcell & Varberg, 2008).
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Contoh 2.1.2 Diberikan fungsi f(x) = x2−1
x−1

dengan titik x = 2, akan dicari nilai
fungsi di titik tersebut dan nilai limitnya saat x → 2 sebagai berikut:

f(2) =
22 − 1

2− 1

=
4− 1

2− 1

= 3

lim
x→2

f(x) =
x2 − 1

x− 1

=
(x− 1)(x+ 1)

x− 1

= x+ 1

= 2 + 1

= 3

Karena nilai limx→2 f(x) = f(2) = 3 maka fungsi f(x) = x2−1
x−1

kontinu di titik
x = 2.

Definisi 2.1.3 Suatu fungsi f dikatakan kontinu pada interval tertutup I = [a, b] jika
dan hanya jika fungsi tersebut kontinu di setiap titik c ∈ (a, b), kontinu dari kanan
di titik a, dan kontinu dari kiri di titik b (Gunawan & Hendra, 2023).

Definisi 2.1.4 Diberikan sebarang fungsi f dari A ke B ditulis dengan

f : A −→ B atau A
f−→ B

dan untuk setiap x ∈ A memiliki pasangan tunggal anggota B yaitu f(x) yang
disebut nilai (value) dari fungsi f di x

x ∈ A
f−→ f(x) ∈ B.

Selanjutnya, Df = A disebut domain fungsi f , Cf = B disebut codomain fungsi f,

Rf = {f(x) : x ∈ Df}

disebut range fungsi f , dan

Gf = {(x, f(x));x ∈ Df}
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disebut graph atau grafik fungsi f (Darmawijaya, 2007).

Definisi 2.1.5 Misalkan terdapat dua fungsi f(x) dan g(x). Maka, hubungan pertidaksamaan
anatara kedua fungsi tersebut didefinisikan sebagai berikut:

a. f(x) < g(x);

b. f(x) > g(x);

c. f(x) ≤ g(x);

d. f(x) ≥ g(x)

(Jumaidi & Fauzi, 2020).

Teorema 2.1.6 Misalkan f adalah suatu fungsi yang kontinu pada interval [a, b].
Maka, f adalah fungsi yang terbatas pada [a, b] (Gunawan & Hendra, 2023).

Bukti. Andaikan f tidak terbatas pada [a, b]. Maka, terdapat suatu barisan titik (xk)

dalam [a, b] sedemikian sehingga terdapat barisan

|f(xk)| → +∞ untuk k → ∞.

karena (xk) merupakan barisan pada interval tertutup dan terbatas [a, b], maka
terdapat sub-barisan (xkj) yang konvergen ke suatu titik c ∈ [a, b]. Karena fungsi f
kontinu di c maka:

f(xkj) → f(c)

untuk j → ∞. Artinya, limit barisan f(xkj) menuju suatu nilai hingga, yaitu f(c),
yang merupakan kontradiksi dengan anggapan bahwa |f(xk)| → ∞. Maka, asumsi
f tidak terbatas adalah salah. Dengan demikian, f haruslah terbatas pada [a, b]. ■

2.2 Limit

Limit adalah konsep yang menggambarkan prilaku suatu fungsi atau barisan yang
mendekati suatu nilai tertentu, berikut diberikan definisi, teorema, dan contoh limit.

Definisi 2.2.1 Diberikan fungsi f : A ⊂ R → R dan c adalah titik cluster dari A.
Bilangan L ∈ R disebut limit fungsi f di c, jika untuk setiap ϵ > 0, terdapat δ > 0
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sedemikian sehingga:

0 < |x− c| < δ → |f(x)− L| < ϵ

untuk setiap x ∈ A. Limit fungsi f dengan nilai L dapat dituliskan sebagai

lim
x→c

f(x) = L

(Bartle & Sherbert, 2000).

Contoh 2.2.1Misalkan f : A ⊂ R → R, c merupaka titik cluster dari A, dan
f(x) = a untuk semua x ∈ A. Akan ditunjukkan bahwa

lim
x→c

f(x) = a.

Ambil sembarang ϵ > 0, terdapat δ > 0, dimisalkan δ = 1. Maka 0 < |x− c| < δ,
didapat

|f(x)− a| = |a− a| = 0 < ϵ.

Karena |f(x)− a| < ϵ, maka dari definisi diperoleh

lim
x→c

f(x) = a.

Teorema 2.2.2 Misalkan limx→a f(x) = L dan limx→a g(x) = M , maka fungsi
f(x) dan g(x) memiliki limit sebagai berikut:

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = L+M

(Ayres & Mendelson, 2004).

Bukti. Diberikan ε > 0 sebarang. Diketahui bahwa jika

lim
x→a

f(x) = L,

maka terdapat δ1 > 0 sehingga

|f(x)− L| < ε

2
apabila 0 < |x− a| < δ1.

Selain itu, diketahui bahwa jika
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lim
x→a

g(x) = M,

maka terdapat δ2 > 0 sehingga

|g(x)−M | < ε

2
apabila 0 < |x− a| < δ2.

Pilih δ = min(δ1, δ2), maka untuk 0 < |x− a| < δ dipenuhi

|f(x)− L| < ε

2
dan |g(x)−M | < ε

2
.

Sehingga, kita peroleh:

|(f(x) + g(x))− (L+M)| = |(f(x)− L) + (g(x)−M)|
≤ |f(x)− L|+ |g(x)−M |

≤ ε

2
+

ε

2

= ε.

Karena ε > 0 sebarang, maka

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = L+M.

■

Teorema 2.2.3 Misalkan A ⊂ R dan fungsi f adalah kontinu di c ∈ A. Untuk setiap
ε > 0, terdapat δ > 0 sehingga jika x ∈ A dan memenuhi |x − c| < δ, maka
|f(x) − f(c)| < ε. Dengan demikian, fungsi f dikatakan kontinu pada A jika f

kontinu di setiap c ∈ A (Darmawijaya, 2007).

Bukti. Misalkan f kontinu di c. Ambil ε > 0 sebarang. Anggap V = (f(c) −
ε, f(c) + ε). Karena f kontinu di c, maka terdapat Uv dari c sehingga f(x) ∈ V

untuk setiap x ∈ Uv. Pilih δ > 0 sedemikian sehingga (c−δ, c+δ) ⊂ Uv. Selanjutnya,
untuk δ yang dipilih, maka f(x) ∈ V . Dengan demikian, jika |x− c| < δ, maka

|f(x)− f(c)| < ε.

Diberikan sebarang xn yang merupakan barisan yang konvergen ke c dan ambil
ε > 0 sebarang. Terdapat δ > 0 sedemikian sehingga jika x ∈ A memenuhi
|x− c| < δ, maka
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|f(x)− f(c)| < ε.

Diketahui bahwa (xn) konvergen ke c, maka terdapat N0 ∈ N sehingga |xn − c| < δ

apabila n ≥ n0. Jadi, untuk setiap n ≥ n0 berlaku

|f(xn)− f(c)| < ε,

sehingga (f(xn)) konvergen ke f(c). Oleh sebab itu, fungsi f kontinu di c. ■

2.3 Derivatif

Pada subbab ini akan dijelaskan definisi, teorema, dan contoh mengenai derivatif.

Definisi 2.3.1 Derivatif atau turunan fungsi f adalah fungsi lain f ′ yang nilainya
pada sebarang bilangan c adalah

f ′(c) = lim
h→0

f(c+ h)− f(c)

h

dengan syarat limit ini ada dan bukan ∞ atau −∞ (Varberg dkk, 2010).

Contoh 2.3.1
Jika f(x) = 6x− 3, carilah f ′(x). Penyelesaian:

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

f ′(2) = lim
h→0

f(2 + h)− f(2)

h

= lim
h→0

[6(2 + h)− 3]− [6(2)− 3]

h

= lim
h→0

12 + 6h− 3− 12 + 3

h

= lim
h→0

6h

h
= 6.

Teorema 2.3.2 Jika f ′(c) ada, maka f adalah kontinu di c

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa limx→c f(x) = f(c). Tuliskan f(x) sebagai:

f(x) = f(c) +
f(x)− f(c)

x− c
· (x− c), x ̸= c.
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Dengan demikian didapatkan:

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

[
f(c) +

f(x)− f(c)

x− c
· (x− c)

]
.

= lim
x→c

f(c) + lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
· lim
x→c

(x− c).

= f(c) + f ′(c) · 0
= f(c)

■

(Stewart, 2002).
Teorema 2.3.3 Jika f dan g merupakan fungsi-fungsi yang dapat terdiferensiasikan,
maka

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x)

atau
Dx[f(x) + g(x)] = Dxf(x) +Dxg(x).

Bukti. Misalkan F (x) = f(x) + g(x). Maka

F ′(x) = lim
h→0

[
f(x+ h) + g(x+ h)]

h
− [f(x) + g(x)]

h

]

= lim
h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
+

g(x+ h)− g(x)

h

]
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

= f ′(x) + g′(x)

■

(Varberg dkk,2010).
Teorema 2.3.4 Jika f dan g merupakan fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka

(f − g)′(x) = f ′(x)− g′(x)

atau
Dx[f(x)− g(x)] = Dxf(x)−Dxg(x).
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Bukti. Misalkan F (x) = f(x)− g(x). Maka

F ′(x) = lim
h→0

[
f(x+ h)− g(x+ h)]

h
− [f(x)− g(x)]

h

]
= lim

h→0

[
f(x+ h)− f(x)

h
− g(x+ h)− g(x)

h

]
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
− lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

= f ′(x)− g′(x)

■

(Varberg dkk,2010).
Teorema 2.3.5 Jika f dan g merupakan fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka

(f · g)′(x) = f(x)g′(x) + g(x)f ′(x)

atau
Dx[f(x) · g(x)] = f(x)Dxg(x) + g(x)Dxf(x).

Bukti. Misalkan F (x) = f(x) · g(x), Maka

F ′(x) = lim
h→0

[
f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x)

h

]
= lim

h→0

[
f(x+ h) · g(x+ h)− f(x+ h)g(x) + f(x+ h)g(x)− f(x)g(x)

h

]

= lim
h→0

[
f(x+ h) · g(x+ h)− g(x)

h
+

g(x) · f(x+ h)− f(x)

h

]
= lim

h→0
f(x+ h) · lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
+ g(x) · lim

x→0

f(x+ h)− f(x)

h

= f(x)g′(x) + g(x)f ′(x).

■

(Varberg dkk,2010).
Teorema 2.3.6 Jika f dan g merupakan fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan dengan
g(x) ̸= 0, maka (

f

g

)′

(x) =
g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

atau

Dx

(
f(x)

g(x)

)
=

g(x)Dxf(x)− f(x)Dxg(x)

g2(x)
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Bukti. Misalkan F (x) = f(x)
g(x0

. Maka

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

= lim
h→0

g(x)f(x+ h)− f(x)g(x+ h)

h
· 1

g(x)g(x+ h)

= lim
h→0

[
g(x)f(x+ h)− g(x)f(x) + f(x)g(x)− f(x)g(x+ h)

h
· 1

g(x)g(x+ h)

]
= lim

h→0

{[
g(x)

f(x+ h)− f(x)

h
− f(x)

g(x+ h)− g(x)

h

]
· 1

g(x)g(x+ h)

}
= [g(x)f ′(x)− f(x)g′(x)]

1

g(x)g(x)
.

■

(Varberg dkk,2010).

2.4 Barisan

Barisan adalah himpunan bilangan yang disusun dalam suatu urutan tertentu, berikut
diberikan definisi dari barisan.

Definisi 2.4.1 Barisan adalah fungsi f dari himpunan asli N ke himpunan bilangan
real R. Artinya setiap bilangan asli n dipetakan ke suatu bilangan real xn, sehingga
barisan tersebut dapat dinyatakan sebagai

{xn}∞n=1

dengan n sebagai indeks bilangan asli N (Purcell & Varberg, 2008).

Definisi 2.4.2 Barisan (an) di ruang metrik disebut barisan cauchy bila untuk setiap
ε > 0, terdapat bilangan bulat positif N sedemikian sehinggan untuk semua m,n ≥
N berlaku:

|an − am| < ε

(Rudin, 1991).

Contoh 2.4.2 Barisan {xn} = 1
n
, dengan n ∈ N, menghasilkan elemen

x1 = 1, x2 =
1

2
, x3 =

1

3
, ...
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merupakan barisan cauchy. Bukti:
Untuk ε > 0, pilih N > 2

ε
. Maka untuk m,n ≥ N berlaku∣∣∣∣ 1n − 1

m

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ 1n
∣∣∣∣+ ∣∣ 1m

∣∣∣∣ ≥ 1

N
+

1

N
=

2

N
< ε.

Definisi 2.4.3 Barisan an dikatakan terbatas jika dan hanya jika terdapat suatu
bilangan real possitif M > 0 sedemikian sehingga |an| ≤ M untuk semua n ∈ N
(Maddox, 1970).

Contoh 2.4.3 Diberikan barisan an = (−1)n, untuk n ∈ N. Barisan ini dikatakan
terbatas karena hanya bernilai 1 dan −1, maka bisa diambil M = 1.

Definisi 2.4.4 Suatu barisan, {xn} dikatakan konvergen jika ia mempunyai nilai
limit. Misal L adalah bilangan real sedemikian sehingga untuk setiap ε > 0, terdapat
bilangan bulat positif N sehingga untuk semua n ≥ N , berlaku

|xn − L| < ε.

Bilangan L disebut limit dari barisan tersebut, dapat ditulis sebagai berikut

lim
n→∞

xn = L

dan menyatakan bahwa xn ”mendekati” L ketika n menuju tak hingga. Sebaliknya,
sebuah barisan dikatakan divergen jika tidak memiliki limit yang terdefinisi (Bartle
& Sherbert, 2000).

Teorema 2.4.5 Setiap barisan bilangan real yang konvergen selalu terbatas (Martono,
1984).

Bukti. Misalkan barisan bilangan real {an} konvergen ke a, akan ditunjukkan
terdapat suatu bilangan real M > 0 sehingga

|an| ≤ M

untuk setiap n ∈ N .
Karena {an} konvergen ke a, maka terdapat suatu n0 ∈ N sehingga

n > n0 → |an − a| < 1.
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Akibatnya
|an| = |an − a+ a| ≤ |an − a|+ |a| < 1 + |a|

untuk setiap n > n0.
Ambillah

M = maks(|a1|, |a2|, ..., |an0|, |a|+ 1)

maka setiap n ∈ M berlaku
|an| ≤ M

yang berarti bahwa barisan bilangan real {an} terbatas. ■

2.5 Deret

Konsep deret menjadi salah satu pendukung dalam penyelesaian masalah yang
dibahas dalam skripsi ini. Oleh karena itu, berikut diberikan definisi tentang deret.

Definisi 2.5.1 Sebuah deret tak hingga
∑∞

n=1 an dikatakan konvergen dan memiliki
jumlah S, jika barisan jumlah parsial (Sn) konvergen ke S. Sebaliknya, jika barisan
jumlah parsial Sn divergen, maka deret deret tersebut juga dikatakan divergen dan
tidak memiliki jumlah (Purcell & Varberg, 2008).

Definisi 2.5.2 Deret yang berbentuk

∞∑
n=1

arn−1 = a+ ar + ar2 + ...,

dengan a ̸= 0, dinamakan deret geometri. Apabila |r| < 1, maka deret tersebut
konvergen menuju nilai a

1−r
dan sebaliknya, jika |r| > 1, deret tersebut divergen

(Purcell & Varberg, 2008).

Definisi 2.5.3 Deret yang berbentuk
∑∞

n=1
1
np = 1+ 1

2p
+ 1

3p
+ ... di mana p konstanta

disebut deret p. Jika p > 1 maka deret p konvergen dan jika p ≤ 1 maka deret p
divergen (Purcell & Varberg, 2008).

Definisi 2.5.4 Misalkan f adalah fungsi kontinu, positif, tidak naik pada interval
[1,∞) dan andaikan bahwa an = f(n) untuk semua bilangan bulat positif n. Maka
deret tak hingga

∞∑
n=1

an
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konvergen jika dan hanya jika integral tak wajar∫ ∞

1

f(x)dx

konvergen (Purcell & Varberg, 2008).

Definisi 2.5.5 Andaikan bahwa an ≥ 0, bn > 0, dan

lim
n→∞

an
bn

= L

jika 0 < L < ∞, maka
∑

an dan
∑

bn bersama-sama konvergen atau divergen.
Jika L = 0 dan

∑
bn konvergen, maka

∑
an divergen (Purcell & Varberg, 2008).

Definisi 2.5.6 Misalkan (|an|
1
n ) terbatas dan limn→∞ |an|

1
n = L. Jika L < 1, maka∑∞

n=1 an konvergen; jika L > 1, maka
∑∞

n=1 an divergen (Gunawan & Hendra,
2023).

2.6 Ruang Barisan

Untuk mencapai tujuan dari penelitian ini, berikut diberikan definisi ruang barisan.

Definisi 2.6.1 Diberikan suatu bilangan real p dengan 1 ≤ p < ∞, ruang barisan
lp terdiri dari semua barisan bilangan real x̄ = {x1, x2, x3, ...} = (xk)

∞
k=1 yang

memenuhi syarat bahwa

∞∑
k=1

|xk|p = |x1|p + |x2|p + |x3|p + ...

konvergen, atau dengan kata lain,

lp =

{
x̄ = (xk)

∞
k=1 :

(
∞∑
k=1

|xk|p
)

< ∞

}

dengan norma pada lp yaitu

||x̄||p =

{
∞∑
k=1

|xk|p
} 1

p

(Kreyszig, 1989).
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Definisi 2.6.2 Ruang l∞ adalah himpunan semua barisan x̄ = {x1, x2, x3, ..., xn} =

(xj)
∞
j=1 sedemikian sehingga terdapat bilangan real M sehingga |xn| ≤ M untuk

semua n ∈ N. Dengan norma pada l∞ yaitu

∥x̄∥∞ = supn∈N|xn|

(Kreyszig, 1989).

2.7 Ruang Vektor

Ruang vektor merupakan konsep fundanmental dalam aljabar linier yang
menjadi dasar untuk berbagai cabang matematika, berikut diberikan definisi mengenai
ruang vektor.

Definisi 2.7.1 Ruang vektor adalah himpunan tak kosong V yang dilengkapi dengan
fungsi penjumlahan vektor (+) : V × V → V dan fungsi perkalian skalar (·) :

F× V → V sehingga untuk setiap skalar a, b ∈ F dan elemen u, v, w ∈ V berlaku
8 aksioma berikut:

1. u+ (v + w) = (u+ v) + w (sifat asosiatif).

2. u+ v = v + u (sifat komutatif).

3. Terdapat 0 ∈ V sehingga 0 + u = u+ 0 = u (elemen identitas).

4. Untuk setiap u ∈ V terdapat vektor balikan di u atau −u ∈ V sehingga u +

(−u) = (−u) + u = 0 (elemen invers).

5. a · (u+ v) = a · u+ a · v (sifat distributif).

6. (a+ b) · u = a · u+ b · u (sifat distributif).

7. a · (b · u) = (a · b) · (u).

8. Berlaku 1 · u = u, dimana 1 dalah identitas perkalian.

(Maddox, 1970).
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Contoh 2.7.1

1. Diberikan bilangan asli n (tetap) dan dibentuk

Rn = {x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n.

Operasi penjumlahan dan operasi perkalian skalar didefinisikan sebagai berikut:

a. Jumlahan (addition):

x̄+ ȳ = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)

untuk setiap x̄ = (x1, y1, ..., xn, ȳ = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn.

b. Perkalian skalar (scalar multiplication):

αx̄ = (αx1, αx2, ..., αxn)

untuk setiap α ∈ R dan x̄ = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.

Dapat diperlihatkan bahwa Rn merupakan ruang vektor real.

2. B[a, b], yaitu koleksi semua fungsi bernilai real yang terbatas padaa [a, b], merupakan
ruang vektor real terhadap operasi-operasi:

a. Jumlahan (addition) :

(f + g)(x) = f(x) + g(x), f, g ∈ B[a, b], x ∈ [a, b].

b. Perkalian skalar (scalar multiplication) :

(αf)(x) = αf(x), α ∈ R, f ∈ B[a, b], x ∈ [a, b].

3. Jika S menyatakan koleksi semua barisan bilangan kompleks dan operasi jumlahan
dan perkalian skalar didefinisikan sebagai berikut:

a. Jumlahan (addition):

{zn}+ {wn} = {zn + wn}, {zn}, {wn} ∈ S.

b. Perkalian skalar (scalar multiplication)

α{zn} = {αzn}, α ∈ C, {zn} ∈ S.
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Maka ditunjukkan S merupakan ruang vektor kompleks.

2.8 Ruang Bernorma

Dalam subbab ini akan dibahas definisi mengenai ruang bernorma.

Definisi 2.8.1 Misalkan X adalah suatu ruang vektor atas R atau C. Fungsi ∥ · ∥ :

X → R disebut norma jika untuk setiap x, y ∈ X dan skalar α, berlaku:

1. ||x|| ≥ 0 dan ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0 (positif definit);

2. ||αx|| = |α| · ||x|| (homogenitas);

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (ketaksamaan segitiga).

Maka pasangan (X, ∥ · ∥) disebut ruang bernorma (Kreyszig, 1989).

Contoh 2.8.1

1. Ruang barisan (lp)

lp =

{
x̄ = (xk)

∞
k=1 :

(
∞∑
k=1

|xk|p
)

< ∞

}

dengan norma

||x̄||p =

{
∞∑
k=1

|xk|p
} 1

p

.

2. Ruang C[a, b]

Ruang fungsi kontinu pada selang [a, b], yaitu:

C[a, b] = {f : [a, b] → R |f kontinu}

dengan norma ∥f∥∞ = supx∈[a,b]|f(x)|.

3. Ruang euclidean (Rn) dengan norma

∥x∥ =
√

x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n.
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Definisi 2.8.2 Suatu ruang bernorma (X, ∥ · ∥) disebut ruang banach jika lengkap,
yaitu setiap barisan cauchy di X konvergen terhadap norma ke suatu elemen di X
(Kreyszig, 1989).

Teorema 2.8.3 Pada ruang bernorma (U, || · ||), barisan cauchy yang memiliki
barisan-bagian konvergen juga akan konvergen ke vektor yang sama (Darmawijaya,
2007).

Bukti. Msalkan {xn} ⊂ U adalah barisan cauchy dengan barisan bagian {xnk} ⊂
{xn} yang konvergen, sehingga limk→∞ xnk = a untuk a ∈ U . Maka, untuk setiap
ϵ > 0, terdapat bilangan asli n′ dan n” sehingga untuk sebarang dua bilangan asli
n,m ≥ n′ berlaku

||xm − xn|| <
ϵ

2

dan untuk bilangan asli nk ≥ n” berakibat

||xnk − a|| < ϵ

2
.

Selanjutnya, dengan memilih bilangan asli n0 = maks{n′, n”} dan diambil nk tetap
asalkan nk ≥ n0 maka diperoleh

||xn − a|| ≤ ||xn − xnk||+ ||xnk − a|| < ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

untuk setiap bilangan asli n > n0. Terbukti bahwa barisan Cauchy {xn} ⊂ U

konvergen ke a. ■

2.9 Maksimum dan minimum fungsi

Dalam subbab ini akan diberikan definisi mengenai maksimum dan minimum
fungsi.

Definisi 2.9.1 Misalkan S adalah daerah asal dari fungsi f yang memuat titik c.
Maka:

a. Nilai f(c) disebut nilai maksimum f pada S jika f(c) ≥ f(x) untuk semua
x ∈ S;

b. Nilai f(c) disebut nilai minimum f pada S jika f(c) ≤ f(x) untuk semua
x ∈ S;
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c. Nilai f(c) disebut nilai ekstrim f pada S apabila merupakan nilai maksimum
atau nilai minimum dari fungsi tersebut;

d. fungsi yang menjadi sasaran untuk dimaksimumkan atau diminimumkan disebut
sebagai fungsi objektif

(Varberg dkk, 2010).

Teorema 2.9.2 Misalkan f kontinu pada sebuah interval [a, b], maka f mencapai
nilai maksimum dan nilai minimum pada [a, b]

(Varberg dkk, 2010).

Teorema 2.9.3 Misalkan f adalah fungsi yang terdefinisi pada suatu interval I yang
memuat titik c. Jika f(c) merupakan nilai ekstrim dari f pada interval tersebut, maka
c haruslah merupakan titik kritis. Artinya, c merupakan salah satu dari:

a. Titik ujung dari interval I;

b. Titik stasioner dari f ; yaitu titik di mana f ′(c) = 0; atau

c. Titik singular dari f ; yaitu titik di mana f ′(c) tidak ada.

(Varberg dkk, 2010).

Bukti. Pertimbangkan kasus di mana f(c) adalah nilai maksimum dari f pada
interval I , dan misalkan bahwa c bukan merupakan titik ujung atau pun titik singular.
Dengan demikian, harus ditunjukkan bahwa f ′(c) = 0, yaitu c adalah titik stasioner.
Karena f(c) adalah maksimum lokal, maka untuk setiap x ∈ I, berlaku:

f(x) ≤ f(c) ⇒ f(x)− f(c) ≤ 0

jika x > c, maka x− c < 0, sehingga:

f(c)− f(c)

x− c
≤ 0

Sebaliknya, jika x > c, maka x− c > 0, sehingga:

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0



21

Karena f terduferensiasikan di c (yakni, f ′(c) ada), maka dapat di ambil limit dua
sisi dari bentuk selisih tersebut:

lim
x→c−

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0 dan lim

c→c+

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0

Karena limit kiri dan kanan dari turunan ada dan sama, maka:

f ′(c) ≥ 0 dan f ′(c) ≤ 0 ⇒ f ′(c) = 0

Dengan demikian c adalah titik stasioner, seperti yang ingin dibuktikan. ■

Kasus ketika f(c) merupakan nilai minimum dapat dibiktikan dengan cara yang
serupa, hanya dengan membalik arah pertidaksamaan.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan pada semester ganjil tahun akademik 2024/2025 di
Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas
Lampung yang berlokasi di Jalan Prof. Dr. Ir. Soemantri Brojonegoro, Gedong
Meneng, Kecamatan Rajabasah, Kota Bandar Lampung, Lampung.

3.2 Tahapan Penelitian

Tahapan yang dilakukan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari konsep dasar dan mengkonstruksi barisan fungsi.

2. Mempelajari konsep limit dalam kaitannya dalam barisan fungsi.

3. Mencari literatur terkait derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan l1.

4. Mengembangkan konsep derivatif untuk fungsi-fungsi bernilai barisan l1.

5. Menunjukkan sifat-sifat derivatif fungsi-fungsi bernilai barisan l1.

6. Menyelidiki konsep nilai maksimum dan minimum serta memberikan contoh
pada fungsi-fungsi bernilai barisan l1.



BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari penelitian yang telah dilakukan, diperoleh kesimpulan berikut
mengenai derivatif fungsi-fungsi yang bernilai dalam barisan l1.

1. Derivatif suatu fungsi f̄ : R → l1 atau dapat di tulis f̄ ′ ∈ l1 dengan

f̄ ′(x) = lim
h→0

f̄(x+ h)− f̄(x)

h

asalkan nilai limitnya ada, bukan ∞ atau −∞, dan

( ∞∑
n=1

∣∣f̄ ′∣∣1) 1
1

< ∞.

2. Sifat-sifat aljabar derivatif fungsi-fungsi bernilai barisaan l1

a. Aturan jumlah
Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka

(f̄ + ḡ)′(x) = f̄ ′(x) + ḡ′(x).

b. Aturan selisih
Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka

(f̄ − ḡ)′(x) = f̄ ′(x)− ḡ′(x).

c. Aturan perkalian
Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka

(f̄ · ḡ)′(x) = f̄(x)ḡ′(x) + ḡ(x)f̄ ′(x).



51

d. Aturan pembagian
Jika f̄ dan ḡ adalah fungsi-fungsi yang terdiferensiasikan, maka(

f̄

ḡ

)′

(x) =
ḡ(x)f̄ ′(x)− f̄(x)ḡ′(x)

ḡ2(x)
.

3. Jika f̄ dalah fungsi bernilai barisan dengan nilai-nilainya berada di ruang l1,
sehingga untuk setiap x pada himpunan I ⊂ R yang memuat titik c. Maka:

a. Nilai ∥f̄(c)∥l1 =
∑∞

n=1 |f̄(c)| disebut nilai maksimum dari f̄ pada I jika:

∥f̄(c)∥l1 ≥ ∥f̄(x)∥l1

untuk semua x ∈ I;

b. Nilai ∥f̄(c)∥l1 =
∑∞

n=1 |f̄(c)| disebut nilai minimum dari f̄ pada I jika:

∥f̄(c)∥l1 ≤ ∥f̄(x)∥l1

untuk semua x ∈ I;

Apabila himpunan I merupakan suatu interval tertutup dan terbatas, yaitu I =

[a, b], maka terdapat titik kritis c ∈ [a, b] yang memenuhi:

f̄ ′(c) = 0̄.

atrinya semua komponen turunannya bernilai nol di titik tersebut.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil pembahasan dalam skripsi mengenai derivatif fungsi-fungsi
bernilai barisan l1, disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk mengembangkan
penelitian lebih lanjut, khususnya dalam kajian derivatif fungsi-fungsi yang bernilai
pada ruang barisan lainnya.
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